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VORWORT. 


Der  vorliegende  zweite  Band  der  mathematischen  Werke  von  L.  Fuchs 
enthält  die  funfiinddreissig  in  der  Zeit  von  Ostern  1875  bis  Ende  des  Jahres 
1887  veröffentlichten  Abhandlungen.  Die  redactionelle  Arbeit  wurde  in  der- 
selben Weise  wie  beim  ersten  Bande  ausgeführt. 

Bei  der  sachlichen  Revision  der  einzelnen  Abhandlungen  sowie  bei  der 
Correctur  des  ganzen  Bandes  hat  mich  mein  Freund  L.  Heffter  in  gleich 
wirkungsvoller  Weise  wie  beim  ersten  Bande  unterstützt.  Femer  hat  Herr 
M.  Krause  die  grosse  Güte  gehabt,  eine  Correctur  der  Abhandlungen  XXVI, 
XXVn,  XXVIII  zu  lesen  und  meine  diesen  Abhandlungen  hinzugefugten 
Anmerkungen  einer  Prüfung  zu  unterziehen.  Die  in  diesem  Bande  besonders 
zahlreichen  in  französischer  Sprache  geschriebenen  Arbeiten  (XXI,  XXII, 
XXIV,  XXVI,  XXVm,  XXXII,  XXXIVa,  XXXVI,  XXXVII,  XLII)  hat 
mein  Freund  H.  Vogt  hauptsächlich  in  sprachlicher  Hinsicht  revidirt.  Der 
andere  Herausgeber  Herr  Richard  Fuchs  und  Herr  H.  Lemke  haben  je  eine 
Correctur  der  Druckbogen  gelesen.  Allen  genannten  Herren  sei  auch  an  dieser 
Stelle  für  ihre  werthvoUe  Mitarbeit  der  herzlichste  Dank  der  Herausgeber  aus- 
gesprochen. 

Ein  Wiederabdruck  der  im  Bulletin  des  Sciences  mathematiques 
erschienenen  von  Herrn  C.  Stephanos  herrührenden  französischen  Übersetzungen 
der  Abhandlungen  XXXI  und  XXXV  wurde  unterlassen,  dagegen  schien  es 
geboten,  die  von  Fuchs  selbst  verfasste  französische  Redaction  der  beiden  Ab- 
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VI  VORWORT. 

handlungen  XXXIII  und  XXXIV  unverkürzt  wiederzugeben  (Abb.  XXXIVa). 
Aus  den  mir  von  Frau  Gebeimräthin  Fuchs  anvertrauten,  an  Fuchs  geriebteten 
Briefen  von  Ch.  Hermite  konnte  icb  in  den  Anmerkungen  zu  den  Abband- 
lungen XXIV  und  XXVI  einige  für  die  Entstebungsgescbicbte  dieser  Arbeiten 
wiebtige  Auszüge  mittbeilen. 

Klausenburg,  5.  Mai  1906. 

L.  Schlesinger. 
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XIX. 


ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER 

ORDNUNG,  WELCHE  ALGEBRAISCHE  INTEGRALE  BESITZEN,  UND 

EINE  NEUE  ANWENDUNG  DER  mVARIANTENTHEQRIE. 

(Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  G.-A.-Universität, 

Göttingen  1875,  No.  21,  1.  September  1875,  Sitzung  am  7.  August,  S.  568—581  und 

No.  23,  17.  November  1875,  Sitzung  am  6.  November,  S.  612—613.) 


Der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  beehre  ich  mich  im  [568 
Folgenden  von  den  Resultaten  einer  Arbeit  Mittheilung  zu  machen,  welche 
nächstens  in  Borchardts  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  er- 
scheinen wird. 

1. 
Besitzt  eine  irreductible  Gleichung 

(1.)  ^^u-  +  ^_,u«-+...  +  ^,  =  0, 

wo  A.A..,..A^  rationale  Functionen  von  z  sind,  zwei  Wurzeln,  deren  Quo- 
tient  j  eine  rationale  Function  von  z  ist,  so  ist  j  eine  ganzzahlige  Wurzel 
der  Einheit. 

Ist  j  eine   primitive  A**  Wurzel   der  Einheit,   so   ist  A  ein  Divisor  von  1», 

und  es  ist 

wenn  nicht  i  =  0 ,  mod.  L 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialgleichung 

(A.)  d?-+^'dF+^»«  =  <^'  f^"* 

Fuchs,  maihenu  Werke,    n.  1 
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WO  p^^p^  rationale  Functionen  von  z  sind,  ein  algebraisches  Integral  u  besitzt, 
und  es  sei  (1.)  die  irreductible  Gleichung,  welcher  u  genügt,  alsdann  sind  die 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  ( 1 .)  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.). 

Wenn  unter  der  Voraussetzung  des  vorigen  Satzes  die  Gleichung  (l.)  zwei 
Wurzeln  besitzt,  deren  Quotient  nicht  für  jeden  Werth  von  z  constant  ist,  so 
hat  die  Differentialgleichung  (A.)  nur  algebraische  Integrale. 

Ist  aber  der  Quotient  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  (l.)  constant,  so 
ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A.)  eine  Wurzel  einer  rationalen 
Function.  ^ 

Die  ßeurtheilung,  ob  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  durch  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  werden 
kann,  wird  in  jedem  Falle  auf  die  Frage  zurückgeführt,  unter  welchen  Um- 
ständen ein  gegebenes  System  linearer  Gleichungen  endliche  Lösungen  besitzt. 

Die  weitere  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  unter  welchen 
Umständen  die  lineare  Differentialgleichung  (A.)  algebraische  Integrale  besitzt, 
welche  nicht  Wurzeln  einer  rationalen  Function  sind. 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich  algebraisch, 
so  gehört  sie  zu  der  Klasse  der  Differentialgleichungen  (12.)  No.  4  meiner 
Arbeit  in  Borchardt's  Journal  Band  66*),  und  es  ist 

57o]  (2.)  p,  =   i,-V^  Po  =   ia  lzr%^  + 


WO  öj,  a,,  ...,  a    die  singulären  Punkte  bedeuten,  und 

y,  +  yi  +  -"  +  y^  =  o. 

Wir  substituiren : 
(3.)  u  =  (^-a.)-*"'(ir-a.)-*"«...(^-o,)-*''«y, 

und  erhalten  für  y  die  Differentialgleichung: 

(B.)  ^  =  Py, 


WO 


^         1    ^      1   dp. 


i)  Abb.  YI,  Band  I  dieMr  Augabe,  8. 169  ff.    Beb. 
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Die  beiden  Wurzeln  der  zu  irgend  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (B.)  ergänzen 
sich  zur  positiven  Einheit,  während  die  beiden  Wurzeln  der  zu  ^  =  oo  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  zusammen  die  negative  Einheit 
ergeben. 

Sind  die  Wurzeln  der  zu  irgend  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (A.)  ratio-  [571 
nale  Zahlen,  so  sind  a.  und  ß^  ebenfalls  rationale  Zahlen. 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich  algebraisch,  so 
sind   auch    die  Integrale    der  Differentialgleichung  (B.)  sämmtlich   algebraisch. 

Sind  umgekehrt  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.) 
algebraisch,  und  a^,  «,,..?«  rationale  Zahlen,  so  sind  auch  die  sämmtlichen 
Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  algebraisch. 

2. 

Durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  z  gehen  die  Glieder  eines  Funda- 
mentalsystems von  Integralen  y^^  y^  der  Differentialgleichung  (B.)  resp.  über  in: 

Die  Determinante  A  der  Substitution 


\«ll   «28/ 


ist  gleich  der  positiven  Einheit. 

Bildet  man  eine  Form  /'(yj^y,,  a,  6,  c, ...)  d.  h.  eine  ganze  homogene 
Function  der  beiden  Grössen  y^  y^  mit  den  constanten  Coefficienten  a,  6,  c,  ..., 
und  ist  9(y,»y,,  ö,  6,  c, .. .)  eine  Covariante  dieser  Form,  so  folgt,  dass  [572 
dieselbe  durch  die  Substitution  (2.),  durch  welche  die  Form 

/*(yi,y„ö,ft»c,...) 

in 

übergehe,  sich  genau  in  ^{y^^y^^A^B^C^...)  verwandelt. 

Wenn  /'(y^,  yj    durch   irgend   einen  Umlauf   von  z  in   sich   selbst  multi- 

plicirt   mit   einer  Constanten   übergeht,   so    wird  sich  nach  demselben  Umlauf 

1* 


r 

1 
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jede  Co  Variante  dieser  Form  ebenfalls  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer 
Constanten  verwandeln. 

Ist  f{y^^y^  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  ^,  so  ist  jede  Co  Va- 
riante derselben  ebenfalls  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z. 

Wenn  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch 
sind,  so  ist  jedes  Integral  derselben  eine  rationale  Function  von  z  und  einem 
beliebigen  anderen  Integrale  derselben  Differentialgleichung. 

Ist  y  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  welches  nach 
einem  gewissen  Umlaufe  von  z  in  yj  übergeht,  wo  j  eine  primitive  /*•  Wurzel 
der  Einheit  sei,  und  setzt  man 

wo  c^,  Cp  c^^  ...  rationale  Functionen  von  z  sind,  so  hat  jedes  Integral  die  Form 

(3.)  («+^Oy  +  i8y'"**(y'), 

573]  wo  «,  ß  Constanten  und  c^  ebenfalls  constant,  wenn  />  2. 

Ist  F{y)  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  von  der 
Beschaffenheit 

(4.)  F{yj')  =  eF{y), 

wo  6  eine  Constante  ist,  so  ist 

e  =  r», 

und  wenn  k  nicht  =  0,  mod.  /  sein  soll,  entweder 

Fiy)  =  ß'y'-'Hy') 

oder  /  gerade  und  fc  =  -^ ,  mod.  /. 
Ist 

(6.)  F(y)  =  ßV'^Hy'). 

so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

(6.)  F{y),  F{yj),  ...,i^(y/-) 

nur  um  constante  Factoren  von  einander  verschieden. 

Ist  F(y)  ein  beliebiges  Integral,  welches  nicht  die  Form  (5.)  hat,  /  eine 
ungerade  Zahl,  so  ist  kein  Glied  der  Reihe  (6.)  gleich  einem  anderen  mit 
einem  constanten  Factor  multiplicirt. 
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Ist  aber  /  eine  gerade  Zahl,  so  ist  kein  Glied  der  Reihe  [574 

(7.)  F(y),  F(yi),  ...,F(yi^"') 

gleich  einem  anderen  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt.    Dagegen  ist: 

(8.)  F(yi^'*"*)  =  -F(y/). 

Der  Grad  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  genügt,  ist  für  alle  Integrale  unverändert  derselbe.  Dieser 
Grad  kann  also  als  der  zur  Differentialgleichung  (B.)  gehörige  bezeichnet 
werden. 

Den  Complex  der  Wurzeln  y^,  y,»  ...,  y^  der  irreductiblen  Gleichung  m*" 
Grades,  welcher  y^  genügt,  die  so  beschaffen  sind,  dass  nicht  der  Quotient 
zweier  derselben  gleich  einer  Einheitswurzel  ist,  nennen  wir  das  reducirte 
Wurzelsystem  der  Gleichung. 

Ist  n  <:  I» ,  so  sind  die  übrigen  Wurzeln  gleich  einer  des  reducirten 
Wurzelsystems  mit  einer  Einheitswurzel  multiplicirt.     Sind  diese  Factoren 

J}  Jii  Jtj  •  •  •    resp.    l  f  li  t  'Tf  •  •  • 

primitive  Wurzeln  der  Einheit  und  /  die  grösste  unter  den  Zahlen  Iji^jl^^  -"j 
so  liefert  das  System: 

(9-)  Viy  Vih  Vif,  •..,  yj^'^  (t  =  l,2,...,n) 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  irreductiblen  Gleichung. 

Diese  Zahl  /  nennen  wir  den  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  [575 
oder  der  irreductiblen  Gleichung,  und  man  hat 

(10.)  m  =  nl. 

Wenn  durch  irgend  einen  Umlauf  von  z  zwei  Glieder  y,.,  y^  desselben 
reducirten  Wurzelsystems  resp.  in  y,-J",  y^j^  übergehen,  wo  y^,  y^,  Glieder  des- 
selben reducirten  Wurzelsystems  sind,  und  sind  i  und  k  verschieden,  so  sind 
auch  %   und  k'  verschieden. 

3. 

Es  sei  7]  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  tj,  ifj^, ...,  >]^^j 
das  reducirte  Wurzelsystem   der  irreductiblen  Gleichung  m^  Grrades,   welcher 
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7]  genügt,  und  es  sei 

(1.)  ^h  =  Ax  Vi  +  4i  Vt »  (•  =  0, 1,  2, . . .,  n- 1) 

WO  y^^  y,  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (B.)  darstellt,  und  bildet  man  die  Form: 

n-i 

(2.)  /'(y„y.)  =  n.K-,2'.+^.»y.), 

0 

SO  ist  diese  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z^  deren  Exponent 
höchstens  gleich  /,  dem  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  f\i\^fl^^  ••m''1«-i* 
576]  Ist  umgekehrt  eine  Form  JP(yp  yj  Wurzel  einer  rationalen  Function  von 
£r,  und  7]  ein  Linearfactor  derselben,  so  enthält  dieselbe  Form  auch  die  übrigen 
Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems,  zu  welchem  t)  gehört,  als  Linearfactoren. 

Eine  Form,  welche  nur  solche  Linearfactoren  enthält,  die  zusammen  die 
Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  einer  irreductiblen  Gleichung  bilden, 
welcher  ein  bestimmtes  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  und 
jeden  nur  in  der  ersten  Potenz,  nennen  wir  Pr  im  form. 

Jede  Primform  ist  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Haben  zwei  Primformen  einen  gemeinschaftlichen  Linearfactor,  so  sind 
sie  bis  auf  einen  constanten  Factor  gleich. 

Jede  Form,  welche  gleich  ist  der  Wurzel  einer  rationalen  Function,  lässt 
sich  in  ein  Product  von  Primformen  zerlegen. 

Ist  eine  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  enthält  sie  alle  solche 
Linearfactoren,  welche  zusammen  das  reducirte  Wurzelsystem  der  Gleichung 
bilden,  welcher  sie  genügen,  und  zwar  jeden  gleich  oft. 

4. 

Ist  N  der  geringste  Werth,  welchen  die  Anzahl  der  Glieder  des  redu- 
cirten Wurzelsystems  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  irgend  ein  Integral 
der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  annehmen  kann,  so  ist  auch  N  der 
niedrigste  Grad  einer  Form,  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist. 
577]  Wir  bezeichnen  den  Index  einer  irreductiblen  Gleichung,  deren  reducirtes 
Wurzelsystem  aus  N  Gliedern  besteht,  mit  Z/,  so  dass  m  =  NL. 

Eine  Form ,  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist  und  den  niedrig- 
sten Grad  N  hat,  ist  eine  Primform. 
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Die  HEssEsche  Covariante  einer  Primform  niedrigsten  Grades  ist  ebenfalls 
eine  Primform. 

Der  Index  der  irreductiblen  Gleichung,  deren  reducirtes  Wurzelsystem 
aus  den  Factoren  der  HESSEschen  Covariante  besteht,  sei  L\  so  ist 

(2iV-4)L'=  NL. 

Die  E[£SSESche  Covariante  einer  Form  f{y^^y^)  kann  nicht  verschwinden, 
wenn  iV  >  1 . 

Ist  iV  =  2 ,  so  wird  die  HEssEsche  Covariante  einer  Primform  niedrigsten 
Grades  ihre  Invariante.  Das  Quadrat  einer  Primform  zweiten  Grades  ist  eine 
rationale  Function  von  z. 

Ist  7]  ein  Integral,  welches  zu  einem  reducirten  Wurzelsysteme  gehört, 
dessen  Gliederzahl  iV,  L  der  Index  dieses  Systems,  und  ist  ein  Factor  C  der 
ÜESsEschen  Covariante  der  primform,  welche  T^  als  Factor  enthält,   der  Form 

(1.)  ß'r.'-'^ir,^). 

SO  ergiebt  sich  N  ^=  i. 

Ist  iV>  2  und  hat  die  ÜESSEsche  Covariante  ^(y^^y^)  kein  Integral  der 
Form  (l.)  als  Factor,  und  ist  k  =  L  oder  y,  je  nachdem  L  ungerade  oder 
gerade,  so  zerfallt  die  HEssEsche  Covariante  in  ein  Product  von  Factoren  der 
Gestalt : 

P,  =  F,{r,)F,(r,J)...F,ir^j''^),  [578 

WO  /  eine  primitive  L^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet. 

Es  ist 

2N-4:  =  0,     mod.  A. 
Setzt  man 

so  ist 

(2.)  Hy^.y.)  =   P^P.'Pl' 

Ist  1/  =  2,  so  ist  Z/'  =  2,  iV^  =  4  oder  Z/'  =  3,  iV  =  3. 
Ist  L>  2  und 

so   enthält   ^(^4,^,)   nur   solche   Potenzen   von   y^  und  y,,    deren  Exponenten 
dufch  X  theilbar  sind. 
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Die  HEssEsche  Covariante  ^j(y,,y,)  der  HEssEschen  Covariante  ^(y^y,) 
hat  die  Form 

Es  ist  A  <:  6. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Tabelle  der  möglichen  Combinationen  von  i, 
N  für  N>  2. 

Der  niedrigste  Grad  N  einer  Form  ({y^^y^i  welche  gleich  einer  Wurzel 
579]  einer  rationalen  Function  ist,  kann  die  Zahl  zwölf  nicht  übersteigen. 

Mit  Hülfe  der  Invariantentheorie  wird  eine  Tabelle  der  möglichen  Gestalten 
für  die  Formen  niedrigsten  Grades  JV  und  der  zugehörigen  Werthe  L  aufgestellt. 

Aus  dieser  Tabelle  folgt,  dass  N  eine  der  Zahlen  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12  ist. 

Für  N>  2  ist  L  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10. 

Ist  umgekehrt  eine  aus  einem  beliebigen  Fundamentalsystem  y^,  y^  gebil- 
dete Form  höheren  als  zweiten  Grades  und  nicht  Potenz  einer  Form  zweiten 
Grades  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  hat  die  Differentialgleichung 
(B.)  ein  algebraisches  Integral. 

Ist  dabei  iV>  2,  so  hat  sie  nur  algebraische  Integrale. 

Eine  Form  ft*^  Grades  fiy^^y^  gc^iügt  einer  linearen  Differentialgleichung 
fi  +  1*"  Ordnung  (C.)  mit  rationalen  Coef&cienten.  Diese  Differentialgleichung 
ist  übereinstimmend  mit  der  linearen  Differentialgleichung  (i  + 1  **'  Ordnung, 
welcher  y*  genügt. 

Die  Differentialgleichung  (C.)  ist  ein  für  allemal  für  die  Zahlen 

^  =  2,4,  6,  8,  10,  12 
zu  bilden,  sie  hat  die  Form 

und  ist  für  ft  =  1  mit  der  Differentialgleichung  (B.)  identisch. 

613]   Die    nothwendige   Bedingung    dafür,    dass    die    Differentialgleichung   (B.) 

algebraische  Integrale  besitzt,  ist,   dass  die  Differentialgleichung  (C.)  für  eine 

der  Zahlen 

^  =  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12 

durch  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  werde.  Erfolgt  dieses 
für  fi  =  1  oder  erst  für  einen  der  angegebenen  Zahlenwerthe  von  fi,  der  grösser 
ist   als  2,   so   hat   auch  umgekehrt   die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische 
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Integrale.  Erfolgt  dieses  aber  zuerst  für  (t  =  2,  und  ist  cp(^)  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  (C.)  für  f*  =  2,  welches  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  so  ist  9 (-2')'  eine  rationale  Function,  und 

eine  constante  Grösse  A.  Ist  nun  ^f—f^^  gleich  dem  Logarithmus  einer  alge- 
braischen Function,  so  sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  Ausrechnung  der  Differentialgleichung  (C.)  [580 
überflüssig  ist,  da  schon  ein  gewisses  System  von  Differentialgleichungen  für 
die  Entscheidung  hinreicht. 

Sind  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch, 
aber  weder  ein  Integral  derselben  noch  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
(C.)  für  fi  :=  2  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  sind  die  Nenner  der 
rationalen  Zahlen,  welche  die  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 
Punkten  und  zu  ^  =  00  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
der  Differentialgleichung  (B.)  liefern,  nicht  grösser  als  zehn. 

Sind  die  sämmtlichen  Nenner  grösser  als  2,  aber  von  4  verschieden,  und 
wird  die  Differentialgleichung  (C.)  für  f*  =  2  durch  die  Wurzel  einer  rationalen 
Function  befriedigt,  so  genügt  der  Differentialgleichung  (B.)  die  Wurzel  einer 
rationalen  Function  oder  kein  algebraisches  Integral. 

Sind  die  sämmtlichen  Nenner  gleich  2  und  die  Integrale  in  der  Umgebung 
der  einzelnen  singulären  Punkte  von  Logarithmen  frei,  so  wird  die  Differential- 
gleichimg  (B.)    durch   die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt. 

Schliesslich  wird  noch  gezeigt,  dass  die  Betrachtung  der  Differential- 
gleichung (C.)  durch  eine  directe  Untersuchung  der  Formen  selber 
ersetzt  werden  kann,  wenn  man  die  in  meiner  Abhandlung  (Borchardts  Jour- 
nal für  r.  u.  a.  Math.  Bd.  75,  S.  208  sqq. ^))  gegebenen  Coefficienten  der  [581 
linearen  homogenen  Relationen,  die  zwischen  den  zu  den  verschiedenen  singu- 
lären Punkten  gehörigen  Fundamentalsystemen  bestehen,  herbeizieht. 

Die  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  befolgte  Methode  ist  einer  Aus- 
dehnung auf  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  fähig,  die  ich  mir 
für  eine  andere  Gelegenheit  vorbehalte. 

Heidelberg  im  Juli  1875. 

1)  Abb.  XIV,  Band  I  dieter  AoBgabe,  8. 894  ff.    Seh. 
Fuehs,  luthmn.  Werke.    IL  2 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  6,  Zeile  12  wurde  »bildenc  eingeschoben; 

„6,      „     8,  7  y.  u.  lauten  im  Original:  Ist  N  die  geringste  Anzahl  der  Glieder,  welche  das 

reducirte  Wurzelsystem  der  u.  s.  w.; 
Nach  den  vom  Verfasser  in  der  zweiten  Note  (Qött.  Nachrichten,  1875,  S.  612—613*))  gemachten 
Angaben  wurden 

S.  8,  Zeile  14,  15  die  Worte :  »höheren  als  zweiten  Grades  und  nicht  Potenz  einer  Form  zweiten 

Grades«  eingeschaltet, 
„    8,  Zeile  17  ^>  2  statt  ^>  1  gesetzt, 
der  Satz  S.  579,  Zeile  1  v.  u.  bis  S.  580,  Zeile  5  des  Originales  durch  den  im  Texte  S.  8,  Zeile  7 

V.  u.  bis  S.  9,  Zeile  6  nach  S.  613  der  zweiten  Note  wiedergegebenen  ersetzt, 
S.  9,  Zeile  14  y.  u.  die  Worte  »oder  kein  algebraisches  Integral«  hinzugefügt. 

2)  Die  in  dem  einleitenden  Satze  (S.  1)  erwähnte  Arbeit,  yon  welcher  die  yorstehende  Note  einen  Auszug 
giebt,  ist  die  folgende  Abh.  XX;  auch  die  Abhandlungen  XXI— XXIU,  XXY  beziehen  sich  auf  lineare 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  algebraischen  Integralen.  Sch. 


*)  Diese  Note  beginnt  mit  den  Worten :  In  der  mit  dem  obigen  Titel  yersehenen  in  den  »Nachrichten 
der  EönigL  Gesellschaft  der  Wissenschaften«  1875  No.  21  p.  568  sqq.  abgedruckten  Notiz  haben  sich  einige 
Redactionsyersehen  eingeschlichen,  welche  ich  mir  hier  zu  berichtigen  erlaube. 


ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER 

ORDNUNG,  WELCHE  ALGEBRAISCHE  INTEGRALE  BESITZEN,  UND 

EINE  NEUE  ANWENDUNG  DER  INVARIANTENTHEORIE. 

(Journal  für  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  Bd.  81,  1876,  S.  97—142.) 


Wird  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  eine  Wurzel  einer  ratio-  [97 

nalen  Function  befriedigt,  so  ist  eine  lineare  homogene  Function  der  Glieder 

eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  derselben  mit  constanten  Coefficienten 

Wurzel  einer  rationalen  Function.    Sind  die  sämmtlichen  Integrale  algebraische 

Functionen,  und  bildet  man  alle  diejenigen  Werthe,  welche  ein  Integral  durch 

die  verschiedenen  Umläufe  der  unabhängigen  Variablen  annimmt,   so  ist  jede 

symmetrische  Function  dieser  Werthe  eine  rationale  Function.    Da  aber  jeder 

dieser  Werthe  als  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten  der 

Glieder  eines  Fundamentalsystems  dargestellt  werden  kann,  so  bin  ich  auf  den 

Gedanken   geführt   worden,   die   mit   den  Gliedern   eines  Fundamentalsystems 

gebildeten  Formen   näher   zu   untersuchen.     Es  ergab   sich,   dass   stets   solche 

Formen  angegeben  werden  können,  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  rationalen 

Function  sind,  und  dass  der  niedrigste  Grad,  welcher  den  Formen  der  letzteren 

Art  zukommt,  eine  für  alle  Fundamentalsysteme  sich  gleichbleibende  Zahl  N 

ist.     Wir   haben    eine    Form,    welche    gleich    einer  Wurzel    einer    rationalen 

Function   ist   und   welche   sich  nicht  in  Formen  niedrigeren  Grades  derselben 

Art  zerlegen  lässt,  eine  Primform  genannt.    Es  liess  sich  nun  erwarten,  dass 

die  Primformen  vom  Grade  N  bei  der  Untersuchung  der  algebraischen  Glei- 

2* 
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chungen,  welchen  die  Integrale  der  Differentialgleichung  genügen,  eine  funda- 
mentale Bedeutung  haben  würden.  In  der  That  zeigte  sich,  dass  durch  die 
Betrachtung  derselben  die  wichtigsten  Eigenschaften,  wodurch  diejenigen  alge- 
braischen Functionen,  welche  einer  Differentialgleichung  von  gegebener  Ord- 
nung genügen,  verknüpft  sind,  sich  aufdecken,  und  namentlich  die  Frage  sich 
beantworten  Hess,  unter  welchen  Umständen  eine  lineare  Differentialgleichung 
algebraische  Integrale  besitzt. 

98]  Da  die  Glieder  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  sich  durch  die 
verschiedenen  Umläufe  der  unabhängigen  Variablen  in  lineare  homogene  Func- 
tionen mit  Constanten  Coefficienten  derselben  Glieder  verwandeln,  so  werden 
sich  die  verschiedenen  Werthe,  welche  eine  aus  denselben  Gliedern  gebildete 
Form  durch  dieselben  Umläufe  erhält,  durch  die  Ausführung  linearer  Sub- 
stitutionen der  Formenargumente  erzielen  lassen.  Dieser  Umstand  veranlasste 
mich,  die  Covarianten  dieser  Formen  in  die  Untersuchung  hereinzuziehen, 
da  die  Veränderungen  der  Covarianten  durch  lineare  Substitutionen  mit  denen 
der  Form  im  einfachsten  Zusammenhange  stehen.  Es  ergab  sich  nun  hierbei, 
dass  die  Covarianten  von  Formen,  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  rationalen 
Function  sind,  ebenfalls  Wurzeln  rationaler  Functionen  darstellen,  und  dass 
daher  die  Covarianten  der  Primformen  vom  Grade  iV,  welche  selber  von'  nie- 
drigerem als  dem  N^^  Grade  sind,  identisch  verschwinden  müssen.  Der 
weitere  Fortgang  meiner  Untersuchung  würde  nun  eine  wesentliche  Erleichte- 
rung gefunden  haben,  wenn  in  der  Invariantenlehre  das  Problem,  die  Formen 
n**°  Grades  zu  bestimmen,  deren  Covarianten  von  niedrigerem  als  dem  n**° 
Grade  identisch  verschwinden,  schon  gelöst  wäre.  Da  aber  dieses  nicht  der 
Fall  ist,  so  musste  dieses  Problem  umgangen  werden.  Es  ist  mir  in  der  That 
auch  gelungen,  durch  die  Betrachtung  der  ÜESSEschen  Co  Variante  die  Lösung 
dieses  Problems  für  die  vorliegende  Untersuchung  entbehrlich  zu  machen. 

Ich  habe  im  Folgenden  die  Untersuchung  für  die  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  bei  welchen  die  zu  betrachtenden  Formen 
binäre  sind,  durchgeführt,  und  behalte  mir  die  Ausdehnung  auf  die  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  für  eine  andere  Gelegenheit  vor.  Ich 
hoffe,  dass  die  neue  Anwendung,  welche  wir  hier  von  der  Invariantenlehre 
auf  algebraisch  -  analytische  Untersuchungen  gemacht,  schon  in  diesem  ein- 
fachen  Falle  nicht  unwichtig  erscheinen  werde. 
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Von  den  Resultaten  der  vorliegenden  Arbeit  lieben  wir  hier  nur  hervor 
den  Nachweis,  dass  für  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  der  Grad 
JV  nicht  höher  als  der  zwölfte  sei,  und  die  Methode,  die  Beschaffenheit 
der  Differentialgleichung  anzugeben,  damit  sie  algebraische  Integrale  besitze, 
oder,  wenn  die  Differentialgleichung  vorgelegt,  zu  erkennen,  ob  sie  durch 
algebraische  Integrale  befriedigt  werde. 

1.  [99 

Wir  wollen  mit  Herrn  Liouville  (Journ.  de  Tl^cole  Polyt.  cah.  22,  p.  184) 
eine  Gleichung 

(1.)  ^^H-  +  ^„.,fr-*  +  ...  +  A  =  ö» 

in  welcher  die  Coefficienten  A^^  -^«-ii  •  •?  -^o  rationale  Functionen  von  z  sind 
irreductibel  nennen,  wenn  sich  die  linke  Seite  derselben  nicht  in  Factoren 
zerlegen  lässt,  die  in  Bezug  auf  u  niedrigeren  Grades  sind  und  deren  Coeffi- 
cienten ebenfalls  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Besitzt  die  irreductible  Gleichung  (1.)  zwei  Wurzeln  u^  und 
u^^  deren  Quotient  eine  rationale  Function  j  von  ^,  so  ist  j  eine 
ganzzahlige  Wurzel  der  Einheit. 

Denn  der  Voraussetzung  gemäss  genügen  u^  und  ju^  der  Gleichung  (1.). 
Es  genügen  daher  wegen  der  vorausgesetzten  Irreductibilität  dieser  Gleichung 
die  sämmtlichen  Wurzeln  derselben  der  Gleichung: 

(2.)  AJ'^u^+A^.J^-'u^''  +  ...  +  AJu  +  A,  =  0. 

In  Folge  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (1.)  ist  A^^  daher  auch  j  von  Null 
verschieden.  Es  verschwindet  aber  auch  nicht  A^^  da  der  Grad  der  Gleichung 
(1.)  der  m^  sein  soll.     Man  hat  also: 

4^_^^..,    für   i=  i,2,...,m 
oder 


d.  h.  entweder 


oder 


/  =  1. 


,t; 


"i- 


• 
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Da  aber  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (1.)  A^_^  nicht  für  alle 
angegebenen  Werthe  von  i  verschwinden  kann,  so  ist  j  eine  ganzzahlige 
Wurzel  der  Einheit. 

Ist  y  eine  primitive  A*' Wurzel  der  Einheit,  so  ist  nach  Gleichung 
(3.)  A^^.=  0  oder  von  Null  verschieden,  je  nachdem 

i   nicht    =  0,  mod.  A    oder    t  =  0,  med.  L 

Da  A^  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  sich  insbesondere: 

Der  Exponent  A  der  primitiven  Einheitswurzel  j  ist  ein  Di- 
visor von  m, 

too]  2. 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialgleichung: 

(A.)  d?-+P,^+l>.«  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten  ein  algebraisches  Integral  u  besitzt,  und  es  sei 
(1.)  ^,u-  +  Ä^,,  u^-'  +  . . .  +  ^^  =  0 

die  irreductible  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten ,  welcher  dasselbe  genügt. 

I.  Alsdann  sind  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1.) 
Integrale  derselben  Differentialgleichung. 

Denn  aus  (1.)  ergeben  sich  -^  und  -^  als  rationale  Functionen  von  u 
und  z.  Die  Substitution  derselben  in  die  Differentialgleichung  (A.)  liefert 
eine  Gleichung  zwischen  u  und  ^,  welcher  der  Voraussetzung  nach  eine  Wurzel 
u  der  Gleichung  (1.),  also  wegen  der  vorausgesetzten  Irreductibilität  dieser 
Gleichung  sämmtliche  Wurzeln  derselben  genügen  (vergl.  Liouville  1.  c.  und 
eine  Abh.  desselben  Verfassers  in  Liouville  Journal  t.  IV,  p.  432). 

n.  Wenn  die  Gleichung  (1.)  zwei  Wurzeln  u^  und  u^  besitzt, 
deren  Quotient  nicht  für  jeden  Werth  von  z  constant  ist,  so  hat 
die  Differentialgleichung  (A.)  nur  algebraische  Integrale. 

Denn  alsdann  lässt  sich  (s.  meine  Arbeit  dieses  Journal  Bd.  66^),  No.  2) 
jedes  Integral  u  in  der  Form 

(2.)  u  =  CjWj  +  c,w, 

mit   Constanten  Coefficienten  c^  und  c,   darstelleja.     Der  Ausdruck  (2.)   genügt 

Abb.  VI,  Bud  I  dies«!  Anagabe,  8.  159  ff.    8cb. 
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aber  einer  algebraischeiüi  Gleichung,  welche  z.  B.  dadurch  erhalten  werden 
kann,  dass  man  in  Gleichung  (1.)  nach  einander  u^  und  u^  für  u  setzt  und 
zwischen  den  zwei  so  gebildeten  Gleichungen  und  Gleichung  (2.)  u^  und  u^ 
eliminirt. 

ni.  Ist  der  Quotient  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  (1.) 
constant,  so  ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A.)  Wurzel 
einer  rationalen  Function. 

Ist  nämlich  u^  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1.),  so  besitzt  dieselbe  die 
Wurzeln 

^^  Ji^  Jt^  " "» Jm-i  ^^^^  ^ö^  vorigen  Nummer  ganzzahlige  Wurzeln  der  Ein- 
heit sind.  Es  seien  ^\,^*,,  ...,y^_^  resp.  ^i%  ^,**»  •  •  •»  ^«,_j**  primitive  Wurzeln  [loi 
der  Einheit,  X  das  kleinste  Vielfache  dieser  Zahlen,  so  sind  ^\,y,,  ...,^*^_j  auch 
X^  Wurzeln  der  Einheit.  Da  nach  der  vorigen  Nummer  A^,  A,,  ...,  A^_^  Divi- 
soren von  m  sind,  so  ist  auch  X  Divisor  von  m.  Nun  aber  sind  wegen  der 
vorausgesetzten  Irreductibilität  der  Gleichung  (1.)  j^^j^j  •••»i«-i  unter  einander 
und  von  der  Einheit  verschieden.     Andererseits  hat  aber  die  Gleichung 

^=  1 

nicht  mehr  als  X  verschiedene  Wurzeln.     Es  ergiebt  sich  demnach  m  =  X. 

Nach  der  vorigen  Nummer  ist  A^_.  =  0,  wenn  nicht  »  =  0  nach  den 
Moduln  A  ,  A  .  ...,  A  ,,  d.  h.  wenn  nicht  i  durch  X  oder  m  theilbar  ist.  Dem- 
nach  erhält  die  Gleichung  (1.)  die  Form 

(3.)  ^«ti"+^o  =  0. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A.)  demnach  ein  algebraisches  Integral  ^*, 
welches  nicht  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  besitzt,  so  sind  ihre 
sämmtlichen  Integrale  algebraisch.  Dieses  ergiebt  sich  aus  den  Sätzen  11. 
und  in.  Aus  dem  letzteren  folgt  nämlich,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 
(l.),  welcher  u  genügt,  mindestens  zwei  Wurzeln  hat,  deren  Quotient  nicht 
für  jedes  z  constant  ist.  Dann  aber  ergiebt  sich  unsere  Behauptung  aus  dem 
Satze  n. 

3. 

Die  Beurtheilung,  ob  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  durch  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  befiriedigt  werde. 


A 
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fuhrt  in  jedem  Falle  auf  die  Frage  zurück,  ob  ein  gegebenes  System  linearer 
Gleichungen  endliche  Lösungen  besitzt. 
Es  ist  nämlich 

wo  «p  «,?...,  «ß  rationale  (nicht  positive  ganze)  Zahlen,  g(jg)  eine  ganze  ratio- 
nale Function  bedeutet,  der  allgemeinste  Ausdruck  für  die  Wurzel  einer 
rationalen  Function.  Für  die  singulären  Punkte  o^^  a^j  ..,^  a  wird  entweder 
y  oder  die  Ableitungen  von  y  von  einer  gewissen  Ordnung  an  unendlich. 

Soll  also  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  einen  solchen  Ausdruck 
befriedigt  werden,  so  müssen  a^,  a^,  ...,  0  mit  singulären  Punkten  der  Diffe- 
102]  rentialgleichung  zusammenfallen.  Die  Exponenten  a^,  a^,  ...,  a  werden 
durch  gewisse  algebraische  Gleichungen  bestimmt  (cf.  Liouville,  Journ.  de 
r;6cole  Polyt.  cah.  22,  p.  154  sqq.).  Ergeben  sich  für  diese  Grössen  rationale 
Werthe,  und  substituirt  man  alsdann  den  obigen  Ausdruck  y  in  die  Diffe- 
rentialgleichung,  welche   von  Nennern   befreit   gedacht   wird,    so    erhält   man 

nach  Division  mit  (-3^  — öJ"*~  (^""^,)  *  •••  ('^^""^p)  ^  ,  wo  w  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  ist,  eine  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  eine  ganze 
rationale  Function  von  ^  identisch  verschwindet.  Setzt  man  die  einzelnen 
Coeffiicienten  derselben  gleich  Null,  so  erhält  man  ein  System  linearer  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  Coefficienten  von  g{z).  Je  nachdem  letztere 
Gleichungen  Lösungen  haben  oder  nicht,  hat  die  gegebene  Differentialgleichung 
die  Wurzel  einer  rationalen  Function  zum  Integral  oder  nicht. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  in  jedem  gegebenen  Falle  durch  besondere 
Methoden  das  Verfahren  vereinfacht  werden  kann. 

Weit  schwieriger  ist  die  Frage,  ob  eine  lineare  Differentialgleichung  alge- 
braische Integrale  besitzt,  welche  nicht  gleich  Wurzeln  aus  rationalen  Functio- 
nen sind.  Wir  wollen  uns  von  jetzt  ab  mit  der  letzteren  Frage  für  lineare 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  beschäftigen. 


4. 

Sind   die  Integrale    der   Differentialgleichung  (A.)   sämmtlich   algebraisch, 
so  gehört  dieselbe  zu  der  Klasse  der  Differentialgleichungen  (12.)  No.  4  meiner 
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Arbeit  dieses  Journal  Bd.  66*).    Sind  daher  die  singulären  Punkte  a^,  a,,  ...,  a  , 
so  ist 


(1-) 


wo  die  Grössen  a^ßyy  Constanten  bedeuten  und  yj  +  y,  +  --  +  y^  =  0  ist. 

Wir  nehmen   nunmehr   an,   dass   in   der  Gleichung  (A.)  p^  und  p^   diese 
Form  haben,  und  substituiren  in  der  Gleichung  (A.) 

(2.)  u  =  ^y, 

wo 

(3.)  ^  =  e-^^^^^  =  (*-a.r*'''(*-o.)-*««...(,-o,)-*\ 

imd  erhalten  für  y  die  Differentialgleichung 


wo 


[«03 


Da  P  eine  rationale  Function  ist,  welche  nur  für  ö^,  a^, ...,  ö  unendlich  wird, 
so  sind  auch  für  die  Differentialgleichung  (B.)  diese  Grössen  ausschliesslich 
die  singulären  Punkte. 

Die    zum    singulären    Punkt    a^    gehörige    determinirende    Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (A.)  ist 

(5.)  r(r-l)  +  a,r  +  j8,.  =  0. 

Die  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichimg  der  Differentialgleichung  (B.)  ist 

(6.)  r(r-l)  =  i«?-|«,-ft. 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (6.)  ergänzen  sich  zur  Einheit. 
Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  (B.) 

1 


I)  ADA.  YI,  Band  I  dieMr  Awgab«,  8.  IM.    Seh. 
Fmeba,  aiallMn.  Werk«.    IL 
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SO  hat  P  die  Form 

(7.)  P  =  t-P,{t)] 

WO  Pj(0)  nicht  unendlich  ist.    Die  Differentialgleichung  (B.)  verwandelt  sich  in 

Demnach  ist  die  zu  ^  =  oo  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  (B.) 

r(r-l)  +  2r  =  P,(0), 
oder 

(8.)  r^-S-r  =  P,(0). 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (8.)  ergänzen  sich  zur  nega- 
tiven Einheit. 

Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5.)  rationale  Zahlen,  so  sind 
a.  und  ß^  ebenfalls  rationale  Zahlen. 

Denn  es  sind  1  — «.  und  ß^  resp.  die  Summe  und  das  Product  der  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  (5.). 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich  algebraisch, 
so  sind  die  Wurzeln  der  zu  jedem  der  singulären  Punkte  gehörigen  deter- 
minirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen  (s.  meine  Arbeit  dieses 
104]  Journal  Bd.  66  No.  6,  11.*)),  also  die  sämmtlichen  Grössen  a.  und  ß.  eben- 
falls rationale  Zahlen.    Es  ergiebt  sich  also  aus  der  Form  von  ^,  Gleichung  (3.): 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich 
algebraisch,  so  sind  auch  die  sämmtlichen  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  algebraisch. 

Sind  umgekehrt  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differential- 
gleichung (B.)  algebraisch  und  a^,  a^,  ...,«  rationale  Zahlen,  so 
sind  auch  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung 
(A.)  algebraisch. 

5. 

Es  sei  y^,  y,  ein  Fundamen talsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung : 

1)  Abb.  YI,  Bftad  I  dieMr  Aufgab«,  8. 196  f.    Beb. 
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(1-) 


=  Py, 


wo  P  eine  beliebige  rationale  Function  von  z  bedeutet,  so  ist  bekanntlich 
(vergl.  LiouviLLE  in  dessen  Journal  t.  IV,  p.  428  und  meine  Arbeit  dieses  Jour- 
nal Bd.  66  No.  2  *)) 


(2.) 


Ab 

^y% 

dz 


y. 


=  c?, 


wo  C  eine  vonNull  verschiedene  Constante  bedeutet.  Nach  irgendeinem 
Umlaufe  von  z  mögen  nun  y^  und  y,  übergehen  in  y|,  y^,  so  ist  bekanntlich 
(s.  meine  Arbeit  Bd.  66  No.  2*)) 


(3.) 


wo  a.  ,  ...,  «^  Constanten  sind. 

Aus  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich  aber 

dy\ 


de 
de 


Vi 


y\ 


=  c, 


d.h. 


(4.) 


dz 


^t 


=  c, 


WO  die  Substitutionsdeterminante 


[105 


mit  A  bezeichnet  worden  ist.     Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.)  folgt: 

I.    Die  Substitutionsdeterminante  A  ist  für  jeden  Umlauf  von 

z  der  Einheit  gleich. 

Es    sei   fiy^jy^^a^by  Cj  ...)    eine    mit    y,,  y,    gebildete   Form,    d.h.    eine 

ganze   homogene  Function   von  y,,  y,   mit   constanten  Coefficienten  a,  6,  c,  ..., 

9(yj,y,,a,  6,  c, .  .)  eine  Co  Variante  der  Form  /*(yi,y,,  ö,  6,  c, ...). 


1)  AblL  YI,  BMd  I  diaMr  iMg*^  S.  164  ff.    Seh. 
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Wenn  durch  eine  Substitution 

/"(^j^y,, ö,  6, c, ...)  in  /*(Fj,Fj,  ^,  JB,  C, ...)  übergeht,  so  ist  den  Eigenschaften 
der  Covarianten  gemäss: 

wo  X  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wenn  F^,  Y^  resp.  mit  y^,  y^  zusammenfallen,  also 

übergeht,  so  ist  auch 

Ist  die  Substitution  (5.)  mit  der  Substitution  (3.)  identisch,  so  ergiebt  sich 
nach  Satz  I.  : 

Diese  Gleichung  ist  eine  in  Bezug  auf  y^ ,  y,  identische ,  da  sich  sonst  aus 
derselben  für  —  ein  constanter  Werth  ergeben  würde,  was  der  Voraussetzung 
widerstritte,  da  y^,  y^  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Es  sei  nunmehr  ins- 
besondere 

(8.)  Ayi»y«,^»*»C, ...)  =  yf{y^,y^,a,h,c,...), 

wo  y  eine  Constante  bedeutet,  so  ist  auch  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y^  y^ 
identisch,  so  dass 

A  =  ya,     B  =  y6,     C  =  yc,     .  .  .; 

io6]  also  auch,  da  die  Covariante  in  Bezug  auf  die  Coeffiicienten  der  Form 
homogen  ist: 

(9.)  ?(y,,y„^,  JB,C, ...)  =  y*cp(y,,y„  a,  6,  c, ...), 

wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  ergiebt  sich  alsdann  aus  Glei- 
chung (7.) 

(10.)     T(anyi+«iiyi»««yi+«t.yi»öj*»^f-)  =  y*9(yi»yi,ö,*»^»---)i 

d.  h. 
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IL  Wenn  nach  irgend  einem  Umlauf  der  Variablen  z  die  Form 
/"(y^y,,  a,  6,  c, ...)  in  sich  selbst  mit  einer  Constanten  multiplicirt 
übergeht,  so  wird  sich  nach  demselben  Umlauf  jede  Covariante 
dieser  Form  ebenfalls  in  sich  selbst  mit  einer  Potenz  derselben 
Constanten  multiplicirt  verwandeln. 

Da  eine  Form  /*(y,,y,),  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist, 
durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  z  in  sich  selbst  mit  einer  Einheits- 
wurzel multiplicirt  übergeht,  so  folgt  aus  Satz  II.,  dass  auch  die  Covariante 
einer  solchen  Form  durch  einen  beliebigen  Umlauf  in  sich  selbst  mit  einer 
Einheits Wurzel  multiplicirt  übergeht.  Sind  nun  y^,  y^  Integrale  der  Differential- 
gleichung (B.),  so  wird  die  Covariante  unendlich  nur  von  einer  endlichen  Ord- 
nung, da  y^  und  y,  diese  Eigenschaft  besitzen  (s.  meine  Arbeit  Bd.  66  No.  4*)). 
Da  nun  eine  Function,  welche  durch  einen  beliebigen  Umlauf  der  unab- 
hängigen Variablen  in  sich  selbst  mit  Einheitswurzeln  multiplicirt  übergeht 
und  überall  von  endlicher  Ordnung  unendlich  wird,  eine  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

III.  Ist  y^,  y^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.),  so  ist  die  Covariante  jeder  Form  f{y^^y^\ 
welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  ebenfalls  Wurzel 
einer  rationalen  Function. 

6. 

Sind  wieder  y^,  y^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (1.)  voriger  Nummer,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (2.)  derselben 

Nummer 

dz 


(1.)  y^  =  -cf^    oder    ^  =  cf^ 


Es  werde  von  jetzt  ab  vorausgesetzt,  dass  die  sämmtlichen  Integrale  derselben 
Differentialgleichung  algebraische  Functionen  von  z  sind,  alsdann  ist  auch  — 
eine  algebraische  Function  von  ^,  demnach  nach  Gleichung  (1.) 

algebraische  Functionen  von  z. 


1)  A¥h.  TI,  Band  I  diM«r  Auf  ab«,  S.  178  ff.    8oh. 
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Nach  einem  Satze  von  Abel  (dieses  Journal  Bd.  4,  p.  264,  oder  Oeuvres 
compl.  1.  Th.  p.  355*),  vergl.  auch  Liouville,  Journal  de  V^^cole  Polyt.  cah.  22 
p.  147)  müssen  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Integrale  (2.)  rationale  Func- 
tionen von  z  und  resp.  der  algebraischen  Function  -j  oder  -j-  sein.  Hieraus 
folgt,  dass  y^  eine  rationale  Function  von  z  und  y^  und  umgekehrt  y^  eine 
rationale  Function  von  z  und  y^  ist.  Ist  der  Quotient  von  y^  und  y^  für  jedes 
z  constant,  so  sind  y^  und  y^  ebenfalls  rationale  Functionen  von  einander. 
Es  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 

Sind  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.) 
algebraische  Functionen  von  ^,  so  ist  jedes  Integral  derselben 
eine  rationale  Function  von  z  und  einem  beliebigen  anderen  In- 
tegrale derselben  Differentialgleichung. 

7. 

I.  Ist  y  ein  beliebiges  Integral  der  DiflFerentialgleichung  (B.)  und  m  der 
Grad  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  y  genügt,  so  lässt  sich  bekanntlich 
jede  rationale  Function  cp(y)  von  y  und  z  stets  und  nur  auf  eine  Weise  in 
die  Form 

(1.)  T(y)  =  Co  +  Ciy  +  ^ty'  +  ---  +  ^m-iy""' 

bringen,   wo   <^o»  ^i?  •••»  ^«-i   rationale   Functionen   von   z   sind.     Demnach    hat 
jedes  andere  Integral  y^  ausser  y  nach  voriger  Nummer  die  Gestalt: 

(2.)  yi  =  ?(y). 

Ist  —   nicht  für  jedes  z  constant,   so   lässt   sich   bekanntlich  (s.  No.  2)  jedes 
dritte  Integral  durch  die  Form 

(3.)  ay  +  /ST(y) 

darstellen,  wo  a  und  j8  Constanten  bedeuten. 

Wir  nehmen   nun  an,   dass   auf  einem  gewissen  Wege  y  in  yj  übergeht, 

so  genügt  yj  der  irreductiblen  Gleichung  für  y,  und  es  ist  deshalb  nach  No.  1 

j  eine  ganzzahlige  Wurzel   der  Einheit.     Das  Integral  cp(y)   geht  alsdann   auf 

demselben  Wege  in  cp(y^*)  über.   Da  cp(y^')  ein  Integral  der  Differentialgleichung 


1)  NoaraU«  Mition,  1. 1  (1881)  S.  660.    Seh. 
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(B.)  ist,  so  muss  dasselbe  die  Form  (3.)  haben,  also 

(4.)  ?(yi)  =  a»  +  j8?(y) 

sein.    Die  dem  angegebenen  Wege  entsprechende  Substitution  des  Funda-  [io8 
mentalsystems  y,  ^(y)  ist  daher 


es 


Die   Determinante    A    dieser  Substitution   ist   nach   Satz  I.  No.  5    der  Einheit 
gleich.     Demnach  ist 

(6.)  ß  =  j-\ 

und  man  erhält 

(6-)  ?(w)  =  ay+7'"Xy). 

Wegen   der  Irreductibilität   der  Gleichung,   welcher  y  genügt,   folgt   hieraus: 

0')  Cif  =  cJ"',  «  =  0,2,3,...,m-l) 

(7a.)  cj   =  a  +  c.i"'. 

Ist  j  eine  *  primitive  /*®  Wurzel  der  Einheit,   so   ergeben   die  Gleichungen  (7.) 
und  (7a.) 

(8.)  c,  ==  0,    wenn  nicht   i  =  1    oder   t  =  —  1,    mod.  Z. 

Es  sei  daher 

(9.)  'Ky')  =  ^o  +  ^/y'+--  +  %__v  y^      ^ 

(—  ist  eine  ganze  Zahl,  da  nach  No.  1  /  ein  Divisor  von  m  ist),  so  ist 

(10.)  ?(y)  =  Cty  +  y'-^^Cy"), 

und  jedes  Integral  hat  die  Form 

(11.)  («'+^'^Jy  +  ^V-^4' (!/'). 

Ist  ^*  eine  höhere  Einheitswurzel  als  die  zweite,  so  folgt  aus  Gleichung 
(7a.),  dass  c^  eine  Constante 

(12.)  c,  =  j^. 
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Es  ergiebt  die  Gleichung  (10.),  dass 

ein  Integral  der  Differentalgleichung  (B.)  ist. 

Es  bilden  auch,  wenn  nicht  ^(y')  identisch  Null  ist,  y  und  3^"*^(y')  ein 
Pundamentalsystem ,  da  y'""*^(y)  nicht  einer  Constanten  gleich  ist. 

Ist  aber 

(13.)  i«  =  1, 

«o  ist  a  =  0. 

109]   Es  ist  also  immer 

(14.)  a  =  c,u-ry 

Im  zweiten  Falle  hat  nach  Gleichung  (10.)  jedes  Integral  die  Form 

II.  Es  sei  F{y)  ein  beliebiges  Integral  der  DüFerentialgleichung  (B.), 
welches  nicht  gleich  y  mit  einer  Constanten  multiplicirt,  und  von  der  Be- 
scliafFenheit,  dass 

(lö.)  Fiyj')  =  zF(y), 

wo  e  eine  constante  Grösse.  Da  ein  gewisser  Weg  y  in  yj  überfuhrt,  so  fuhrt 
auch  ein  Weg  (welcher  der  A;  maligen  Wiederholung  des  ersteren  aequivalent 
ist)  y  in  yj^  über.  Der  letztere  führt  aber  nach  der  Voraussetzung  F{y)  in 
tF{y)  über.  Es  ist  daher  die  zu  diesem  Wege  gehörige  Substitution  des 
Fundamentalsystems  y,  F(y) 

(i'  > 

Da  nach  No.  5  Satz  I  die  Determinante  dieser  Substitution  gleich  der  Einheit 
ist,  so  ergiebt  sich: 

(16.)  8  =  r\ 

Da  aber  F{y)  die  Form  (11.)  hat,  so  ist: 

(17.)  F{y)  =  («'+^'^Jy  +  /J'y'-* +  (!/'). 

Aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (15.)  und  (16.)  folgt: 

(18.)     (a'+^'cjyZ+^y-r^i'CyO  =  r*(«'+^'cjy+r*^v-+(yo. 


2)  wenn  /  gerade,  so  würde  Ä:  =  y,  mod.  /  sein  können,  d.  h.  ^'*  =  —  i  [no 
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Es  ergiebt  sich  hieraus  entweder 

(19.)  a'+ZS'^i  =  0     (Ä:  unbestimmt) 

oder 

(19a.)  /*=!,    d.h.    2Ä;  =  0,    med./. 

Im  Falle  (19.)  ist 

(20.)  F(y)  =  ^V'-4.(y'). 

Im  Falle  (19a.)  ist: 

1)  wenn  /  ungerade,  fc  =  0,  mod.  /,  also  y*  =  1,  e  =  1,  d.  h.  die  Gleichung 
(15.)  ist  die  selbstverständliche 

F{y)  =  ny)'. 
i 

und  £  =  —  1,  und  die  Gleichung  (15.) 

(15a.)  F{^y)  =  ^F{y). 

Fasst  man  dieses  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  Gleichung  (15.)  erfordert,  dass  ^=^j'^^  und  sie  besteht  für 

ein  nicht  durch  /  theilbares  k  nur  dann,   wenn   entweder  F{y)  die 

Form /3'y'~*4'(y)  hat,  oder  wenn  /  eine  gerade  Zahl  und  Ä  =  -2-,  mod./, 

also  e  =  — 1  ist. 

ni.    Es   sei  F{y)    ein   beliebiges   Integral   der  Differentialgleichung  (B.), 

welches  nicht  gleich  y  multiplicirt  mit  einer  Constanten,  und  es  sei 

(21.)  Fiyf)  =  eF{yß), 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen,  e  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  wird  von 
jeder  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  für  y,  also  wenn  yj'''  für  y  gesetzt 
wird,  befriedigt;  es  ist  also: 

(22.)  F(yj^'')  =  ^Fiy). 

Es  ergiebt  sich  daher  aus  dem  Satze  in  II.  dieser  Nummer: 

Die  Gleichung  (21.)  erfordert,  dass  e=^'*"'',  und  sie  besteht, 
wofern  nicht  j»  =  ^,  mod.  /,  nur  dann,  wenn  entweder  F(y)  die  Form 
ß'y^'^^iy^)  hat,  oder  wenn  /  eine  gerade  Zahl  ist  und  p  —  q  =  y,  mod./, 
also  e  =  — 1  ist. 

Fiieba,  mathenu  Werke.    IL  4 


III 
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IV.     1)  Ist 

(23.)  F{y)  =  ß'y'-'<^iy'), 

SO  ist 

(24.)  F{yf)  =  r'F{y) 

für  jedes  ganzzahlige  Ä,  und  die  Glieder  der  Reihe 

(26.)  F(y),  F{yj),  ...,  F{yr'^) 

sind  nur  um  constante  Factoren  von  einander  verschieden. 

2)  Ist  /  eine  ungerade  Zahl,  F{y)  ein  beliebiges  Integral,  welches  nicht 
gleich  y  multiplicirt  mit  einer  Constanten  und  nicht  von  der  Form  (23.),  so 
ist  nach  IL  und  HI.  kein  Glied  der  Reihe  (25.)  gleich  einem  anderen 
multiplicirt  mit  einer  Constanten. 

3)  Ist  /  eine  gerade  Zahl  und  F{y)  ein  wie  in  2)  beschaffenes  Integral, 
so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

](25a.)  F{y),  F(yj),  ...,  F(t//""') 

nicht  um  nur  constante  Factoren  verschieden,  dagegen  ist 

(26.)  F{yj^'^')  =  ^F(yf). 

8. 

Der  Grad  der  irreductiblen  algebraischen  Gleichung,  welcher 
ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  ist  für  alle 
Integrale  unverändert  derselbe. 

Es  sei  y  ein  algebraisches  Integral,  m  der  Grad  der  irreductiblen  alge- 
braischen Gleichung,  welcher  y  genügt,  y^  irgend  ein  anderes  Integral,  so  ist 
nach  No.  6  y^  eine  rationale  Function  ^{y)  von  y  und  z.  Da  m  die  Anzahl 
der  verschiedenen  Werthe  ist,  die  y  durch  alle  möglichen  Umläufe  von  z 
erhält,  so  nimmt  y^  durch  alle  möglichen  Umläufe  von  ^  eine  Anzahl  m'  ver- 
schiedener Werthe  an,  die  nicht  grösser  ist  als  wi.  Bildet  man  eine  Gleichung 
^'Un  Grades,  welcher  diese  m'  Werthe  genügen,  so  sind  die  Coefficienten  der- 
selben rationale  Functionen  von  z.  Dieselbe  Gleichung  befriedigen  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  y^  genügt.  Es  ist  daher 
der  Grad  m^   der   letzteren   Gleichung   nicht  grösser   als   m',   also   auch   nicht 
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grösser  als  m.  Andererseits  ist  aber  nach  No.  6  auch  y  eine  rationale  Function 
von  y^  und  z.  Es  ergiebt  sich  daher  ebenso,  dass  m  nicht  grösser  als  m^. 
Es  ist  demnach  m  =  m^  wie  behauptet  worden. 

Man  könnte  daher  mit  Recht  m  den  zur  Differentialgleichung  (B.) 
gehörigen  Grad  nennen. 

9. 
Es  sei  y  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  und 

(1.)  ^«y'  +  ^^-ir-'  +  '-'  +  A  =  0 

die  irreductible  Gleichung,  welcher  y  genügt.  Es  seien  y,?  y,,  .  •?  y«-i  di© 
fw  — 1  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  (1.).  Unter  den  Wurzeln  derselben 
Gleichung  seien  y,  ^j?  y,i  ...,  y^.^  so  beschaffen,  dass  nicht  der  Quotient  irgend 
zweier  derselben  für  jedes  ^  constant  ist.  Wir  wollen  y^y^^y^i  --^y^^^  das 
reducirte  Wurzelsystem  der  Gleichung  (1.)  nennen. 

Es  kann  eintreten,  dass  n  =  wi. 

Ist  aber  n  <::m^  so  ist  nach  No.  1  jede  nicht  zum  reducirten  Wurzel- 
system gehörige  Wurzel  gleich  einer  des  reducirten  Systems  mit  einer  [112 
ganzzahligen  Wurzel  der  Einheit  multiplicirt. 

I.  Sind  diese  Multiplicatoren  resp.  /**,  Z^*®,  Z^*®,  etc.  primitive 
Wurzeln  der  Einheit  y,^^,^*,,  etc.,  und  unter  den  Zahlen  /, /j, /,,  etc. 
/  die  grösste,  so  liefert  das  System: 

(2.)  Vi,  y,i,  y,/,  ...,  y,/"'    für   i  =  0, 1,  2,  ...,n-l 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1.). 

Ist  nämlich  r^  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung  (1.)  und  genügt  der- 
selben der  Werth  tj^'^,  so  genügt  ihr  auch  wegen  ihrer  Irreductibilität  tj'J^, 
wo  Yj'  eine  beliebige  andere  Wurzel  derselben  ist.  Aus  demselben  Grunde 
genügt  ihr  auch  tj^",  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  a.  Es  ist  demnach  all- 
gemein 

(3.)  y.i-;i 

eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (1),  wenn  a,  b  beliebige  ganze  Zahlen  und 
i  eine  der  Zahlen  0,  1,  ...,  w  — 1  bedeutet. 

Es    sei   nun    das   kleinste  Vielfache   von   /  und  l^   gleich   A,   und   g   eine 

4* 
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primitive  A*®  Wurzel  der  Einheit,  so  ist 

i  ^  X 

T —  r  — 

(4.)  i  =  g    ,    k  =  9    ^1 

wo  r  und  r   resp.  relativ  prim  zu  /  und  l^  sind.     Man  hat  also 

(5.)  fJl  =  9 

Nun  aber  sind  y  und  y-  relativ  prim,  femer  ist  r  zu  j-  relativ  prim,  folglich 
ist  r-7  zu  ^  relativ  prim.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  r-j  und 
r'y-  ist  also  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  r-r  und  r'.  Nun  ist 
r'  zu  y  relativ  prim,   demnach   ist   der   grösste   gemeinschaftliche  Theiler  von 

3  1 

r  und  r'y-  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  r  und  r',  also  zu  /  und 
/^,  und  demnach  auch  zu  X  relativ  prim.  Derselbe  sei  x,  so  können  bekannt- 
lich ganze  Zahlen  a  und  b  so  bestimmt  werden,  dass 

(6.)  rya  +  r'y-b  =  t 

wird.     Es  ergiebt  sich  alsdann  für  diese  Werthe  a  und  b   aus  Gleichung  (5.) 

"3]  (7.)  fjl  =  r. 

Wir  behaupten  nun,  dass  A  =  /  sei.  Denn  wenn  dieses  nicht  stattfinde,  so 
wäre  X>1^  und  es  ergäbe  sich  aus  der  Gleichung  (7.),  dass  die  Gleichung 
(1.)  eine  Wurzel  y^g^  hätte,  wo  g^  eine  primitive  A**  Wurzel  der  Einheit,  also 
von  höherer  als  der  /*•**  Ordnung  wäre,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Man  schliesst  hieraus: 

Die  Zahl  /  ist  ein  Vielfaches  der  Zahlen  Z^,  /^,  etc. 

Daher  sind  j\,  J,,  etc.  in  der  Reihe 

J  )  J  1  J  1    •••?,/ 

enthalten.  Da  aber  nach  No.  1  die  sämmtlichen  Grössen  der  Reihe  (2.)  Wur- 
zeln der  Gleichung  (1.)  sind,  und  diese  Gleichung  wegen  ihrer  Irreductibilität 
nur  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  wollen  /  denlndex  der  Gleichung  (l.)  oder  des  reducirten  Wurzel- 
systems derselben  nennen.     Wir  haben  alsdann  den  Satz: 
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IL  Das  Product  aus  der  Gliederzahl  des  reducirten  Wurzel- 
systems der  Gleichung  (1.)  in  den  Index  derselben  ist  gleich  dem 
Grade  der  Gleichung. 

III.  Wenn  durch  irgend  einen  Umlauf  von  z  zwei  verschiedene 
Glieder  y.  und  y^  des  reducirten  Wurzelsystems  gleichzeitig  in 
y^.j""  und  yj^,f  übergehen,  wo  y^.  und  t/^  ebenfalls  Glieder  des  redu- 
cirten Wurzelsysteras  sind,  so  sind  y^,  undy^  ebenfalls  verschieden. 

Denn  durch  einen  dem  angegebenen  Umlauf  entgegengesetzten  Umlauf 
gehen  gleichzeitig  y^  in  j~"y^  und  f/^  in  j'^yj^  über.  Wäre  nun  i' =  k\  so 
müsste 

oder 

sein,  gegen   die  Voraussetzung. 

10. 

Es  sei  7]  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  welches 
einer  irreductiblen  Gleichung  m**°  Grades  genügt,  y],  yj^,  yj^,  ...,  yj^^  das  redu- 
cirte  Wurzelsystem  dieser  Gleichung  und  /  der  Index  derselben.  Da  die 
sämmtlichen  Wurzeln  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sind,  so  lassen 
sie  sich  als  lineare  homogene  Functionen  eines  beliebigen  Fundamentalsystems 
von  Integralen  y^^y^  mit  constanten  Coefficienten  darstellen.     Es  sei  also: 

'       (1.)  TQ.  =  ^nJ/i  + A.2/,.  (t  =  0,l,2,...,n-l) 

Wir  bilden  die  Form  n^  Grades:  [114 

so  wird  /'{y^'^yj  durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  z  in  sich  selbst,  multi- 
plicirt  mit  einer  /^"  Einheitswurzel,  übergehen.  Da  dieselbe  Function  überall 
nur  von  endlicher  Ordnung  unendlich  wird,  so  ergiebt  sich: 

I.  Die  Form  /(y,,y,)  ist  Wurzel  einer  rationalen  Function  von 
z^  deren  Exponent  höchstens  gleich  /. 

II.  Ist  umgekehrt  eine  Form  F{y^^y^)  Wurzel  einer  rationalen 
Function  von  z  und 
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ein  Factor  der  Form,  und  bilden  ^i?  >lji  >],»...?  ^«-i  ^^^  reducirtes 
Wurzelsystem  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher"  >]  genügt, 
80  ist  7]^  von  der  Gestalt: 

und  die  Form  F{y^^y^  enthält  auch  die  Factoren  tq,?  "^Q,»  •••>  l»-!- 

Denn  bezeichnet  man  den  durch  irgend  einen  Umlauf  von  z  erhaltenen 
Werth  von  F{y^^y^  mit  F\y^^y^^  so  ist  der  Voraussetzung  gemäss 

(3.)  F\y,,y,)  =  eF{y,,y,), 

wo  e  eine  ganzzahlige  Einheitswurzel  ist.  Diese  Gleichung  ist  eine  identische, 
da  sich  sonst  für  —  ein  für  jedes  z  constanter  Werth  ergäbe.  Es  verschwinden 
daher  beide  Seiten  der  Gleichung  für  dieselben  Werthe  des  Verhältnisses  —  • 
Wenn  nun  durch  den  angegebenen  Umlauf  tj  in  tj,.  übergeführt  wird,  so  ent- 
hält die  linke  Seite  den  Factor  tj,.,  folglich  auch  die  rechte.  Da  es  aber  stets 
Wege  giebt  (s.  Puiseux  in  Liouvilles  Journal  t.  XV),  welche  die  Wurzel  einer 
irreductiblen  Gleichung  in  jede  andere  Wurzel  derselben  überführen,  so  ist 
unser  Satz  bewiesen 

Wir  wollen  eine  Form,  welche  nur  solche  Factoren  enthält,  die  zu- 
sammen das  reducirte  Wurzelsystem  einer  irreductiblen  Gleichung  bilden, 
welcher  ein  bestimmtes  Integral  genügt,  und  zwar  diese  Factoren  alle  und 
jeden  zur  ersten  Potenz,  eine  Primform  nennen. 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich  dann: 

III.  Jede  Primform  ist  Wurzel  einer  rationalen  Function. 
Aus  dem  Satze  II.  folgt  aber: 

IV.  Haben  zwei  Primformen  einen  gemeinschaftlichen  Linear- 
factor,  so  sind  sie  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch. 

115J  V.  Ist  eine  Form  f\y^^y^  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
so  lässt  sich  dieselbe  in  ein  Product  von  Primformen  zerlegen. 
Denn  ist  tj  einer  der  Factoren  der  Form,  und  bilden  tj^,  tj^,  ...,  tj^^^  zu- 
sammen mit  7]  das  reducirte  Wurzelsystem  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher 
Y]  genügt,  so  ist  nach  dem  Satze  11.  f{y^^y^)  durch  die  Primform 

th eilbar.      Nach    dem   Satze  III.    ist    aber    ^{y^^y^)   Wurzel    einer    rationalen 
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Function,  also  auch  die  Form 

'^^"^•^      ?(y.,y.) 

Wurzel  einer  rationalen  Function.     Durch  Fortsetzung  desselben  Schlusses  in 
Bezug  auf  fiy^^y^  u.  s.  w.  ergiebt  sich  unser  Satz  von  selbst. 

Man  hat  also,  wenn  ^C^^yJ,  ^.Cy^y,),  ?,(y,,y,),  ...  Primformen  sind, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet. 

Als  Corollar  ergiebt  sich  der  Satz: 

VI.  Ist  eine  Form  f{y^^y^)  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
so  enthält  sie  alle  solche  Linearfactoren,  welche  zusammen  das 
reducirte  Wurzelsystem  einer  irreductiblen  Gleichung  bilden, 
gleich  oft. 

In  der  That,  die  Form  enthalte  den  Factor  tj  genau  zur  A**'  Potenz,  so 
müssen,  da  jede  Primform  in  Gleichung  (4.)  jeden  ihrer  Factoren  nur  einfach 
enthält,  genau  k  Primformen  in  dem  Producte  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  den  Factor  tj  enthalten.  Diese  Primformen  sind  aber  nach  Satz  IV. 
bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch,  folglich  ist  /'(y^y,)  genau  durch 
die  A**  Potenz  einer  Primform,  welche  tj  enthält,  theilbar,  also  auch  genau 
durch  die  X^  Potenz  jedes  Factors  derselben. 

11. 

Es  sei  m  der  zur  Differentialgleichung  (B.)  gehörige  Grad. 

Die  Anzahl  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  irreductiblen 
Gleichung,  welcher  ein  Integral  y  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  ist 
im  Allgemeinen  für  die  verschiedenen  Integrale  verschieden.  Der  geringste 
W^rth,  welchen  diese  Anzahl  annehmen  kann,  sei  iV,  und  der  Index  der 
irreductiblen  Gleichung,  welcher  die  Glieder  eines  reducirten  Wurzelsystems 
von  der  Anzahl  N  genügen,  sei  Z/,  so  ist  nach  Satz  IL  No.  9 

m  =  NL. 

I.  Die  Zahl  N  ist  auch  der  niedrigste  Grad  einer  Form  [ii6 
fiyi}y%)i  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist. 
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Dieser  Satz  ist  eine  Folgerung  des  Satzes  II.  voriger  Nummer,  aus  welchem 
sich  ergiebt,  dass  jede  Form,  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist, 
mindestens  so  viel  Linearfactoren  enthält,  als  die  Anzahl  der  Glieder  eines 
reducirten  Wurzelsystems  beträgt.  Die  aus  dem  Product  der  Glieder  eines 
reducirten  Wurzelsystems  von  der  Anzahl  N  gebildete  Form  ist  nach  Satz  III. 
voriger  Nummer  eine  Form  iV**"  Grades,  welche  gleich  der  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function. 

n.  Eine  Form  -F(y,,2/,)»  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function 
ist  und  den  niedrigsten  Grad  N  hat,  ist  eine  Primform  N^^^  Grades. 

Wäre  nämlich  F{y^^y^)  nicht  Primform,  so  liesse  sich  diese  Form  nach 
Satz  V.  voriger  Nummer  in  ein  Product  von  Primformen  zerlegen.  Diese  Prim- 
formen müssten  aber  von  niedrigerem  Grade  als  dem  N^^  sein,  was  dem  Satz 
III.  voriger  Nummer  und  dem  Satze  I.  dieser  Nummer  widerspäche. 

12. 

Die  HEssESche  Covariante  V(f/j,yJ  einer  Primform  ^(y^j^J  des 
^un  Grades  ist  ebenfalls  eine  Primform. 

Nach  dem  Satze  HI.  No.  10  ist  0(^1,  yj  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
folglich  nach  Satz  III.  No.  5  auch  ^(y^y,)  Wurzel  einer  rationalen  Function. 
Diese  Form  ist  bekanntlich  vom  (2iV— 4)**"  Grade.  Wäre  sie  keine  Primform, 
so  liesse  sich  dieselbe  nach  Satz  V.  Xo.  1 0  in  ein  Product  von  Primformen 
zerlegen.  Von  diesen  müsste  aber  wenigstens  eine  von  niedrigerem  Grade 
als  dem  N^^  sein,  was  nicht  möglich  ist. 

Wir  können  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  die  ÜESSESche  Covariante 
einer  Primform  iV**"  Grades  nicht  identisch  verschwindet.  Denn  das  identische 
Verschwinden  der  ÜEssEschen  Covariante  einer  binären  Form  hat  zur  Folge, 
dass  die  Form  der  Potenz  einer  linearen  homogenen  Function  ihrer  Argumente 
gleich  wird.  Es  würde  demnach  schon  eine  lineare  homogene  Function  zweier 
Integrale  Wurzel  einer  rationalen  Function  werden ,  d.  h.  iV  =  1  sein. 

13. 

Es  sei  eine  aus  dem  Fundamentalsysteme  y^,  y^  gebildete  quadratische 
Form  von  ungleichen  Linearfactoren 
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WO  <f{z)  Wurzel  einer  rationalen  Function.     Setzen  wir  [n; 

1^  =  « 
o,  +  a,u  +  a,«'  :=  f{u), 
so  folgt  aus  (1.) 

(3.)  /(«)  '  ^- 

Bezeichnet  man  die  logarithmischen  Ableitungen  von  f(u)  nach  u  und  von 
tf{e)  nach  z  resp.  mit  f,{u),  f,(_^)t  so  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung 
(3.)  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.)  No.  6: 

(i.)  -Cf,(u)  =  y:9,i')-2y,%- 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  und  abermalige  Berücksichtigung  der 
Gleichung  (1.)  No.  6,  und  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  (B.)  folgt: 

Durch  Elimination    von  -^  aus    den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)   ei^ebt  sich: 

(6.)  C.[2Ä  +  ^,(„).]  =  ^[,,(.).+  2i?|if)_ip]. 

Substituirt  man  hierin  den  Werth  y,  aus  Gleichung  (3.),  so  folgt: 


oder 


»  ■!?.(') 


(7.)  J=  T(»)'[<p,(.)'+2^-4P], 

WO  l  den  constanten  Werth  C*{4a^a^—a\)  bedeutet. 

Die  Constante  X  ist  von  Null  verschieden,  da  C  nach  No.  5  nicht  ver- 
schwindet und  die  quadratische  Form  ungleiche  Factoren  enthält.  Wie  man 
unmittelbar  sieht,  ist  diese  Constante  von  der  Wahl  des  Fnndamentalsystems 
unabhängig. 

Sind  P  und  (p(s')  gegeben,  so  bestimmt  sich  k  aus  Gleichung  (7.)  am 
zweckmässigsten  durch  Substitution  eines  besonderen  Werthes  für  z. 

Fnokk,  utkai.Wnki.   n.  6 
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Da  der  Factor  von  ^{zf  in  Gleichung  (7.)  eine  rationale  Function  von  z 
ist,  so  ergiebt  sich  zunächst: 

L    Das  Quadrat  von  cp(^)  ist  eine  rationale  Function. 
Setzen  wir 

II 8]  SO  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (7.) 

(»■)  ^  =  K^*-^^)"- T^W  ^ -«')• 

n.    Die    Differentialgleichung   (B.)    hat    in    diesem   Falle    das 
Fundamentalsystem  von  Integralen: 

Diese  Integrale  sind  dann  und  nur  dann  algebraisch,  wenn  f\J^{z)de 
gleich  dem  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  ist. 

In  dem  Falle,   dass  y^  y^  algebraisch   sind,   haben  sie,   wie   sich  aus  der 
Abhandlung  von  Abel  (Oeuvres  compl.  t.  I,  p.  350  sqq. ^))  ergiebt,  die  Form: 

\  y.  =  ^W~*[p  +  (zV^)r, 

wo  J9,  q  rationale  Functionen  von  ^,  a  eine  rationale  Zahl  ist. 

Die  Entscheidung  hierüber  erfolgt  auf  bekannte  Weise. 

Wir  haben   also   unsere   fernere  Untersuchung  nur  auf  die  Fälle  iV>  2 
auszudehnen. 

14. 
Es  sei  wieder  ^{y^^y^  die  HESSEsche  Co  Variante  der  Primform  iV*~  Grades 
^(yp^i)?  ^^^  ®®  werde  iV>  2  vorausgesetzt.  Da  diese  Covariante  eine  Prim- 
form ist  (s.  No.  12),  so  bilden  ihre  Linearfactoren  das  reducirte  Wurzelsystem 
einer  irreductiblen  Gleichung  m*^°  Grades  (s.  No.  10),  dessen  Gliederzahl  2iV— 4 
ist.   Der  Index  dieser  Gleichung  sei  L\  so  ist  nach  Satz  II.  No.  9  und  No.  1 1 

(1.)  (22V- 4)  L'  =  m  =  LN. 


1)  NouTaUa  Edition,  1. 1  (1881)  S.  546  ff     Seh. 


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  ALGEBRAISCHEN  INTEGRALEN.  35 

Es  bedeute  nun  tj  einen  Linearfactor  von  ^(y,,y,),  J  eine  primitive  L^  Wurzel 
der  Einheit,  C  einen  beliebigen  Linearfactor  von  ^(y^%  y,).  Da  tj  und  C  In- 
tegrale der  Differentialgleichung  (B.)  sind,  so  ist  C  nach  No.  6  eine  rationale 
Function  von  yj  und  z. 

Es  sei  der  Factor  C  =  Fij^  so  beschaffen,  dass 

(2.)  F(Y|)  =  ^r,^-.Kr|'), 

WO 

(3.)  ^  (y]^)  =  e,  +  c^  t,^  +  e,^  y]«^  +  . . .  +  C(^.,)  ^  ir|(^-»>  ^ 

(s.  No.  7),  so  geht  durch  einen  Umlauf,  welcher  tj  in  ij/  überfuhrt,  F{r^ 
in  J'^F^ri)  über.  Es  genügt  daher  der  irreductiblen  Gleichung,  welche  [119 
C  befriedigt,  auch  C/"'.     Nach  Satz  I.  No.  9  ist  demnach 

(4.)  U  >  L. 

Ist  1)  iV>4,  so  ist 

Es  folgt  also  aus  (1.)  und  (4),  dass  nur 

L'  =  L    und    N  =  4 
sein  kann« 

Ist  2)  JV=  3,  so  ergiebt  die  Gleichung  (1.) 
(5.)  3i  =  2L\ 

Es  ist  also  L'  >  L.    In  diesem  Falle  ist  aber  nach  Satz  I.  No.  9  L  ein  Divisor 

L 

3  =  2^ 

nicht  bestehen. 

Hat  also  ein  Linearfactor  C  der  HsssEschen  Covariante  die 
Form  (2.),  so  ist  N  =  i. 

Hierher  gehört  auch  der  Fall  i  =  1,  da  in  diesem  Falle  jedes  Integral 
die  Form  (2.)  hat.     Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

(6.)  L'(2JV'-4)  =  N, 

also 

2^=  2+        ^ 


jrr 

von  L\  also  2  -y  eine  gerade  Zahl,  daher  kann  die  Gleichung  (5.)  oder 


2L'-  1  ' 


5* 
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eine  Gleichung,  welche  in  ganzen  Zahlen  nur  bestehen  kann,  wenn 

i'  =  1,    i^  =  4. 

Ist  endlich  ein  Factor  C  der  HESSEschen  Co  Variante  gleich  «tj,  wo  a  eine 
Constante,  so  ist  nach  Satz  IV.  No.  10  und  nach  No.  12  diese  Co  Variante  von 
^(^1»^«)  ^^^  ^^  einen  constanten  Factor  verschieden,  also: 

d.  h.  wieder 

(7.)  iV  =  4. 

15. 

Es   mögen   die  Bezeichnungen   der   vorigen  Nummer  beibehalten  werden, 
aber  es  werde  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Factoren  C  die  Form  ß^i^'^^iji^) 
habe,  oder  gleich  tj  multiplicirt  mit  einer  Constanten  sei. 
i2o]    Es  ist  alsdann  nach  No.  7,  IV.  kein  Glied  der  Reihe: 

WO  C  =  F{ji)  ^nd  k  =  L  oder  y,  je  nachdem  L  ungerade  oder  gerade,  gleich 
einem  anderen  multiplicirt  mit  einer  Constanten.  Demnach  sind  die  Glieder 
der  Reihe  (1.)  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  irreductiblen  Glei- 
chung, welcher  C  genügt,  also  sämmtlich  Factoren  von  9^(y,,y,). 

Ist  Fjiyi)  ein  Linearfactor  von  V(yj,y,),  welcher  keinem  Gliede  der  Reihe 
(1.)  mit  einer  Constanten  multiplicirt  gleich  ist,  so  ist  auch  F^iy^J^)  für  ein 
beliebiges  ganzzahliges  q  nicht  gleich  einem  Gliede  der  Reihe  (1.)  mit  einer 
Constanten  multiplicirt. 

Denn  aus  der  Gleichung 

WO  e  eine  Constante  ist,  würde  sich  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung 

für  7]  ergeben: 

^.(t,)  =  eF(7,J»-), 

gegen  die  Voraussetzung. 

Es  ist  also  keines  der  Glieder  der  Reihe 

(2.)  F,(tj),  F,{r,J),  ...,  FMJ'") 
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gleich  einem  Gliede  der  Reihe  (1.)  mit  einer  Coostanten  multiplicirt  £s  ist 
aber  auch  nach  No.  7,  IV.  kein  Glied  der  Reihe  (2.)  gleich  einem  anderen 
derselben  Reihe  mit  einer  Constanten  multiplicirt.  Die  Glieder  dieser  Reibe 
sind  also  neue  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  Gleichung  für  C, 
also  sämmtlicb  Factoren  von  '^(i/^^y^). 

In  ähnlicher  Weise  würde  aus  der  Existenz  eines  Linearfactors  i^,(i])  von 
V(y,,y,),  welcher  weder  gleich  einem  Gliede  der  Reibe  (1.)  noch  einem 
Gliede  der  Reihe  (2.)  mit  einer  Constanten  multiplicirt,  die  Existenz  einer 
von  (1.)  und  (2.)  verschiedenen  Reihe: 

(3.)  F,{-^),  F,ir,J) -F.{»iJ'-) 

von  Gliedern  desselben  reducirten  Wurzelsystems  oder  X  neue  Factoren  von 
^(yii^i)  ^^'^^  Blieben. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Schlusses  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

I.  Ist  JV>2  und  kein  Factor  der  HsssEsehen  Covariante  V(y,,y,) 
der  Primform  *((/,,</,)  iV"°  Grades  von  der  Gestalt  ßri''~'^{7i'-),  so 
ist  ^(y,,!/^)  ein  Product  von  Factoren  der  Form:  [lai 

(4.)  P,=  FM)FMJ)-Fi(r,J'"), 

wo  iL  =  L  oder  y,  je  nachdem  L  ungerade  oder  gerade  ist. 

Da  die  Anzahl  der  Factoren  von  ^(y,,y,)  gleich  2iV"— 4,  so  ergiebt  sich 
aus  diesem  Satze: 

II.  Es  ist  X  ein  Divisor  von  2iV— 4. 
Setzt  man  also 

(.,  ^^  =  ., 

60  ist 

(6.)  t'(y.,y.)  =  CP,P,...Pr, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet. 

16. 
Unter  den  Voraussetzungen  der  vorigea  Nummer  sei: 
1)  i>  =  2.     Aus  Gleichung  (1.)  No.  14  folgt  alsdann 

(1.)  ^  =  ^  =  .,_?_., 
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d.  h. 

(2.)  L'  =  2,     JV  =  4 

oder 

(3.)  L!  =3,     if  =  3. 

2)  i  >  2.     In  diesem  Falle  bilden  nach  No.  7,  I. 

r,    und   Y]^-*i.(T,^) 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.).     Setzen 
wir  demnach 

(4.)  yi  =  r„    y.  =  T.^-'l'Cvj^). 

Wir  haben  alsdann 

(ö.)  F,(tO  =  a,y,  +  /J,y., 

wo  «p  /S^.  Constanten  bedeuten.     Ferner  ist 

(6.)  i^.(riJ^")  =  a.J^'^y.  +  Ae^-^y.. 

Demnach  ist 

ia-i) 


(7.)  P.  =  c^     •    [A'yi+(-i/-*«Jyt]. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  Gleichung  (6.)  vor.  Nummer: 

122]  Ist  JV^  2,  Z/>2,  und  kein  Factor  der  ÜESSEschen  Covariante 
^(^i^y,)  der  Primform  <I>(y,,yJ  iV*"  Grades  der  Gestalt  /5>l^"*  +  (7l^), 
oder  gleich  tj  multiplicirt  mit  einer  Constanten,  so  hat  V(^j,y,) 
die  Form: 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.  Diese  Covariante  enthält  also  y^ 
und  y^  nur  in  solchen  Potenzen,  deren  Exponenten  Vielfache  von 
A  sind. 

17. 

Die  HESSESche  Covariante  der  HESsEschen  Covariante  ^{y^^y^  Gleichung 
(8.)  vor.  Nummer  hat  die  Gestalt: 

(1.)  'i^.(y.,y.)  =  (y.y./-r.(yt,yt), 
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WO  ^[{yl^yl)   nur   solche  Potenzen   von   y^  und  y,   enthält,    deren  Exponenten 
Vielfache  von  X  sind. 

Da  die  HEssEsche  Covariante  ^(y^i^J  nach  No.  12  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  ist,  so  ist  nach  Satz  III.  No.  5  auch  die  ÜESsEsche  Covariante 
der  HESSESchen  Covariante  ^,(^1,^,)  Wurzel  einer  rationalen  Function.  Da 
^iCy^^i)  ^^^  Factor  y^  A  — 2inal  enthält,  so  enthält  dieselbe  Form  nach 
Satz  VI.  No.  1 0  sämmtliche  mit  y^  zu  einem  reducirten  Wurzelsystem  zu  ver- 
einigenden Integrale  als  Linearfactoren  und  zwar  jedes  mindestens  zur  A--2**° 
Potenz.  Da  die  Anzahl  der  Glieder  dieses  Wurzelsystems  mindestens  gleich 
,N  ist,  so  ist  ^,(^1,^,)  demnach  durch  eine  Form  vom  mindestens  (A  — 2)iV**'* 
Grade  th eilbar.     Nun  ist  9^i(ypy,)  vom  Grade  4iV  — 12.     Es  muss  also: 


(2.) 


oder 


(2a.) 


^N-'12>{X-2)N 


{6^X)N>12 


sein.     Aus  dieser  Ungleichung  folgt: 

I.    Die  Zahl  X  ist  kleiner  als  6. 
Aus  Gleichung  (1.)  No.  14  folgt: 


(3.) 


iV  =  2  + 


2L 


2L'-L 


Aus  No.  14,  femer  dem  Satze  II.  No.  15,  dem  Satze  I.  dieser  Nummer  und 
der  Gleichung  (3.)  ergiebt  sich,  dass  für  iV>  2,  L>2  die  folgende  Tabelle 
die  allein  zulässigen  Werthcombinationen  von  iV,  i,  L'  sämmtlich 
enthält : 


(4-) 


{  L=    3, 

,  A  =  3: 

L'=2, 

N=    8   oder  T/  =  3, 

JV=4, 

[123 

i  i-  4, 

X  —  2: 

L'=  3, 

N—    6  oder  L  —  4, 

N  —  4  oder 

T/=6,  N=3, 

]  L=    b, 

,  A=  6: 

L'=3, 

N—  12  oder  L—b, 

N—i, 

L—    G, 

A=  3: 

Z'-4, 

N—    8   oder  L' —  5, 

N  =  b   oder 

L'=6,   2V=4, 

L=    8. 

,  A  =  4: 

L'=5, 

N—10   oder  L'—6, 

N—  6   oder 

L'—8,   iV— 4, 

',  L  =  10, 

,  A=5: 

L'=6, 

N—  12   oder  L' —  7, 

N—7. 

Aus  No.  14,  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  in  No.  16,  dem  Satze  I.  in 
No.  1 1  und  aus  der  eben  aufgestellten  Tabelle  (4.)  dieser  Nummer  ergiebt  sich 
der  Satz: 
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n.  Der  niedrigste  Grad  N  einer  aus  einem  beliebigen  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  y,,  y, 
gebildeten  Form  f{y^jy^)^  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  von  z^  ist  niemals  grösser  als  12. 

18. 

Es  sei  wieder  t]  ein  Linearfactor  einer  Frimform  niedrigsten  Grades,  und 
es  werde  L>  2  vorausgesetzt.  Es  giebt  alsdann  nach  No.  7,  I.  ein  Funda- 
mentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  von  der  Form 

(1.)  yi  =  ^,   y.  =  ^^"'+(^^). 

Stellen  wir  die  Primform  iV***"  Grades  durch  dasselbe  dar,  so  haben  wir 

*(yi»ys)  =  «oyr+aiyf"'y.  +  --+a^yf. 

Diese  Form  hat  die  Eigenschaft: 

(2.)  <t>{y,J,y,J'')  =  e<b(y„y.\ 

WO  e  eine  Constante  bedeutet. 

Da  die  Gleichung  (2.)  identisch  erfüllt  werden  muss,  so  ergiebt  sich,  dass 

(3.)  e  =  e7^-«*, 

wo  k  eine  der  Zahlen  0, 1,  ...,  iV  bedeutet,  und  dass 

(4.)  a,  =  0,     wenn  nicht    2i  =  2k,  mod.  L,    d.  h.    »  s  k,  mod.  A. 

Da  aber  ^{y^^y^)  als  Primform  keinen  quadratischen  Factor  enthält,  so 
dürfen  nicht  gleichzeitig 

«24]  a^  =  0    und     a,  =  0 

und  nicht  gleichzeitig 

ajf^^  =  0    und    uy  =  0 

sein.     Da   aber   der  Voraussetzung  nach  y^  ein  Divisor  der  Form  0(y  ,  y  )  ist, 
so  hat  man 

(5.)  ajr=  0. 
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Demnach  ist  entweder 


(6.) 
oder 
(6a.) 

Im  Falle  (6.)  wäre 
d.  h. 


2k  =  0    nnd    2k  =  2{N-1)  i 


2k  =  2    nnd    2k  =  2{N-l)  l 


2{N-1)  =  0,  moi.L, 


(7.)  A_i  =  0,  moA.X. 

Finden  nun  l)  die  Voraussetzungen  der  No.  14  statt,  so  ist 

N  =  i, 
also,  da  £<  :>  2,  nach  Congmenz  (7.), 

A  =  3. 
Es  ergieht  sich  also  * 

(8.)  N  =  i,    L  =  3    oder    /.  =  6. 

l'inden    2)   die   Voraussetzungen    der    No.  15  statt,    so    folgt    aus    der    Con- 
gmenz (7.) 

{9.)  2W-2  =  0,  mod-A. 

Unter  denselhen  Voraussetzungen  ist  aber  nach  dem  Satze  II.  in  No.  1 5 

(10.)  2N-i  =  0,  mod.A. 

Aus  den  Congruenzen  (9.)  und  (10.)  ergiebt  sich: 
2=0,  mod.  A, 


d.  h. 


(11.) 


■  2,     L  =  4. 


Die  möglichen  Gestalten  der  Primformen  niedrigsten  Grades, 
für  iV>2,  i>  2  sind  danach  in  folgender  Tabelle  enthalten: 

Facbi,  uthm.  Wnk«.    U.  6 
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as] 


(12.) 


f    («) 


(ß) 


(y) 


(*) 


(s) 


(c) 


(Ti) 


(») 


2V"  = 

N  = 

iv  = 

iv  = 

<i>(y. 

j^  = 

*(y. 
<i>(y. 

*(y. 

iv  = 

*(y. 


3,  L  =  4, 

y.)  =  «.yt  +  fltyiyJ. 

4,  Z  =  3     oder     6, 

Vt)  =  «.yt  +  a.yiyJ. 

4,  /.  =  4, 

y.)  =  «iy?y,  +  Oiy.yI, 

5,  L  =  6, 

yj  =  «iyJy»  +  o«y.yt, 

6,  L  =  4, 

y.)  =  aiyJy.  +  ».y!yJ+o.yiyJ. 

6,  z,  =  8, 

y.)  =  OiyJy.  +  «.y.y5, 

7,  L  =  10, 

yj  =  «iy?y.  +  «.y.y;. 

8,  L  =  3     oder     6, 

Vt)  =  OtyIy.  +  ««yJyI  +  o,y,y;. 

10,     L  =  8, 

y.)  =  «.yty.  +  «.yJy5  +  o.y,y!. 

12,     L  =  5     oder     10, 

y.)  =  «,yry.  +  o.y!yJ  +  a„y.y;'. 


19. 

Die  Tabelle  (12.)  der  vorigen  Nummer  gestattet  noch  einige  Reductionen. 

In  der  That  ist  die  HEssESche  Covariante  einer  kubischen  Form  eine 
quadratische  Form.  Es  kann  demnach  N  nicht  den  Werth  3  haben  (siehe 
auch  No.  12).     Deshalb  ist  in  obiger  Tabelle  die  Form  (a)  auszuschliessen. 

Die  HEssEsche  Covariante  der  Form  (ß)  iür  iV=4,  L  =  4  obiger  Ta- 
belle ist 

Es  ist  daher  nach  Satz  III.  No.  5  schon  «^  yl  —  a^  y\  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  also  N  <.  i.  Demnach  ist  die  Form  (ß)  für  iV=  4,  i=  4  aus- 
zuschliessen. 
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Ist  f{y^%y^)  eine  beliebige  binäre  Form,  so  ist  bekanntlich 


[ia6 


(1.) 


—  r 


öY 


dy'i   dt/:      ■  dyrdy,  dy.dyl 


a7_      r(r-l)       ff'f 

r-i     ' 


07 


1.2       dy[-'dyl  dy\dy[ 


r^—  etc. 


eine  Covariante  von  ({y^iV^)- 

Danach  ist  für  r  =  4  eine  Covariante  der  Form  (y) 


(la.) 


-(1.2.3.4)V2.3a,a,y,y,. 


Da   nun    weder   a^  noch  a^   verschwinden    dürfen,    weil  ^(y,,y,)  als  Primform 
nicht  durch  einen  quadratischen  Factor  theilbar  ist,  so  ist  demnach  (la.)  eine 
Form  zweiten  Grades,  welche  nach  Satz  III.  No.  5  Wurzel  einer  rationalen 
Function  ist.     Es  wäre  also  iV<:5,  und  deshalb  Form  (y)  auszuschliessen. 
Ebenso   ist  für  r  =  6  eine  nach  (1.)   gebildete  Covariante    der  Form  (e): 


(Ib.) 


-2.5.(1.2.3.4.5.6)*aja.yjy,. 


Es   ist   also   aus   denselben   Gründen  Form  (e)  auszuschliessen.     Es   verbleibt 
demnach  folgende  Tabelle: 


(2.) 


N 


N 

L 

^iVx^y.) 

4 

3  oder  6 

öoyt+«,!/,24 

6 

4 

• 

6 

8 

a,  yj  y,  +  a.  y,  yj 

8 

3  oder  6 

a.yly.  +  a«ytyj  +  «7yiyj 

10 

8 

».y?y.  +  a5yty'  +  «.yi3^ 

12 

5  oder  10 

f^xy"' Vt^  aSift  + Ox^Vx'/t 

Nach  Gleichung  (2.)  No.  16  muss  noch  der  Fall  JV=  4,  i  =  2  berück- 
sichtigt werden  (iV=  3  Gleichung  (3.)  daselbst  ist  aus  dem  im  Anfange  dieser 
Nummer  angegebenen  Grunde  auszuschliessen).  In  diesem  Falle  hat  nach 
No.  7,  I.  jedes  Integral  die  Form 

y*(y'). 

Nach  No.  14  ist  auch  der  Fall  iV=  4,  i  =  1  in  Betracht  zu  ziehen. 

Hieraus    folgt,    dass    zur   Tabelle  (2.)    noch    die    aus    einem    beliebigen 

Fundamentalsystem    \y  \   gebildete    Form   vierten    Grades    hinzugefugt 

6* 
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werden  muss,  nämlich 

,«v  1  N  =  4:,    L  =  1     oder    2, 

117]  20. 

Aus  der  vorigen  Nummer  und  No.  2  ergiebt  sich  der  Satz: 

I.  Wenn  die  Differentialgleichung  (B.)  ein  algebraisches  In- 
tegral besitzt,  so  ist  entweder  dieses  selber,  d.  h.  eine  aus  einem 
Fundamentalsysteme  von  Integralen  y^^  y^  gebildete  Form  ersten 
Grades,  oder  eine  aus  denselben  Integralen  gebildete  Form,  deren 
Grad  eine  der  Zahlen  2,  4,  6,  8,  10,  12  ist,  Wurzel  einer  rationalen 
Function. 

II.  Ist  umgekehrt  eine  aus  einem  Fundamentalsysteme  y^,  y^ 
gebildete  Form,  höheren  als  zweiten  Grades  und  nicht  Potenz 
einer  Form  zweiten  Grades,  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so 
hat  die  Differentialgleichung  (B.)  ein  algebraisches  Integral. 

Es  sei  nämlich  die  Form: 

(1.)  *(y„y.)  =  «oyr  +  a,yr"'y.+  --  +  a«y:  =  ?w, 

wo  <f(jsi)  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  bedeutet.  Ist  ^{y^^y^)  die 
Potenz  einer  Form  niedrigeren  Grades  ^(^1,^,),  so  ergiebt  sich,  dass  auch 
die  letztere  Form  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist.  Dieselbe 
ist  der  Voraussetzung  nach  entweder  vom  ersten  Grade  —  in  welchem  Falle 
die  Differentialgleichung  (B.)  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  be- 
friedigt wird  —  oder  höheren  als  zweiten  Grades.    Im  zweiten  Falle  sei  also: 

(2.)  ^(y.,y.)  =  6oyf  +  ^t/ry.  +  -  +  6,y.*  =  xw, 

wo  Ä;  >  2 ,  und  wo  der  Voraussetzung  nach ,  wenn 

(2a.)         ^{yi,y,)  =  (c„yi  +  ^t,y,f'(^„t/i  +  ^„y,r'(c„.y.  +  c„y,f»..., 

die  Exponenten  «,,«,,  a,i  ...  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen. 
Wir  setzen  wie  in  No.  13 


y. 


=  u 


) 


60  +  61W  +  •••  +  6*w*  =  f(ü), 


(3.)  {     "' 
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Alsdann  geht  die  Gleichung  (2.)  üher  in: 


(*•) 


m  =  ^ 


Die    logarithmische    Differentiation 
Gleichung  (1.)  No.  6  ergiebt: 


dieser    Gleichung    unter    Benutzung    der 


(5.) 


-Cau)  =  y\X,{z)^ky,^. 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  unter  abermaliger  Anwendung  [128 
der  Gleichung  (1.)  No.  6  und  Berücksichtigung  der  Differentialgleichung  (B.): 


wo 


(6.) 


(7.) 


du 


2y.^x,(.)^w,-vm'. 


0     —      ^^^)  l.p 


dyx 


Die  Elimination  von  -J--  aus  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  ergiebt: 


(8.) 


C 


du 


+ /•.(«)' 


=  [x,{zy+kQ]tf\. 


Substituirt  man  hierin  für  y,  seinen  Werth  aus  Gleichung  (4.),  so  folgt 


(9.) 


C 


dfM) 


*-^ +  /•.(«*)'/•(«)*  =  [X,{z)*^kQ]X{z)\ 


Es   soll  jetzt   nachgewiesen   werden,    dass   diese    Gleichung   in   Bezug   auf  u 
nicht  identisch  erfüllt  ist. 

Dieselbe  wäre  nur  dann  identisch  in  Bezug  auf  u  erfüllbar^  wenn  die 
linke  Seite  von  u  unabhängig  wäre.  Nun  ist  zunächst  der  Voraussetzung  nach 
f{u)  nicht  identisch  Null,  und  es  kann  auch  nicht  identisch 

sein.     Denn  hieraus  ergäbe  sich 

f{u)  =  K{u-^f, 

wo  K  und  fi  Constanten  sind,  oder  was  dasselbe  ist: 
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Dieses  vdderspräche  aber  der  Voraussetzung.     Es  könnte  also  nur  noch 

sein,  wo  v  eine  von  u  unabhängige  und  von  Null  verschiedene  Grösse  wäre. 
Da  der  zweite  Factor  von  R  eine  rationale  Function  von  u  ist,  so  müsste  auch 

eine  rationale  Function  von  u  sein.     Hieraus  ergäbe  sich  aber 
oder 

129]  Es  müssten  also  die  Exponenten  4«^  4«^,  4«^,  ...  den  gemeinschaftlichen 
Theiler  k  haben.  Da  aber  der  Voraussetzung  nach  a^^a^,  a^,  ...  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  besitzen,  so  müsste  k  ein  Theiler  von  4  sein,  also,  da 

*>  2, 

Jfc  =  4 

sein. 

In  diesem  Falle  ist  also: 

di4r         f(u)  \  du   I 

Da  aber  der  Voraussetzung  nach  f{u)  mindestens  zwei  ungleiche  Linearfactoren 
hat,  so  ist  (-^— )  nicht  durch  f{u)  theilbar,  deshalb  kann  R  sich  nicht  iden- 
tisch auf  eine  Constante  reduciren. 

Es  ergiebt  sich  daher  aus  der  Gleichung  (9.)  u  als  algebraische  Function 
von  z.  Alsdann  aber  liefert  auch  die  Gleichung  (4.)  y^  als  algebraische 
Function  von  z^  wodurch  unser  Satz  bewiesen  ist. 

21. 
Ist  y  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  so  genügt 

(1.)  V   =  y^ 

einer  linearen  Differentialgleichung  (ft  +  l)**'  Ordnung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten 
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(vei^l.  die  Abhandlung  des  Herrn  Liouville,  dessen  Joiimal  t.  IV,  p.  430). 
Dieselbe  wird  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung: 

(2.)  -^  =  0  +  1)  (*»-»)-?". +  «'-4. 

»=  0,  l,...,(t— i  setzt,  V,  =  ü,  V  =  0  annimmt  und  aus  diesen  ft  Gleichungen 
durch  successive  Differentiation  und  Elimination  v,,  «„...,»    herausschafiit. 

I.  Der  Differentialgleichung  (C.)  genügt  auch  jede  aus  einem 
Fundamentalsysteme  y,,  t/,  gebildete  Form  fi'*"  Grades. 

In  der  That,  da  derselben  der  Ausdruck 

(c.ff,  +  c.y.)^ 
für  beliebige  Werthe  der  Constanten  c,,  c,  genügt,  so  ist  auch 

wo  die  A,.  ebenfalls  Constanten  bedeuten,  ein  Int^ral  der  Differentialgleichung 
(C.)-     Setzt  man  nun 

ft(ft-l)...(ft-t  +  l)  _ 

1.2... 4  -*** 

und 

(*■)  p*i;<A,cr*c»  =  a„  (1=0,1 p) 

wo  flj,  ßj,  ...,  fl  beliebig  gegebene  Grössen  sind,  so  ist  die  Determinante  des 
Systems  linearer  Gleichungen  (4.)  für  die  Grössen  A^,  i^,.  ..,i  wegen  der 
Willkürlichkeit  der  Grössen  c,,  f.,  von  Null  verschieden,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  das  Integral  (3.)  der  Differentialgleichung  (C.)  gleich  einer  beliebigen 
Form 

o.  Vi  +  «» i>i~'  y.  +  ■  ■  +  «p  »i' 

gemacht  werden  kann. 

In  der  oben  angeführten  Abhandlung  des  Herrn  Liouville  bemerkt  der- 
selbe pag.  431  in  einer  Note  gelegentlich,  dass 

wo    y^ ,  y^    zwei    verschiedene    Integrale    der    Differentialgleichung    -^  =  Py, 


M-  . 
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-4j, -4,,  ..., -4  ^j  willkürliche  Constanten  bedeuten,  das  vollständige  Integral 
der  linearen  Differentialgleichung  (fi  +  1)**'  Ordnung  sei,  welcher  y^  genügt. 
Den  Beweis  theilt  er  nicht  mit,  da  diese  Bemerkung  für  die  Frage,  welche 
dort  verhandelt  wird,  nicht  von  Belang  sei.  Wie  man  sieht,  stimmt  der 
Sache    nach   diese   Bemerkung   mit   unserem  Satze  I.  dieser  Nummer   überein. 

Es  lässt  sich  übrigens  auch  direct  durch  Differentiation  in  analoger  Weise 
wie  für  v  =  y^^  für  v  =  y^^^vl  zeigen,  dass  die  lineare  Differentialgleichung, 
welcher  dasselbe  genügt,  durch  Elimination  aus  dem  System  (2.)  erhalten  wird. 
Aus  der  Homogeneität  der  Differentialgleichung  (C.)  ergiebt  sich  alsdann,  dass 
eine  beliebige  aus  y^,  y,  gebildete  Form  ein  Integral  derselben  ist. 

n.    Die  Integrale 

(5.)  yr,  yry.,  •■.,  yr 

der  Differentialgleichung  (C.)  bilden  ein  Fundamentalsystem. 
Denn  wenn  die  Gleichung 

«oyf  +  «,yr'y.  +  --  +  ai.y5^  =  o 

131]  bestehen  könnte,  ohne  dass  die  constanten  Coefficienten  a^? ^ii  - --t ^  sämmt- 
lich  Null  wären,  so  ergäbe  sich  aus  derselben  ein  für  jedes  z  constanter  Werth 
des  Verhältnisses  — ,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  dass  y,,y,  ein  Funda- 
mentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  bilden. 

Aus  der  Bildungsweise  der  Differentialgleichung  (C.)  ergiebt  sich: 

III.  Die  Differentialgleichung  (C.)  hat  keine  anderen  singu- 
lären  Punkte  als  die  der  Differentialgleichung  (B.). 

IV.  Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sämmt- 
lieh  algebraisch,  so  sind  auch  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (C.)  sämmtlich  algebraisch. 

Sind  nämlich  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sämmtlich  alge- 
braisch,  so   gilt   dasselbe   für  das   Fundamen talsystem   (5.)   der   Integrale   der 

Differentialgleichung  (C),  folglich  für  jedes  Integral  derselben. 

« 

22. 

Aus  den  Sätzen  I.  und  II.  No.  20  und  aus  No.  13  ergiebt  sich,  wenn 
man  noch  erwägt,  dass  die  Differentialgleichung  (C.)  für  ft  =  1  mit  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  coincidirt,  der  folgende  Satz: 
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Die  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  die  Differential- 
gleichung (B.)  algebraische  Integrale  besitzt,  ist  die,  dass  die 
Differentialgleichung  (C.)  für  eine  der  Zahlen  fi  =  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12 
durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  werde. 

Erfolgt  dieses  für  fi  =  1,  oder  erst  für  einen  der  angegebenen 
Zahlenwerthe  von  ft,  der  grösser  ist  als  2,  so  hat  auch  umgekehrt 
die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale. 

Erfolgt  dieses  aber  zuerst  für  ft  =  2,  und  ist  ^{z)  ein  Integral  der 
Differeatialgleichung  (C.)  für  ^  =  2,  welches  gleich  einer  Wurzel 
einer  rationalen  Function,  so  ist  ^{z)*  eine  rationale  Function  von 
Zj  und 


,„,[(in^)V,^li^ 


-4P 

eine  constante  Grösse  L  Ist  nun  ^f—r>.  gleich  dem  Logarithmus 
einer  algebraischen  Function,  so  sind  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (B.)  algebraisch. 

Durch  diesen  Satz  ist  die  Untersuchung  der  Frage,  wie  die  Differential- 
gleichung (B.)  beschaffen  sein  müsse,  um  algebraische  Integrale  zu  besitzen,  [13a 
bis  auf  die  Untersuchung  von  /— rr  für  den  Fall  ft  =  2,  nach  No.  3  auf  die 
elementare  Aufgabe  zurückgeführt  worden,  zu  ermitteln,  unter  welchen  Um- 
ständen ein  System  linearer  Gleichungen  Lösungen  zulässt  oder  nicht  zulässt. 

In  der  That  wird  man  ein  für  allemal  für  ft=2,4,  6,  8,10,12  die  Diffe- 
rentialgleichung (C.)  aufstellen  können,  und  in  jedem  gegebenen  Falle  die 
Untersuchung  anzustellen  haben,  unter  welchen  Umständen  eine  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen durch  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  wird, 
eine  Untersuchung,  welche  nach  No.  3  auf  die  Frage  der  Lösbarkeit  eines 
Systems  linearer  Gleichungen  zurückgeführt  wird. 

23. 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen,  dass  man  die  allgemeine  Aufstellung 
der  Differentialgleichung  (C.)  für  die  angegebenen  Werthe  von  fk 
auch  entbehren  kann. 

Soll  nämlich  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  >  2  durch  eine  Wurzel 
einer  rationalen   Function   befriedigt   werden,    so    sind   nach   dem   Satze   der 

Fieks,  Bftthem.  Werk«.    TL  7 
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vorigen  Nummer  die  sämmtlichen  Integrale  der  DiflFerentialgleichung  (B.), 
folglich  auch  nach  dem  Satze  IV.  No.  2 1  die  sämmtlichen  Integrale  der  DiflFe- 
rentialgleichung (C.)  algebraisch.  Diese  gehört  demnach  zur  Klasse  der  DiflTe- 
rentialgleichungen  (12.)  No.  4  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  66*))  (vergl. 
diese  Arbeit  No.  4),    und   hat   nach   Satz  III.  No.  21   die   singuläxen  Funkte 

Es  seien  jetzt  r^  und  1— r.  die  beiden  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte 
a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  DiflFerentialgleichung 
(B.)  (s.  No.  4),  y^  y,  das  Fundamen talsystem ,  zu  welchem  diese  Wurzeln  als- 
Exponenten  resp.  gehören,  so  gehören  die  nach  Satz  II.  No.  21  ein  Funda- 
mentalsystem bildenden  Integrale  yj*,  yf"*y,?  .-m  yi*  der  DiflFerentialgleichung 
(C.)  resp.  zu  den  Exponenten: 

(1.)  ^r,,     (^-2)r,+  l,     (^-4)r,+  2,     .  .  .,     (^-2^)r,  +  fi, 

welche  demnach  auch  die  ft  + 1  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte  a,.  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  DiflFerentialgleichung  (C.)  sind. 

Sind  femer  o  und  —  o  —  1  die  beiden  Wurzeln  der  z\i  z  =^  oo  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  DiflFerentialgleichung  (B.)  (s.  No.  4), 
so  ergiebt  sich  ebenso,  dass  die  zu  ^r  =  c»  gehörige  determinirende  Funda- 
133]  mentalgleichung  der  DiflFerentialgleichung  (C.)  die  Wurzeln 

(2.)  fia,     (^-2)0-1,     (^-4)0-2,     ...,     (^-2fi)o-^ 

hat.  Ist  ein  Integral  v  der  DiflFerentialgleichung  (C.)  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  so  hat  dasselbe  die  Form: 

(H.)  V  =-.  (^-aj«'(ir-a.)^...(^-a/^flf(^)       (s.  No.  3), 

wo  a^,  «,,...,«  rationale  Zahlen  und  g{z)  eine  ganze  rationale  Function  be- 
deuten. 

Aus  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  66*),  No.  5)  ergiebt  sich,  dass  die 
Grössen  a,i  «,,  .-m  ««  Zahlenwerthe  aus  der  Reihe  (1.)  sind. 

Ist  femer  v  der  Grad  von  g{z)j  so  ist  nach  derselben  Arbeit 

—  (v  +  a,  +  a,+  ---  +  a^) 

mit  einer  der  Grössen  (2.)  identisch. 


1)  Abk.  TI,  Bd.  I  dkMT  AufAba,  8. 159  ff.    Sek. 
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Man  hat  also  nachzusehen,  fiir  welche  ganzzahligen  Werthe  von  ^,9  ^,9  •  •  -9  A; 
und  a  die  Summe 

wo  II  einen  der  Zahlenwerthe  1,  2,  4,  6,  8, 10, 12  darstellt,  eine  ganze  positive 
Zahl  V  wird,  und  dann 

und    den   Grad   von  g{z)   gleich   v   zu   wählen,   und   mit   diesen  Werthen   zu 
imtersuchen,  ob  t?  in  (3.)  der  Differentialgleichung  (C.)  genügt. 

Diese  Untersuchung  lässt  sich  nun  folgendermassen  ausfuhren: 
Es  sei  II  eine  der  Zahlen  1,2,4,6,8,10,12,  und  es  werde  das  Gleicjiungs- 
system  (2.)  No.  21  gebildet: 


(6.) 


do 
Iz 

dv 
dz 

'de 


=  »1. 


-jJ-  =  (iPv  +  »., 


=  2  (^  - 1)  P».  +  »„ 


dv 


dz 


f  =  f»Pt;,_.. 


Ist  nunmehr 

(7.) 


fl'W   =  ?o  +  ^i^  +  ?.^+---+fl'.^% 


und  substituiren  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  (6.)  den  Werth  v  aus 
Gleichung  (3.),  so  liefert  dieselbe  v^.  Setzen  wir  diesen  Werth  für  v^  [134 
und  V  aus  Gleichung  (3.)  in  die  zweite  der  Gleichungen  (6.),  so  erhalten  wir 
Vj  u.  s.  w.  Die  letzte  der  Gleichungen  (6.)  muss  identisch  befriedigt  werden. 
Man  erhält  also  aus  dieser  zuletzt  ein  System  linearer  Gleichungen  für  die 
Coefficienten  ^f^ ,  ^fp  . . . ,  ^f^.  Je  nachdem  dasselbe  für  irgend  eine  der  Zahlen 
^=1,2, 4, 6,  8, 10, 12  und  irgend  eines  der  oben  bestimmten  Werthsysteme 
a^,«^,  ...,«,  V  endliche  Lösungen  besitzt  oder  nicht,  wird  die  Differential- 
gleichung (C.)  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  oder 
nicht. 
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24. 

Wir  schli essen  dem  Vorstehenden  einige  Sätze  an,  ans  welchen  sich  in 
vielen  Fällen  auch  ohne  die  nach  voriger  Nummer  zu  veranstaltende  Rech- 
nung beurtheilen  lässt,  ob  die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale 
besitzt. 

Es  sei  r  eine  Wurzel  der  zum  singulären  Punkte  a  oder  zu  -er  =  c»  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (B.), 
wo  a  einen  der  Punkte  0^,0^,...,«  bedeutet,  und  es  werde  vorausgesetzt, 
dass  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch  sind, 
so  ist  r  eine  rationale  Zahl  (s.  No.  4).  Bezeichnen  wir  mit  y  das  Glied  des 
zu  a  gehörigen  Fundamentalsystems  von  Integralen  derselben  Differential- 
gleichung, welches  dem  Exponenten  r  entspricht,  imd  setzen: 

wo  j  und  n  zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  bedeuten. 

Nach  einem  umlaufe  von  z  um  a  geht  y  in  yj^  über,  wo  j  eine  primitive 
Wurzel  der  Gleichung 

(2.)  /  =  1 

ist.  Nach  No.  1  ist  n  ein  Theiler  des  Grades  m  der  irreductiblen  Gleichung, 
welcher  y  genügt. 

Die  Anzahl  v  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  derselben  Glei- 
chung kann  nicht  kleiner  als  N  sein  (s.  Satz  I.  No.  1 1 ). 

Nach  No.  1  und  No.  9  ist  aber 


(3.) 

^  w 
^-n' 

d.  h.  nach  No.  1 1 

(*.) 

^  NL 

—    n 

135]   Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

(8.) 

n<  Z. 

Ist  demnach 

(6.)  N>2, 
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80  folgt   aus   der  Tabelle  (2.)   No.  19  und  Gleichung  (3.)   derselben  Nummer 
(7.)  n  <  10. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Ist  irgend  ein  Nenner  der  auf  ihre  kleinste  Benennung  ge- 
brachten rationalen  Zahlen,  welche  die  zu  den  singulären  Funkten 
und  zu  ^  =  CX5  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
der  Differentialgleichung  (B.)  befriedigen,  grösser  als  10,  so  besitzt 
dieselbe  Differentialgleichung  kein  algebraisches  Integral,  wenn 
nicht  diese  selber  oder  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  =  2 
durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  wird. 

25. 

Wird  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  =  2  durch  die  Wurzel  einer 
rationalen  Function  befriedigt,  so  ist  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen 
der  No.  13 

(1.)  ViVt  =  l'W"*. 

Ist  a  irgend  ein  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (B.),  r  und  1  — r  die 
Wurzeln  der  zu  demselben  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung, 
so  ist  in  der  Umgebung  von  a: 

wo    Xj  und  X,    nach    positiven    ganzen    Potenzen    von    z  —  a    fortschreitende 
Reihen  sind,  die  für  z  =  a  nicht  verschwinden. 
Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  folgt: 

Ist  ^{z)  für  z  =  a  von  der  ji***"  Ordnung  Null  oder  von  der  Ordnung  —  fi  un- 
endlich, und  hat  r  einen  von  den  Zahlen  1,  2,  4  verschiedenen  Nenner,  so 
ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  [136 

c,j  =  0,    c„  =  0    oder    ^„  =  0,    r„  =  0 
und  —  -|-  =  1  oder 

(4.)  ^  =  -2, 
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d.  h.  ^(js)  kann  in  einem  singulären  Funkte  nur  unendlich  werden,  und  zwar 
zweiter  Ordnung.  Nach  Gleichung  (1.)  wäre  aber  jeder  Punkt,  in  welchem 
^{z)  verschwindet,  ein  singulärer,  es  kann  deshalb  ^{z)  überhaupt  für  keinen 
endlichen  Werth  von  z  verschwinden.  Wird  aber  ^{z)  in  einem  nicht  singu- 
lären Funkte  b  unendlich,  so  folgt  aus  Gleichung  (1.),  dass  ^{z)  den  Factor 
z  —  b  eine  gerade  Anzahl  mal  enthält.     Es  ist  demnach 

(5.)  ^{z)  = 


wo  g{z)  eine  ganze  rationale  Function  von  z  ist. 

Je  nachdem  also  J  -7^  gleich  dem  Logarithmus  einer  algebraischen  Func- 
tion ist  oder  nicht,  sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  Wurzeln 
rationaler  Functionen  oder  überhaupt  nicht  algebraisch. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Wird  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  =  2  durch  die  Wurzel 
einer  rationalen  Function  befriedigt,  und  sind  die  sämmtlichen  Nen- 
ner der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  von  den  Zahlen 
1,  2,  4  verschieden,  so  wird  die  Differentialgleichung  (B.)  entweder 
überhaupt  durch  kein  algebraisches  Integral  oder  durch  die  Wurzeln 
rationaler  Functionen  befriedigt. 

In  einer  Abhandlung  dieses  Journal  Bd.  75,  S.  292ff.  *)  hat  Herr  Schwarz 
unter  Anwendung  von  Abbildungsproblemen  die  Bedingungen  aufgestellt,  unter 
welchen  die  Differentialgleichung  der  GAUssschen  Reihe  algebraische  Integrale 
besitzt.  Da  diese  Differentialgleichung  einen  besonderen  Fall  der  Differential- 
gleichung (A.)  bildet,  wenn  nämlich  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  gleich 
zwei,  so  liessen  sich  die  Resultate  des  Herrn  Schwarz  aus  den  oben  ent- 
wickelten Principien  für  den  besonderen  Fall  p  =  2  herleiten.  Wir  heben 
hier  nur  hervor,  dass  aus  der  vorhergehenden  und  dieser  Nummer  sich  der 
wahre  Grund  dafür  ergiebt,  dass  in  der  Tabelle  derselben  Abhandlung  S.  323*), 
wenn  nicht  von  den  drei  Zahlen  A",  ft",  v"  zwei  den  Nenner  2  haben,  die  Nenner 
die  Zahl  5  nicht  übersteigen  dürfen. 


1)  H.  A.  Schwan,  Gesammelt«  math.  Abhandlongen,  Bd.  II  (1890),  S.  211  ff.    Seh. 
t)  ebenda  8.  240.    Soh. 
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26.  [137 

Es  seien  wieder  die  rationalen  Zahlen 


und     1  — 


n,  n, 


die  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte  a.  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung der  Differentialgleichung  (B.)  und  y,.,,^;,  das  zu  demselben 
singulären  Punkte  gehörige  Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben  Dif- 
ferentialgleichung, welche  resp.  den  Exponenten  —  und  1  —  —  entsprechen. 
Femer  sei  —  die  in  algebraischem  Sinne  grössere  dieser  beiden  Zahlen,  so 
dass  —  positiv  ist. 

Alsdann .  ist   nach   meiner  Arbeit   (dieses  Journal  Bd.  66*)  No.  5)   in   der 
Umgebung  von  a^ 

iL 

wo   a>.^   eine   nach  positiven   ganzzahligen  Potenzen   von   z  —  a^  fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  welche  für  z  =  a.  nicht  verschwindet. 
Nach  No.  6  Gleichung  (l.)  ist 


(2.)  2^.  =  C, 


2  a. 


wo  C.  eine  Constante  bedeutet. 

Ist   nun   n,.  =  2  und   der  Coefficient  y,.  von   (^  —  ö.)          in   der  Reihe   für 
7-  gleich  Null,   so   tritt  in   der  Entwickelung   von  y^,  kein  Logarithmus  auf^ 
und  man  hat  in  der  Umgebung  von  a.  ebenfalls 


^ii 


i-A 


<"<«> 


(3.)  y^  =  (^-a.)       "• 

wo   0)^.,   eine   nach  positiven   ganzzahligen  Potenzen   von  z  —  a.  fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  die  für  z  =  a.  nicht  verschwindet. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  für  alle  singulären  Punkte 

(4.)  n,  =  2,     y,  =  0 

sei.  Es  bleiben  alsdann  y'^,  y^.y,^,  y*,  nach  einem  Umlaufe  von  z  um  a,.  ungeändert. 

i)  Abb.  YI,  Band  I  diestr  Aiugaba,  8. 169  ff.    Beb. 
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138]   Ist  k  eine  von  i  verschiedene  Zahl  der  Reihe  1,  2,  ...,  p,  so  ist 
Es  ist  demnach  y]^  von  der  Form: 

(6.)  yJi  =  ^ovli  +  Ay»iy*i+ ^y*»- 

Nach  einem  Umlauf  von  z  um  a^  bleibt  daher  y|,  ebenfalls  ungeändert.  Da 
aber  y.^  als  Integral  einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (12.)  meiner 
Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  66,  No.  4^))  überall  von  endlicher  Ordnung  unend- 
lich wird,  so  ist  y^^  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Ist  für  alle  singulären  Punkte  n,  =  2,  y^.  =  0,  so  wird  die  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  durch  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Func- 
tion befriedigt. 

27. 

Wir  wollen  zum  Beschluss  noch  ein  Verfahren  angeben,  vermöge  dessen 
die  Betrachtung  der  Differentialgleichung  (C)  entbehrlich  gemacht 
und  durch  die  directe  Untersuchung  der  aus  einem  Fundamental- 
systeme y^,  y^  gebildeten  Formen  ersetzt  wird. 

Es  sei  y^  y,  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  DiflFe- 
rentialgleichung  (B.), 

(1.)  4>(yi,y«)  =  floyi''+«iyi''"*y.  +  -  +  «j^y.^ 

eine  Primform  niedrigsten  Grades,  wo  also  nach  Satz  I.  No.  20  N  eine  der 
Zahlen  2,  4,  6,  8,  10,  12  bedeutet. 

Zum  singulären  Punkte  a.  gehöre  das  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  Differentialgleichung  (B.)  y^.p  y,^,  so  ist  bekanntlich 

^  \  y.  =  0,i  +  c?Jy^. 

Sind  die  Exponenten,  zu  welchen  y^^y  y^^  resp.  gehören,  ~  und  1  ——,  und 
bedeutet  j^  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 

(3.)  ;f  =  1, 


1)  Abb.  YI,  Band  I  diestr  Aoogabe,  8. 186  ff.    Sek. 
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SO  yerwandeln  sich  y,,  y^  nach  einem  Umlauf  von  e  um  a^  resp.  in 


67 


(*•) 


WO 


(5.) 


6^^ 


j(i) 

^n 


/.ö^  /.<•>  -f*^  —  /»<«^  /»^«^  V "~  ^' 

^11  ^W  J<  ^U  ^ti  Ji 

/»(Ö  ^(0  J—  3t  _  ^(tf)  ^(0  lii 


['39  . 


^(•) 


A^»**  = 


^(1)  Ai)  __  -(!*)  ^(0 


Da   ^(y^^y,)  Wurzel   einer   rationalen   Function   sein   soll,    so   muss   die 
Substitution 


(6.) 


diese  Form  in  sich  selbst  multiplicirt   mit  einer  Constanten  verwandeln,   also 


('•) 


<i>Wly.+«';';y.,  iity.+^-i'iy.)  =  e,<i)(y.,y.) 


sein,  wo  e,.  eine  Constante  bedeutet. 

Da  diese  Gleichung  identisch  erfüllt  sein  muss,  so  müssen  die  Coeffi- 
cienten  der  Grössen  y^'^y]  auf  beiden  Seiten  übereinstimmen.  Man  erhält 
so  iV+1  Gleichungen  für  jeden  singulären  Punkt,  im  ganzen  demnach 

(^+i)p 

Gleichungen,  deren  System  wir  mit  (G.)  bezeichnen  wollen. 

Es  sei  a^  einer  der  singulären  Punkte,  und  die  Grössen  c"j,  c,",  c^",  c^*  be- 
liebig gewählt,  femer  sei 


(8.) 

Fnehs,  maihtm.  Werke.    II. 


yu  =  yuy.i  +  y»y.i. 
Vit  =  y?iy.i  +  y?2y<f, 


für   i  =  2,  3,  ...,  p, 


8 
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80  ist 

/q  N  I    Wt  —  Wi  All  ^  ^'ii  All >  Si  —  'ti  All  T^  Ct,y,i, 

^      ^11    hl  All  T^  t-i,  ytl»  'll    *11  All  T^  Sl  A»f 

In  meiner  Abhandlung  (dieses  Journal  Bd.  75,  S.  208flF.*))  ist  gelehrt 
worden,  wie  die  Coefficienten  der  linearen  homogenen  Relationen,  durch 
welche  die  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  gehörigen  Fundamental- 
systeme mit  einander  verbunden  sind,  aus  den  in  den  Coefficienten  der  DiflFe- 
rentialgleichung  enthaltenen  Constanten  zu  bestimmen  sind.  Danach  ergeben 
140]  sich  die  Grössen  y^^  //^,  y^*],  y|^  als  bekannte  Functionen  der  in  den  Coef- 
ficienten der  DiflFerentialgleichung  (B.)  enthaltenen  Constanten.  Ihre  Werthe 
sind  z.  B.  für  den  Fall  q  =  2  übereinstimmend  mit  den  durch  die  GAUSssche 
ll-Function  ausgedrückten  Coefficienten  jener  linearen  homogenen  Relationen, 
welche  zwischen  den  zu  je  einem  der  beiden  singulären  Punkte  gehörigen 
Fundamentalsystemen  von  Integralen  der  DiflFerentialgleichung  der  GAussschen 
Reihe  bestehen  (s.  die  Abhandlung  des  Herrn  Kummer  dieses  Journal  Bd.  15, 
S.  58,  vergl.  auch  die  im  Nachlass  enthaltene  Arbeit  von  Gauss  in  dessen 
Werken,  3.  Band). 

Die  Function  P  in  der  DiflFerentialgleichung  (B.)  hat  die  Form: 

wo  /ig_,(-8^)  eine  ganze  rationale  Function  von  z  vom  (2p  — 2)*^  Grrade  bedeutet. 
Dieselbe  enthält  also  ausser  den  singulären  Punkten  a^i«,,  ...,^«1  die  wir 
als  gegeben  annehmen,  noch  2p  — l  Constanten.  Das  System  (G.)  implicirt 
also  als  bestimmbare  Grössen: 

1)  die  Grössen  c^,  C  C  C 

2)  die  Coefficienten  von  f^_,{z), 

3)  die  Coefficienten  a^,'aj,  ...,  a^  der  Form  (1.). 

Das  System  (G.)  ist  nun  für  jedes  N  der  Zahlenreihe  2,  4,  6,  8, 10, 12  auf- 
zustellen. Alsdann  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  eine  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  die,  dass  wenigstens  für 
eines  dieser  Systeme  (G.),  die  Grössen  1),  2),  3)  so  bestimmt  werden  können, 


i)  Abk.  XIY,  Band  I  dleMr  Augabe,  8.  S94  ff.    Seb. 
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dass  dasselbe  befriedigt  wird  und  sich  c^  als  Einheitswurzel  ergiebt.  Demi 
die  Form  ^{y^yy^)j  welche  nach  den  Umlaufen  von  m  um  je  einen  singularen 
Funkt  sich  nur  mit  je  einer  Einheitswurzel  multiplicirt,  ist  Wurzel  einer 
rationalen  Function,  da  y^  y^  als  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  überall 
von  endlicher  Ordnung  unendlich  sind. 

Es  ist  hiermit  die  Frage  beantwortet,  wie  die  Coefficienten  von  ^^.,^) 
beschaffen  sein  müssen,  damit  die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Inte- 
grale besitzt. 

Wir  haben  oben  dieselbe  Frage  unter  Zuhülfenahme  der  Differential- 
gleichung (C.)  gelöst,  indem  wir  sie  im  Allgemeinen  auf  die  Untersuchung 
zurückführten,  unter  welchen  Umständen  ein  System  algebraischer  linearer 
Gleichungen  befriedigt  werden  könne. 

Das  in  dieser  Nummer  gelehrte  Verfahren  führt  insofern  auf  trans-  [141 
scendente  Gleichungen,  als  die  Coefficienten  y?^  durch  die  in  den  Coeffi- 
cienten der  Differentialgleichung  enthaltenen  Constanten  sich  im  Allgemeinen 
vermittelst  unendlicher  Reihen  darstellen  lassen  (s.  meine  Arbeit,  dieses  Journal 
Bd.  75,  S.  212*)).  Indessen  wo  die  Gesetze  dieser  transcendenten  Functionen 
sich  einer  ähnlichen  Einfachheit  wie  die  GAusssche  O-Function  erfreuen,  wird 
die  zweite  eben  angegebene  Methode  nicht  ohne  Vortheil  anwendbar  sein. 

28. 

Ist  die  Differentialgleichung  (B.)  gegeben,  und  soll  entschieden  werden, 
ob  dieselbe  algebraische  Integrale  besitzt,  so  lässt  die  ifl  voriger  Nummer 
gelehrte  zweite  Methode  Vereinfachungen  zu. 

Wir  wählen 

(1.)  Vi  =  y.ii   y,  =  y.v 

Nach  einem  Umlaufe  von  z  um  a.  ist  alsdann  : 

(2.)  o  (y., ;?',  Vijr  ^)  =  e.  «>  (y.i ,  y J. 

Diese  Gleichung  erfordert,  dass  e,.  die  Form  hat: 
(3.)  e,  =  >r-"••)^ 

WO  k^  eine  der  Zahlen  0, 1,  2, ...,  iV  bedeutet.   Andererseits  aber  muss  ^(y<i»y^) 

1)  Abb.  XIY,  BMd  I  di«Mr  Anggab«,  8. 899.    8«b. 

8^ 
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durch  beliebige  Umläufe  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  i*~  Wurzel  der 
Einheit  übergehen  (s.  No.  9  Satz  I.  und  No.  10  und  It).     Hieraus  folgt: 

{N—2ki)iiL  =  0,  mod. n^y 
oder,  da  ^  zu  n^.  relativ  prim, 
•      (4.)  (JV-  2t,.)  L  =  0,  med.  n,. 

Nun  ist  nach  No.  1  n^  Divisor  von  m  =  NL^  folglich 
(5.)  2k^L  =  0,  mod.  n,. 

Es  ist  femer 

a^  =  0,    wenn  nicht   2a  =  2i[;^,  mod.  n^, 

wo  a  eine  der  Zahlen  0, 1,  2,  ...,  JV  bedeutet,  während  für 

2a  =  2k^j  mod.  n^, 
a.  unbestimmt  bleibt. 

«  Hiemach  lässt  sich,  wenn  die  Differentialgleichung  (6.)  vorgelegt  ist, 
analog  der  Tabelle  (2.)  in  No.  19  eine  Tabelle  (T.)  aufstellen,  welche  für 
143]  iV=2,  4,  6,  8,10,12  die  den  eben  gefundenen  Bedingungen  genügenden 
Gestalten  der  mit  je  einem  der  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen Fundamentalsystemen  gebildeten  Primformen  enthält. 
Ist  nun 

Vi!  =  yuyti^yuyt^j 
y^  =  yi^yii  +  y^^y»., 

so  wird 

(7.)  *(yft,y*)  =  *»(y*i»yta)- 

Soll  ^(y^j^y^J  Wurzel  einer  rationalen  Function  sein,  so  muss  auch  nach 
einem  Umlaufe  von  z  um  a^  die  Form  ^(y^ity^)  ^  sich  selbst  multiplicirt 
mit  einer  Einheitswurzel  übergehen.  Demnach  muss  ^»(y^iy^k,)  zu  den  mög- 
lichen Formen  derselben  Tabelle  (T.)  gehören. 

Wendet  man  demnach  die  Transformation  (6.)  für  alle  von  t  verschiedenen 
Werthe  von  k  der  Reihe  A;  =  1,  2,  ...,  p  an  und  identificirt  ^»(y^i^yn)  ^lit  den 
entsprechenden  Formen  der  Tabelle  (T.),  welche  mit  y^,,  y^  gebildet  sind,  so 
erhält  man  ein  gewisses  System  (H.)  von  Gleichungen,  welches  befriedigt 
werden  muss. 


^^•^  -  ^  —     -,<«>•!       -L«<«> 


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  ALGEBRAISCHEN  INTEGRALEN.  61 

Da  nun  umgekehrt  eine  Form  der  Tabelle  (T.),  die  aus  dem  zu  einem 
singulären  Punkte  gehörigen  Fundamen talsysteme  gebildet  ist,  nach  einem 
Umlaufe  von  z  um  diesen  Punkt  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Einheits- 
wurzel übergeht,  und  die  Integrale  überall  von  endlicher  Ordnung  unendlich 
werden,  so  ergiebt  sich: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function  wird,  ist  die,  dass 
das  System  (H.)  befriedigt  wird. 

Heidelberg,  im  Juli  1875. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

8.  18,  Gl.  (B'.)  P,(t)y  statt  P,(t), 

„    19,  Zeüe  3  t.  IV  statt  B.  4, 

„22,      „     4  Function  statt  Functionen, 

„    26,      „    12  2)  statt  (2.), 

„    27,  Formel  (8.)  Ü  statt  j\, 

„    28,  Gl.  (6.)  j  statt  A, 

„    38,  Zeile    4  v.  u.  diese  Constante  statt  dieselbe, 

„*  38,     „      10  V.  u.  oder  statt  und  nicht, 

„40,     „      11  ajf  statt  o^  (auch  wurde  ebenda  (2.)  als  Gleichungsnummer  unterdrückt), 

„    43,  Formel  (1.)  -r  statt  -r»  und    ^^^"J^   statt  r,  \^^ , 

„  46,  Zeile  12  müsste  statt  muss, 

„  47,  „  6  V.  u.  yf  statt  y^ 

„  48,  „  8  aus  dem  System  statt  des  Systems, 

„  53,  „  7  befriedigen  statt  darstellen, 

„  „ ,  „  6  V.  u.  oder  von  der  Ordnung  —  f*  unendlich  statt  oder  unendlich, 

„  57,  „  5  V.  u.  und  im  Folgenden  (G.)  statt  O, 

„  59,  „  3,  4  Wurzel  einer  rationalen  statt  eine  rationale,                                   « 

»  «,  «  14  yj*  statt  y?}, 

„60,  „  9  a^  =  0  statt  a^  =  0. 

2)  Wie  Herr  F.  Klein  (Sitzungsberichte  der  physikalisch-medidnischen  Sodet&t  zu  Erlangen,  Sitzung  vom 
26.  Juni  1876,  s.  auch  Mathematische  Annalen,  Bd.  11,  1877,  S.  118)  bemerkt  hat,  enth&lt  die  Tabelle 
(12.)  auf  S.  43  noch  überflüssige  Formen ;  vergl.  hierzu  die  Abhandlung  XXY. 

SCH. 


XXI. 

EXTRAIT  DUNE  LETTRE  ADRESSl&E  A  M.  HERMITE. 

(Jonmal  de  Math^matiques  pures  et  appliqu^es,  3*  s^rie,  tome  U,  1876,  p.  158—160.) 


Mon  Memoire  traite  des  ^quations  difFerentielles  Unfaires  du  second  [158 
ordre  qui  possedent  des  integrales  algöbriques,  et  d'une  application  nouvelle 
de  la  thöorie  des  invariants. 

Chaque  integrale  de  röquation  diff^rentielle  est  une  fonction  lineaire  et 
homogene  de  deux  Solutions  fondamentales  y^^  y^  de  cette  öquation,  avec  des 
coefficients  constants.  Une  integrale  quelconque,  algebrique  ötant  irj,  toute 
fonction  symetrique  des  diverses  valeurs  qu'admet  yj  est  une  forme  binaire  des 
deux  quantit^s  y^  et  y,,  qui  est  elle-m^me  une  fonction  rationnelle  de  la  variable 
indöpendante  e.  Mais,  comme  eile  peut  6tre  un  produit  de  puissances  entieres 
d'autres  form  es  binaires,  il  est  nöcessaire  de  considerer  ces  formes  binaires 
composöes  des  quantites  y^,  y,,  qui  representent  des  racines  de  fonctions  ration- 
nelles.     Designons  leur  complexe  par  0. 

Si  Ton  peut  satisfaire  ä  l'^quation  differentielle  par  la  racine  d'une 
fonction  rationnelle,  les  formes  Unfaires  seront  du  plus  petit  degr6  possible, 
parmi  Celles  du  complexe  0;  en  g^neral,  nous  allons  chercher  le  degr^  mini- 
mum  N  qui  puisse  Ätre  attribue  ä  une  forme  de  ce  complexe. 

Comme  y^  et  y,  se  changent,  par  les  divers  chemins  qu'on  peut  faire 
suivre  ä  la  variable  ^,  en  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  ces  m^mes 
quantites,  avec  des  coefficients  constants,  les  diverses  valeurs  qui  en  r^sultent, 
pour  une  forme  compos6e  de  y^  et  y,,  s'obtiennent  au  moyen  de  substitutions 
Unfaires  effectu^es  sur  y^  et  y,.     En  m'appuyant  sur   cette   remarque,  je   d^- 
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montre  que  les  covariants  d'une  forme  du  complexe  0  repr^sentent  aussi  des 
racines  de  fonctions  rationnelles.  De  lä  rösulte  que  les  covariants  de  la 
forme  du  degr6  minimum  Ny  dont  les  degrös  sont  införieurs  a  Ny  doivent 
159]  tous  s'övanouir  identiquement.  On  pourrait,  par  suite,  obtenir  facilement 
le  nombre  JV,  si  Tori  possödait  la  Solution  du  probleme  suivant:  Trouver 
Texpression  alg^brique  des  formes  binaires  de  degrö  m,  dont  tous 
les  covariants  de  degr^  moindre  que  m  disparaissent  identique- 
ment. Mais  ce  probleme  n'^tant  pas  encore  r^solu,  voici  la  marche  que  j'ai 
suivie  pour  determiner  N. 

Parmi  les  racines  d'une  6quation  alg^brique  irröductible  qui  satisfont  ä 
Tequation  difförentielle ,  je  distingue  Celles  dont  les  quotients  ne  sont  pas 
constants,  en  d^signant  leur  ensemble  par  le  nom  de  Systeme  reduit  des 
racines.  Chaque  forme  du  complexe  0,  compos^e  des  termes  d'un  Systeme 
reduit  comme  facteurs,  6tant  aussi  appel^e  forme  primaire,  je  trouve  que 
la  forme  de  degre  minimum  N  represente,  aussi  bien  que  son  covariant  hes- 
sien,  une  forme  primaire.  Je  conclus  ensuite,  de  Texpression  möme  du  cova- 
riant HESsien,  que  N  ne  peut  ^tre  supörieur  ä  12;  puis,  au  moyen  d'une 
r^duction  ulterieure,  que  N  n'a  qu'une  des  valeurs  2,  4,  6,  8, 10, 12. 

Donc,  pour  que  T^quation  differentielle  possede  des  integrales  alg^briques, 
il  faut  qu'une  forme  dont  le  degr^  est  Tun  de  ces  nombres  soit  une  racine 
d'une  fonction  rationnelle  de  la  variable  independante ;  et  le  theoreme  r6ci- 
proque  a  lieu,  en  exceptant  le  cas  de  iV^  2. 

Pour  reconnaitre  s'il  y  ä  des  formes  qui  representent  des  racines  de 
fonctions  rationnelles,  j'ai  employe  deux  m^thodes:  Tune  ramene  ä  la  question 
de  satisfaire  ä  une  ^quation  differentielle  lineaire,  par  la  racine  d'une  fonction 
rationnelle.  En  effet,  toute  forme  en  yj,y,,  et  du  degre  m,  satisfait  ä  une 
^quation  differentielle  lineaire  d'ordre  m  +  1;  donc  g^neralement,  pour  que 
Tequation  differentielle  donn^e  possede  des  integrales  algebriques,  il  faut  et 
il  sufiit  qu'une  equation  differentielle  lineaire  determinee,  et  dont  Vordre  ne 
surpasse  point  le  nombre  13,  puisse  6tre  satisfaite  par  la  racine  d'une  fonction 
rationnelle.  Mais  la  question  de  satisfaire  ä  une  equation  differentielle  par 
la  racine  d'une  fonction  rationnelle  se  reduit  ä  la  question  eiementaire  de 
reconnaitre  si  un  Systeme  d'equations  lineaires  admet  des  Solutions  finies. 
Ensuite  je  montre  comment  on  peut  parvenir  ä  ce  Systeme  d'equations  lineaires, 
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Sans  former  effectivement  T^quation  diffi^rentielle  d' ordre  iV+l,  mentionn^e 
plus  haut. 

La  seconde  des  deux  m^thodes  dont  j'ai  parl^  s'appuie  sur  une  recherche 
directe  des  changements  qu'^prouvent  les  formes  compos^es  de  y^  et  y^^  [i6o 
par  les  chemins  divers  de  z^  en  employant  les  coefficients  de  ces  relatious 
Unfaires  et  homogenes,  qui  lient  les  systemes  fondamentaux  d'int^grales  ap- 
partenant  aux  divers  points  singuliers  de  T^quation  diff<6rentielle ,  relations  qua 
j'ai  d^velopp^es  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt,  tome  LXXV,  p&ge  208^). 

Enfin  j'ajoute  quelques  th^oremes  particuliers ,  parmi  lesquels  je  ne  men- 
tionne  ici  que  le  suivant:  Les  nombres  rationnels  qui  repr^sentent 
les  racines  des  equations  fondamentales  d^terminantes,  appar- 
tenant  aux  divers  points  singuliers  de  Töquation 

et  ä  ^  =  cx),  ötant  reduits  ä  leur  pUis  simple  expression,  si  Tun 
des  dönominateurs  surpasse  le  nombre  10,  la  propos^e  n'a  pas 
d'int^grale  alg^brique,  ä  moins  cependant  que  la  racine  d'une 
fonction  rationnelle  ne  satisfasse  ä  cette  ^quation,  ou  ä  l'^qua- 
tion  en  y*. 

Heidelberg,  janvier  1876. 


1)  Man.  ny,  1. 1  da  eett«  ödiÜM,  p.aM  «ifdr.    Sok. 


Fttohi,  mstti«m.  W«fc«.    IL  9 
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Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  64,  Zeüe  14  facteurs  statt  facteur, 
n     n  9      »        6  T.  u.  18  Statt  12, 


9 


66,  .^  statt 


dg*     —  da^  ' 


„   64,     „     17  wurde  »duc  zwiscken  »coTariantc  und  »Hxssienc  unterdr&ckt 

SCH. 


t 
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SUR  LES  I&QÜATIONS  DIFFl&RENTIELLES  LIN^AIRES  DU  SECOND 

ORDRE. 

a. 

(Comptes  rendus  hebdomadaires  des  S^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences,  t«  82, 

p.  1494—1497;  Siance  du  26  juin  1876.) 


Lorsque,  plusieurs  mois  apres  la  publication  de  mon  travail  sur  les  [1494 
^quations  linöaires  du  second  ordre,  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt 
(t.  LXXXI,  p.  97  et  suiv.  ^)),  mon  attention  se  porta  sur  le  travail  du  P. 
Pepin,  paru  dans  les  Annali  di  Matematica  da  Tortolini  (t.  V,  p.  185  [1495 
et  suiv.),  et  qu'il  rapporte  dans  sa  Note  des  Comptes  rendus  du  5  juin  1876, 
je  reconnus  aussitot  que  les  r^sultats  de  cet  auteur  sont  en  d^faut,  du  moins 
quant  ä  leur  relation  avec  l'intögration  par  des  fonctions  alg^briques  des 
^quations  du  second  ordre. 

Maintenant,  comme  le  P.  Pepin  semble  croire,  dans  la  Note  citee,  avoir, 
par  son  Memoire,  r^pondu  aux  questions  se  rapportant  ä  l'int^gration  sous 
cette  forme  plus  tot  et  plus  completement  que  je  ne  Tavais  fait,  je  me  vois 
Obligo  de  montrer  que,  loin  que  ce  fut  fait  par  le  Memoire  du  P.  Pepin, 
ses  r^sultats  sont  au  contraire  en  döfaut.  Ces  rösultats  se  r^sument,  comme 
il  l'a  6nonc^  lui-m^me  dans  la  Note  citöe,  en  ce  th^oreme:  Si  1' integrale 
g^n^rale  de  Töquation 


da? 


=  Py 


1)  Mtfm.  XX,  p.  11  et  rair.  da  pr^at  Tolnme.    8ch. 

9* 
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est   algöbrique,   il   y   aura   toujours   une   integrale  particuliere  tellci 

que  la  fonction  —  ^  soit  une  fonction  rationnelle  de  rr  ou  une  racine 

d'une  öquation  du  deuxieme  ou  du  quatrieme  degrö. 

Tout  d'abord,  je  veux  signaler  un   döfaut   que  la   Solution   du  P.  P]6pin 

aurait,  lors   m^me   qu'elle   serait   correcte.     Si,   en   efFet,  pour  la  rösolubilitö 

algöbrique,  la  condition  que 

^  ^  dlogy 
dx 

satisfasse  ä  une  equation  du  quatrieme  degrö  ötait  effectivement  n^cessaire,  la 
m^me  condition  ne  serait  encore  aucunement  süffisante,  car 

n'est  pas  toujours  alg6brique  en  mSme  temps  que  C 

Mais  je  vais  maintenant  faire  voir  que  le  thöoreme  du  P.  Pepin,  que  je 
viens  de  citer,  est  inexact. 

Prenons,  par  exemple,  l'öquation 


ou,  en  posant 


(1.) 


d"y  21    -£f"  +  if-l 


de^  100     ^(^-1)«    ^' 

D'apres  le  Memoire  de  M.  Schwarz  (Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXXV, 
p.  323,  no.  XI^)),  cette  öquation  n'a  que  des  integrales  alg^briques. 

Mais  il  est  utile  de  prouver  cela  ici  directement  en  appliquant  la  mötbode 
de  mon  Memoire  cit6  ci-dessus,  puisque  ce  sera  ainsi  donner  la  r^futation  la 
plus  simple  du  th^oreme  du  P.  PfipiN. 

1496]  D'apres  les  principes  de  mon  travail  dans  le  tome  LXVI  du  Journal 
de  M.  Borchardt*),  on  a  un  Systeme  fondamental  d'intögrales  irj^,  irj^,  qui, 
multipli^es  respectivement  par  z  ,  ^  ,  sont  holomorphes  (pour  parier  avec 
MM.  Briot  et  Bouquet)  dans  le  voisinage  du  point  z  =  0^  et  un  autre 
Systeme   fondamental   d' integrales   y^,  y^,   qui,   multipli^es   respectivement   par 


i)  H.  A.  Schwan,  OesAinmelt«  math.  Abhuidliuigeii,  Bd.  n  (1890),  p.  346.    Soh. 
s)  U6m.  VI,  1. 1,  p.  159  et  «iüt.  de  oette  Edition.    8ch. 
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(4f— 1)  j  (jg  —  l)  j  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point  z  =  1.  Ces 
sy Sternes  fondamentaux  sont  liös  entre  eux  par  des  relations  que  Ton  peut 
d^duire  des  principes  ^tablis  dans  mon  travail  du  Journal  de  M.  Borchardt 
(t.  LXXV,  p.  208  et  suiv.*)),  ou  que  Ton  peut  mieux  tirer  du  Memoire  de 
M.  Kummer  (Journal  de  Grelle,  t.  XV,  p.  58)  ou  aussi  des  OBuvres  de 
Gauss  (t.  III,  posth.,  p.  210  et  suiv.).  On  conclut  de  ces  relations  que,  z 
faisant  une  circulation  autour  du  point  ^  =  0 ,  ^^ ,  j^,  se  changent  respective- 
ment  en 

(2.)  {     et 

2*  f 


oü  j  est  une  racine  primitive  de  l'öquation  j"  =  1 . 
n  s'ensuit,  en  posant 

2ic 

et 

(4.)  yi-«/*y,  =  ?»,   yi-i8/*^'y.  =  *», 

que,  par  une  circulation  de  z  autour  du  point  z  =  Oy  les  fonctions 

Vij  y%i  ?o»  ?i»  ?i»  ?8»  ?4»  ^o>  ^11  ^ti  i's»  +4 
se  changent  respectivement  en 

T.»    ^Ai    ?o»    ?4»    +8»   ViJ    ^0»   Vti    Ts»    i'.r    ^1,    Ti, 

ä  des  facteurs  num^riques  pres,  et  que  le  produit  de  tous  ces  facteurs  num^- 
riques  est  6gal  ä  —sf^.     Donc  la  forme 

(5.)     T(yi,y,)  =  yiy,?o?i?.?.T4+o*i*.+.*4  =  yiy.(yJ-«*y;)(yJ+^'y;), 

dejä  invariable  par  une  circulation  de  z  autour  du  point  z  =  1^  se  change  [1497 


1)  Uim,  XIY,  1. 1,  p.  8M  et  goir.  de  oette  Mition.    Seh. 
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par  une  circulation  de  z  autour  du  point  ^  =  0  en  elle-m^me  multipliee  par 

—  ^^.  Par  consequent  9(y,iy,)  est  une  racine  d'une  fonetion  ration- 
nelle.  Comme  une  racine  d'une  fonetion  rationnelle  ne  varie  pas,  ä  une 
racine  de  Tunit^  comme  facteur  pres,  quand  z  fait  une  circulation  autour 
d'un  point  critique,  et  comme  y^^  y^  acquierent  par  une  circulation  de  z  autour 
du  point  z  -=  \  respectivement  les  facteurs  j",  /,  une  forme  binaire  compos^e 
de  y^,  y^  du  premier  ou  du  second  degrö  et  ^gale  ä  une  racine  d'une  fonetion 
rationnelle  doit  Stre  ou  y^^  ou  y^^  ou  y^y^.  Mais  aucune  de  ces  formes  n'a  la 
propriet^  de  se  transformer  en  elle-m^me,  ä  une  racine  de  l'unite  comme  fac- 
teur pres,  par  une  circulation  de  z  autour  du  point  ^  =  0.  Une  forme  du 
douzieme  degr^  etant  donc  racine  d'une  fonetion  rationnelle ,  sans  qu'une  forme 
du  premier  ou  du  second  degrö  ait  la  mSme  propriöte,  il  suit  des  theoremes 
citös  pages  127  et  100  de  mon  Memoire^)  que  l'equation  diff^rentielle 
n'a  que  des  integrales  algebriques. 


b. 

(Comptes  rendus  etc.,  t.  83,  1876,  p.  46—47;  Söance  du  3  juillet  1876.) 


46]  Nous  venons  de  voir*)  que,  dans  notre  cas,  une  forme  primaire,  comme 
je  Tai  definie  dans  mon  Memoire,  est  d'un  degre  plus  eleve  que  le  deuxieme. 
II  suit  alors  du  m6me  Memoire  que  le  moindre  degre  N  d'une  teile  forme 
ne  pourrait  avoir  qu'une  des  valeurs  4,  6,  8,  10, 12.  Nous  allons  faire  voir 
que,  dans  notre  cas,  N  est  egal  ä  12;  car,  en  soumettant  une  forme  binaire 
composee  de  y^,  y^  et  du  degre  iV,  oü  iV  a  une  des  valeurs  que  nous  venons 
d'indiquer,  aux  conditions:  1®  d'^tre  invariable  par  une  circulation  de  z  autour 
du  point  ^  =  1,  ä  des  racines  de  l'unite  comme  facteur  pres;  2'  que  ni  la 
forme  mSme,  ni  son  covariant  HESsien  ne  contienne  des  facteurs  quadratiques 
(voir  p.  114  et  116  de  mon  Memoire')),  on  deduit  qu'une  teile  forme  ne  peut 


*)  Comptes  rendus,  sdance  du  26  juin  1876,  t.  LXXXIT,  p.  1494  *). 

1)  Memoire  XX,  p.  44  et  14  da  präsent  Tolame.    Seh. 

>)  Not«  pr^dente.    Seh. 

>)  p.  80  et  82  da  pr^nt  rolame.    Seh. 
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^tre   d'un   degrö   moindre    que   le    douzieme   et   qu'elle   est   compos^e 
semblablement  ä  la  forme  (5.). 

Soit  y  une  integrale  quelconque  de  requation  (1.)  et  soit  T^quation  alg^- 
brique  ä  laquelle  satisfait  C  =  — >r^  du  n**"*  degr6.  D'apres  un  thöoreme  d'AsEL 
(Journal  de  Grelle,  t.  VI,  p.  77*);  voir  aussi  le  Memoire  de  M.  Liouville 
dans  le  Journal  de  r]ßcole  Polyt,  Cah.  XXIII),  logy  a  la  forme  ^logti, 
u  ^tant  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  de  C  et  -4  en  notre  cas  un  nombre 
rationnel.  Donc  une  certaine  puissance  de  y,  soit  y*,  est  une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  de  C,  et  satisfait  par  consequent  aussi,  comme  Ton  sait,  ä  une 
equation  dont  le  degr6  ne  surpasse  pas  le  nombre  n.  D'apres  le  thöoreme 
du  P.  PfipiN  cito  ci-dessus,  pour  une  certaine  integrale,  n  ne  surpasserait  pas 
le  nombre  4.  Par  consequent,  on  pourrait,  pour  cette  integrale,  trouver  un 
nombre  entier  pL  tel  que  y^  satisfasse  ä  une  equation  dont  le  degre  ne  sur- 
passerait pas  le  nombre  4,  c'est  ä  dire  que  y  ne  pourrait  acqu^rir  par  les 
chemins  divers  de  z  plus  de  quatre  valeurs  dont  les  quotients  ne  soient  pas 
racines  de  Tunit^.  Le  Systeme  reduit  (voir  mon  Memoire  p.  1 1 1  *))  de  cette 
equation,  n'ayant  plus  ainsi  que  quatre  termes,  offirirait  une  forme  primaire, 
dont  le  degre  ne  surpasserait  pas  le  nombre  4.  Or  nous  avons  demontr^  ci- 
dessus  que  le  moindre  degrö  que  puisse  avoir  une  forme  primaire  est  le  [47 
douzieme.     Donc  le  theoreme  du  P.  Pepin  est  en  defaut. 

Je  pourrais,  du  reste,  en  entrant  dans  les  developpements  du  Memoire 
ddja  cite  du  P.  PfipiN  (contenu  dans  les  Annali'j),  faire  ressortir  plusieurs 
erreurs  qui  Tont  porte  au  theoreme  que  nous  venons  de  refuter;  mais  cela 
etendrait  cette  Note  plus  qu'il  ne  me  semble  nöcessaire. 

Enfin  je  remarque  que  Ton  peut  comprendre  aussi  par  ce  qui  precede 
que  le  P.  Päpin  est  en  erreur,  en  croyant  pouvoir  r^duire  mes  formes  cano- 
niques  au  premier  ou  au  second  degre,  comme  il  l'a  annonce  ä  la  fin  de  sa 
Note,  p.  1326  des  Comptes  rendus*)). 


1)  OeoTres  compl.  t.  n  (1831),  p.  276.    8«h. 
>)  p.  27  du  preMst  rolune.    8eb. 
8)  t.  y.  1863.    8ch. 
4)  t.  82,  1870.    dch. 
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Anderangen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  68,  Zeile  9  v.  u.  XI  staU  11, 
„  „  ,  „  13  V.  u.  ou  statt  oü, 
„69,      „     4  208  sUtt  209, 

70,  „     2  V.  u.  8on  covariant  HESsien  statt  sa  covariante  HBSsienne, 

71.  „     4  c  =  ^  statte^, 

9  de  £;  et  de  C  statt  de  «  et  Ci 
13  V.  u.  p.  111  statt  p.  3.  SCH. 
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SELBSTANZEIGE  DER  ABHANDLUNG:  .ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFE- 
RENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER  ORDNUNG,  WELCHE  ALGE- 
BRAISCHE INTEGRALE  BESITZEN,  UND  EINE  NEUE  ANWENDUNG 
DER  INVARIANTENTHEORIE.,  BORCHARDT8  JOURNAL, 
BAND  81,  S.  97  sqq.'). 
(Bepertoriom  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  I,  1877,  S.  1—9.) 


Es  sei 

eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten» 
welcher  eine  "Wurzel  u  der  irreductiblen  algebraischen  Gleichung: 

(1.)  ^,M"  +  ^..jtt""'  +  ---  +  ^,M  +  ^.    =    0, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  e  sind,  genügt,  so   genügen  ihr 
die  sämmtlichen  Wurzeln  derselben  Gleichung  (Siehe  S.  100). 

Besitzt  die  Gleichung  (1.)  zwei  Wurzeln  «,,«,,  deren  Quotient  nicht  für 
jedes  2  constant  ist,  so  bilden  u,, «,  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen, 
d.  h.  jedes  Integral  der  Differentialgleichung  hat  die  Form  c,«, +  c,m,,  wo  c,,  e^ 
constant  sind  (siehe  die  Abhandlung  des  Verfassers  im  66.  Bande  des  Bob^ 
CHARDTSchen  Journals*)  No.  2*)).     Hieraus  ergiebt  sich,   dass   in   diesem  Falle 

*)  Eb  BoUen  im  FoIgcDdeo  die  Arbeiten  des  Verfassen  im  BoBCBAKDTschen  Jonmftl  einfiH^er  dnrdi 
blosse  Angabe  des  Bandes,  in  velchem  sie  enthalten  sind,  bezeichnet  werden. 

■  )  Aib.  IX,  diHH  BudM,  9.  11  ff.     Die  Übutitciiii«  dar  in  du  fslfiudeii  Balliituualia  uiga|ab«m  3«IUbuUm  im  Oir|twl 
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die   sämmtlichen   Integrale   der  Differentialgleichung   algebraisch   sind   (Siehe 
S.  100). 

Ist  der  Quotient  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  (1.)  für  jedes  z  con- 
stant,  so  hat  sie  die  Form: 

(la.)  A^uT^-A,  =  0, 

und  die  Differentialgleichung  wird  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function 
befriedigt.  —  Dieser  Satz  wird  (S.  100 — 101)  aus  einem  allgemeineren  auf 
'S.  99  bewiesenen  hergeleitet,  welcher  folgendermassen  lautet:  Besitzt  die 
irreductible  Gleichung  (1.)  zwei  Wurzeln  «*,,  t*,i  deren  Quotient  eine  rationale 
Function  j  von  z^  so  ist  j  eine  ganzzahlige  Wurzel  der  Einheit. 
2]  Hiemach  sind  also,  wenn  die  Differentialgleichung  (A.)  algebraische  In- 
tegrale besitzt,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Sie  wird  durch  die  Wurzel  cp  einer  rationalen  Function  befriedigt.  In 
diesem  Falle  ist  es  möglich  aber  nicht  nothwendig,  dass  die  Differential- 
gleichung (A.)  noch  ausserdem  ein  algebraisches  Integral  cp  besitzt,  ohne  dass 
^  constant  ist,  dass  also  der  Differentialgleichung  nur  algebraische  Integrale 
genügen.  Tritt  dieses  ein,  so  hat  die  Differentialgleichung  ein  Fundamental- 
system von  Integralen,  welches  aus  zwei  verschiedenen  Wurzeln  rationaler 
Functionen  besteht*). 

2)  Die  Differentialgleichung  wird  durch  die  Wurzeln  einer  irreductiblen 
algebraischen  Gleichung  befiriedigt,  von  denen  mindestens  der  Quotient  zweier 

*)  Man  erkennt  dieses  am  einfachsten  folgendermassen: 

Nach  (B.  66  >)  No.  4)  hat  d;  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  a  der  Differentialgleichung 
die  Form 

(1.)  ^  =  Cj9  +  Cj,(ir-a)^xW» 

wo  c,  und  c^  Constanten  und  x(^)  ^üie  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  s  —  a  fortschreitende  Reihe 
darstellt,  welche  fai  z  =  a  nicht  verschwindet.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  -r-  [— J  in  der  Umgebung  eines 

jeden  der  singulären  Punkte  a  mit  einer  Potenz  von  z  —  a  multiplicirt  eindeutig  wird.  Da  diese  Function 
algebraisch  und  für  alle  übrigen  endlichen  Werthe  von  s  eindeutig  ist,  so  ist  sie  Wurzel  einer  rationalen 
Function.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  t,  so  ergiebt  sich  aus  einem  Satze  von  Abel  (vergL  Liouyille» 
Journal  de  l']^cole  Polytech.  cah.  22,  p.  181),  dass 

±=ftdz  =  pt+C, 

WO  p  eine  rationale  Function  von  C  eine  Constante  bedeutet.    Demnach  ist 
(2.)  ^  =  ß^t+C^, 

1)  Abh.yi,  Band  I  dleMr  Anig»b«,  8. 169  ff.    Seh. 
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nicht  für  jedes  z  constant.  In  diesem  Falle  sind  die  sämmtlichen  Integrale 
algebraisch. 

Der  mit  \ )  bezeichnete  Fall  ist  leicht  zu  erledigen  nach  einem  für  lineare 
Differentialgleichungen  einer  beliebigen  Ordnung  gültigen  Verfahren.  Sind 
nämlich  a^,  a^,  ...,  a  die  sämmtlichen  singulären  Funkte  einer  solchen  Diffe- 
rentialgleichung, so  hat  eine  ihr  genügende  Wurzel  einer  rationalen  Function 
die  Form: 

U  =  (£r-aj"*(ir-a,)"»...(ir-a^fe^(ir), 

• 

wo  a^y  a^^  ...y  a    rationale  Zahlen,  g{z)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet 

(S.  101).  Es  werden  zunächst  (S.  102)  gewisse  algebraische  Gleichungen  ratio-  [3 

nale  Wurzeln   besitzen   müssen,   welche   die   Exponenten   «,,«,,.-.,««  liefern. 

Alsdann   hat   ein   bestimmtes  System  linearer  Gleichungen  endliche  Lösungen 

zuzulassen,  welche  die  Werthe  der  Coefficienten  von  g{z)  gewähren. 

2. 

Bei  der  Behandlung  des  Falles  2)  voriger  Nummer  ist  es  zweckmässige 
die  Differentialgleichung  (A.)  durch  die  Substitution 

in  eine  Differentialgleichung 

zu  verwandeln.  Der  Untersuchung  werden  gewisse  aus  einem  Fundamental* 
Systeme  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  y^  y^  gebildete  Formen 
zu  Grunde  gelegt.  Es  sei  nämlich  t]  ein  algebraisches  Integral  dieser  Diffe- 
rentialgleichung, welches  einer« irreductiblen  Gleichung 

(1.)  ^«y-  +  ^«-1»-"'  +  -  +  A  =  0 

mit   rationalen    Coefficienten    genügt       Unter    den  Wurzeln    derselben    seien 
1' '*]i' ''li»  •••»  1»-i  ^^  beschaffen,   dass  nicht  der  Quotient  zweier  derselben  für 
jedes  z  constant  ist,   so   wird  ihre  Gesammtheit  (S.  111)   als   das  reducirte 
Wurzelsystem  der  Gleichung  (1.)  bezeichnet. 
Das  Product 

10* 
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ist  eine  algebraische  Function,  welche  für  jeden  Umlauf  von  z  in  sich  selbst 
multiplicirt  mit  einer  Einheitswurzel  übergeht,  d.  h.  Wurzel  einer  rationalen 
Function  (S.  114).  Andererseits  ist  yj.  als  Integral  der  Differentialgleichung 
(B.)  der  Form  ^.ly^  +  ^rt^i»  ^^^^  ^^i»  ^n  Constanten  bezeichnen.  Demnach  ist 
n  =  /'(yj,yj  eine  aus  y,,y,  gebildete  Form  n*~  Grades.  —  Während  also  in 
dem  Falle,  dass  die  Differentialgleichung  (B.)  durch  die  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  befriedigt  wird,  eine  lineare  Form  c^^i  +  c^y,  gleich  der  Wurzel 
einer  rationalen  Function  ist,  so  sind  in  dem  allgemeineren  Falle,  so  fem  die 
Differentialgleichung  nur  algebraische  Integrale  hat.  Formen  höheren  Grades 
gleich  Wurzeln  rationaler  Functionen.  —  Der  niedrigste  Grad  einer  Form 
dieser  Art  werde  mit  N  bezeichnet  (S.  1 1 6).  Es  wird  nachgewiesen  (Siehe 
4]  S.  123,  Satz  II.),  dass  die  Zahl  N  niemals  grösser  als  zwölf,  und 
weiter  (Siehe  S.  126),  dass  sie  eine  gerade  Zahl  sei. 

Bezeichnen  wir  den  Complex  aller  Formen,  welche  Wurzeln  rationaler 
Functionen  aequivalent  sind,  mit  0,  so  zeichnen  sich  unter  diesen  diejenigen 
aus,  welche  nur  die  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  einer  irreductiblen 
Gleichung  als  Factoren  enthalten,  welcher  ein  bestimmtes  Integral  genügt, 
und  zwar  diese  Glieder  alle  und  jedes  zur  ersten  Potenz.  Dieselben  werden 
Primformen  genannt  (S.  114).  Jede  Form  des  Complexes  0  lässt  sich  in 
ein  Product  von  Primformen  zerlegen  (S.  1 1 5).  Die  Zahl  N  ist  auch  der 
niedrigste  Grad  einer  Primform  (S.  116). 

3. 

Nach  Ermittelung  der  eben  angegebenen  oberen  Grenze  für  die  Zahl  N 
werden  im  Wesentlichen  zwei  Methoden  angewendet,  um  über  die  Frage  zu 
entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale  habe 
oder  nicht. 

I.  Methode. 

Eine  aus  einem  Fundamentalsysteme  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (B.)  y^,  y^  gebildete  Form  ft**°  Grades  genügt  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung ft  +  1*^  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten ,  welche  in  der 
Arbeit  S.  129  als  Differentialgleichung  (C.)  bezeichnet  ist.  Dieselbe  ist  über- 
einstimmend mit  der  linearen  Differentialgleichung,  welcher  y*  genügt,  wo  y 
ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  ist  (S.  129r— 131). 
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Wird  also  die  Differentialgleichung  (B.)  nur  durch  algebraische  Integrale 
befriedigt,  so  muss  die  Differentialgleichung  (C.)  für  [i.  =  Nj  demnach,  wenn 
nicht  iV=l,  d.h.  schon  der  Differentialgleichung  (B.)  eine  Wurzel  einer 
rationalen  Function  genügt,  für  einen  der  geradzahligen  Werthe  von  (i 
die  nicht  die  Zahl  12  übersteigen,  durch  die  Wurzel  einer  rationalen 
Function  befriedigt  werden  (S.  131). 

Erfolgt  dieses  für  ft  =  1  oder  für  einen  der  angegebenen  Zahlenwerthe 
von  ft  die  grösser  sind  als  2,  so  hat  auch  umgekehrt  die  Differential- 
gleichung (B.)  algebraische  Integrale  (S.  131).  Dieser  Satz  ergiebt  sich  aus 
dem  folgenden:  Ist  eine  aus  dem  Fundamentalsysteme  y^,  y,  gebildete  Form 
höheren  als  zweiten  Grades  und  nicht  Potenz  einer  Form  zweiten  Grades 
Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  hat  die  Differentialgleichung  (B.)  ein 
algebraisches  Integral,  ein  Satz,  welcher  S.  127  — 128  bewiesen  ist. 

Hat  aber  die  Differentialgleichung  (C.)  zuerst  für  ft  =  2  eine  Wurzel  9*  [5 
einer  rationalen  Function  zum  Integral,  so  ist  <p{zy  eine  rationale  Func- 
tion und 


,,,r(iiM^)V,iM^_,p, 


eine  constante  Zahl  l.     Ist  nun 

dz 


f 


9W 


gleich  dem  Logarithmus  einer  algebraischen  Function,  so  sind  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch  (S.  131).  Der  Beweis  dieses  Satzes 
gründet  sich  auf  die  S.  117 — 118  gemachten  Entwickelungen. 

Hiermit  ist  die  Untersuchung  der  Frage,  wie  die  Differentialgleichung 
(B.)  beschaffen  sein  müsse,  um  algebraische  Integrale  zu  besitzen,  bis  auf  die 
Betrachtung  von  f—p—j  die  im  letztangegebenen  Falle  nöthig  wird,  auf  die  in 
No.  1  dieser  Notiz  angeführte  Aufgabe  zurückgeführt,  nämlich  zu  bestimmen, 
unter  welchen  Umständen  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  die  Wurzel 
einer  rationalen  Function  befriedigt  wird,  d.  h.  nach  S.  102  zu  untersuchen, 
ob  ein  bestimmtes  System  linearer  Gleichungen  endliche  Lösungen  zulässt. 

Es  wird  (S.  132 — 134)  nachgewiesen,  dass  bei  der  Anwendung  dieser 
Methode    die   Differentialgleichung  (C.)   nicht   aufgestellt  zu  werden   braucht, 
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dass  man  vielmehr  ein  derselben  gleichbedeutendes  sich  unmittelbar  darbietendes 
System  von  Differentialgleichungen  der  Rechnung  zu  Grunde  legen  kann. 

II.  Methode. 

Diese  stützt  sich  auf  Entwickelungen ,  welche  der  Verfasser  im  Bande  75 
des  BoRCHARDTSchen  Journals  S.  208  sqq.  *)  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der 
linearen  homogenen  Relationen  gegeben  hat,  durch  welche  die  zu  den  ver- 
schiedenen singulären  Funkten  einer  linearen  Differentialgleichung  gehörigen 
Fundamentalsysteme  derselben  mit  einander  verbunden  werden;  Entwickelungen, 
durch  welche  diese  Coefficienten  aus  den  in  den  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung enthaltenen  Constanten  bestimmt  werden. 

Indem  nun  (S.  138 — 140)  direct  die  Einwirkungen  der  verschiedenen 
Umläufe  von  z^  als  eben  so  vieler  mit  einem  Fundamentalsysteme  y^,  y^  aus- 
6]  geführter  linearer  Substitutionen,  auf  eine  aus  y^,  y,  gebildete  Form  unter- 
sucht werden,  erhalten  wir  ein  gewisses  System  von  Gleichungen  zwischen 
den  Coefficienten  jener  linearen  Relationen,  den  Coefficienten  der  Primform 
niedrigsten  Grades,  und  den  in  P  enthaltenen  Constanten.  Es  lässt  sich  dem- 
nach bestimmen,  wie  diese  Constanten  beschaffen  sein  müssen,  damit  die 
Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale  besitze. 

Der  Verfasser  bemerkt  jedoch  (S.  141),  dass  die  erste  Methode  vor  dieser 
den  Vorzug  besitze,  die  endgültige  Entscheidung  auf  ein  System  algebrai- 
scher linearer  Gleichungen  zurückzufuhren,  während  die  zweite  Methode 
die  Untersuchung  transcendenter  Gleichungen  erforderte.  Indessen  wo 
die  Gesetze  dieser  transcendenten  Functionen  sich  einer  ähnlichen  Einfach- 
heit erfreuen  wie  die  GAusssche  FI -Function,  könne  diese  Methode  nicht 
ohne  Vortheil  angewendet  werden. 

Ist  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (B.)  gegeben,  und  soll  ent- 
schieden werden,  ob  diese  algebraische  Integrale  besitzt,  so  lässt  die  zweite 
Methode  Vereinfachungen  zu  (Siehe  S.  141  — 142),  indem  gelehrt  wird,  eine 
Tabelle  von  ähnlicher  Beschaffenheit  aufzustellen,  wie  die  auf  S.  126,  und 
die  Relationen  zwischen  den  zu  den  verschiedenen  singulären  Funkten  ge- 
hörigen Fundamentalsystemen  auf  dieselbe  anzuwenden. 


1)  Abh.  UV,  Bftnd  I  dieMr  Auif  aba,  8.  SM  ff.    Seb. 
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4. 

Es  ist  in  No.  2  dieser  Notiz  das  Resultat  erwähnt  worden,  dass  die  Zahl 
N  nicht  grösser  als  12  sei.  Dasselbe  ist  eine  unmittelbare  Folge  von  Ent- 
wickelungen,  welche  sich  auf  ^e  Eigenschaften  derjenigen  algebraischen 
Functionen,  welche  der  Differentialgleichung  (B.)  genügen,  und  die  Natur 
der  binären  Formen,  welche  aus  einem  Fundamentalsysteme  y^^y^  derselben 
gebildet  sind,  beziehen  (S.  102 — 126).  Die  hauptsächlichen  Elemente  dieser 
Entwickelungen  sind  die  folgenden: 

Sind  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch, 
so  ist  jedes  Integral  derselben  eine  rationale  Function  von  jg  und  einem  be- 
liebigen anderen  Integrale  (S.  107). 

Wenn  ein  algebraisches  Integral  y  auf  einem  gewissen  Wege  in  yj  über- 
geht, wo  j  constant,  so  ist  j  eine  primitive  ganzzahlige  /*•  Wurzel  der  Einheit; 
es  ist  l  Divisor  des  Grades  m  der  irreductiblen  algebraischen  Gleichung, 
welcher  y  genügt,  und  jedes  Integral  hat  die  Form 

worin   «',  ß'  Constanten,   ^(y')  eine  ganze   rationale   Function   von  y'  vom  [7 
Grade  -y  — 1   mit  in  z  rationalen   Coefficienten  bedeutet.     Die   Grösse   c^  ist 
ebenfalls  constant,  wenn  l>  2  (S.  108). 
Die  Function 

y'"Hy') 

ist  ebenfalls  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  (S.  108 — 109). 

Ist  F{y)  ein  Integral,  welches  nicht  gleich  y  multiplicirt  mit  einer  Con- 
stanten und 

1)  (a.)    F{y)=:  ß^'^^iy')    (^'constant), 

so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

(ß.)    F(y),  F(yj),  F{yr),  ...,  F(yi'-') 

nur  um  constante  Factoren  verschieden. 

2)  Ist  F(y)  nicht  der  Form  (a.)  und  l  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  kein 
Glied  der  Reihe  (^.)  gleich  einem  anderen  multiplicirt  mit  einer  Constanten. 
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3)  Ist  F{y)  nicht  der  Form  (a.)  und  l  eine  gerade  Zahl,  so  ist  kein  Glied 
der  Reihe 

(y.)    F(y),  F(yj),F{yr),...,F(yj''') 
gleich  einem  anderen  multiplicirt  mit  einer ,  Constanten.     Dagegen  ist 


F(yj '  ^1  =  -  F{yf)      (S.  110-111). 


Der  Grad  m  der  irreductiblen  algebraischen  Gleichung,  welcher  ein  alge- 
braisches Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  ist  für  alle  Integrale 
unverändert  derselbe.  Man  kann  daher  mit  Recht  m  den  zur  Differential- 
gleichung (B.)  gehörigen  Grad  nennen  (S.  111). 

Ist  y?  y^i  y,i -..j  y„_i  das  reducirte  Wurzelsystem  einer  irreductiblen  alge- 
braischen Gleichung  m**°  Grades,  welcher  das  Integral  y  genügt,  undj,j\,j,,  ..., 
die  Reihe  der  Zahlen,  mit  welchen  irgend  welche  der  Glieder  dieses  Systems 
multiplicirt  die  anderen  Wurzeln  derselben  Gleichung  reproduciren ,  so  sind 
diese  Zahlen  Einheitswurzeln.  Sie  seien  resp.  /***,  /^**,  /,^,  ...,  primitive  Wurzeln 
der  Einheit,  und  unter  den  Zahlen  ^  ^,,  /,,...,  '  die  grösste,  so  ist  /  ein  Mul- 
tiplum  von  Z^, /,,  ...,  und  es  liefert  das  System: 

Vi ,  yJj  yJ\  •  •  M  y.i'"'  (•  =  o,  i,  2, . . . ,  n- 1) 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (S.  111  — 113). 

s]      Die  Zahl  /  wird  der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  genannt,  es  ist 

■ 

also  das  Product  aus  der  Gliederzahl  des  reducirten  Wurzelsystems  in  den 
Index  desselben  gleich  dem  Grrade  der  Gleichung  (S.  113). 

Von  jeder  Form  des  in  No.  2  dieser  Notiz  mit  0  bezeichneten  Complexes 
gilt  der  Satz,  dass  sie  alle  solche  Linearfactoren,  welche  zusammen  das  reducirte 
Wurzelsystem  einer  irreductiblen  Gleichung  bilden,  gleich  oft  enthält  (S.  115). 

Gehört  eine  Form  dem  Complexe  0  an,  so  gehört  auch  jede  Co  Variante 
derselben  dem  Complexe  0  an  (S.  106). 

Die  ÜESSEsche  Covariante  einer  Primform  niedrigsten  Grades  ist  ebenfalls 
eine  Primform  (S.  116). 

Die  Linearfactoren  einer  Primform  niedrigsten  Grades  bilden  ein  redu- 
cirtes  Wurzelsystem  mit  kleinster  Gliederanzahl  N.  Es  wird  der  Index  des- 
selben mit  L  (S.  115)  bezeichnet. 
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Es  sei  >]  ein  Linearfactor  einer  Frimform  niedrigsten  Grades  0  (y ,  y^), 
C  irgend  ein  Factor  der  HESSEschen  Covariante  ^(y^yj  derselben.     Ist 

wo  ß'  constant  und 

so  ist  N=  A  (S.  119). 

Ist  kein  Factor  C  der  Form  (*.) ,  und  iV  >  2,  und  setzt  man  A  =  -^  oder 
Ly  je  nachdem  L  gerade  oder  ungerade,  so  ist  A  Divisor  von  2iV— 4  (S.  121) 
und  V(yj,y,)  der  Form 

W     V(y.,y.)  =  C[ß'y,-^(-iy''aiyt][ßiyi-^{-^lf'^aiy',]..^ 
^^2N-4^  (S.  122). 

Die  HESSESche  Covariante  ^Jjf^^y^  der  HESSEschen  Covariante  ^{y^^y^ 
hat  die  Form 

wo  ^^(yl^y,^)  nur  solche  Potenzen  von  y,  und  y^  enthält,  deren  Exponenten 
Vielfache  von  k  sind  (S.  122). 

Die  Zahl  A  ist  kleiner  als  6  (S.  122). 

Die  Zahl  N  ist  nicht  grösser  als  12  (S.  123). 

Die  Covarianten  niedrigem  als  N^  Grades  einer  Primform  niedrigsten 
Grades  müssen  identisch  verschwinden  (Siehe  S.  98). 

Mit  Hülfe  der  Eigenschaften  der  Primformen  niedrigsten  Grades  wird  [9 
eine  Tabelle  für  die  möglichen  Gestalten  derselben  hergeleitet  (S.  123 — 126)^ 
aus  welcher  sich  namentlich  ergiebt,  dass  N  von  den  die  Zahl  12  nicht  über- 
steigenden Werthen  nur  die  geradzahligen  annehmen  kann. 

5. 

Zum  Schluss  noch  einige  besondere  Resultate,  welche  zeigen,  wie  man 
in  concreten  Fällen  aus  den  in  der  Arbeit  entwickelten  Principien  einfache 
Mittel  der  Entscheidung  gewinnen  kann,  ob  die  Differentialgleichung  (B.) 
algebraische  Integrale  hat. 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sämmtlich  algebraisch, 
so  gehört  sie  zu  der  Klasse  der  Differentialgleichimgen  (12.)  No.  4  der  Arbeit 

Fnehs,  mathem.  Werke.    IL  11 
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in  Bd.  66*),  und  es  müssen  die  Wurzeln  der  zu  den  einzelnen  singulären 
Funkten  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  nach  (Bd.  66 
No.  6  n*))  rationale  Zahlen  sein  (s.  S.  104  der  vorl.  Arbeit).  Ist  dieses  erfüllt, 
und  irgend  einer  der  Nenner  dieser  auf.  ihre  kleinste  Benennung  gebrachten 
Zahlen  grösser  als  10,  so  besitzt  die  Differentialgleichung  (B.)  kein  alge- 
braisches Integral,  wenn  nicht  diese  selber  oder  die  Differentialgleichung  (C) 
für  ft  =  2  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  wird  (Siehe 
S.  134—135). 

Sind  die  Nenner  derselben  Zahlen  sämmtlich  von  den  Zahlen  1,  2,  4  ver- 
schieden, und  wird  die  Differentialgleichung  (C.)  far  ft  =  2  durch  die  Wurzel 
einer  rationalen  Function  befriedigt,  so  genügt  der  Differentialgleichung  (B.) 
entweder  überhaupt  kein  algebraisches  Integral  oder  die  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  (S.  135—136). 

Sind  sämmtliche  Nenner  gleich  2,  femer  j-  die  in  algebraischem  Sinne 
grössere  der  beiden  Wurzeln  ^»  1  — •—  der  zum  singulären  Punkte  a^  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung,  endlich  y.  das  zu  —  als  Exponent 
gehörige  Integral  (s.  Bd.  66,  No.  6^),  und  setzt  man  voraus,  dass  for  alle  singu- 
lären Punkte  der  Coefficient  von  (^  — a^)"^*""  in  der  Entwickelung  von  -^  nach 
steigenden  Potenzen  von  z  —  a^  verschwindet,  so  wird  die  Differentialgleichung 
(B.)  durch  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  (Siehe 
S.  137—138). 

Heidelberg.  L.  Fuchs. 


1)  Abk.  YI,  Band  I  dieser  Aiufabe,  8. 186.    Seh. 
>)  EbeidA,  8. 199.    Sch. 
s)  EbeadA,  8. 196  ff.    Seh. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  76,  Zeile  18  jedes  statt  jeden, 

• 

„  78,     „       8  Entwickelungen  statt  Einwirkungen, 

„     „ ,     „       8  y.  u.  GAUSSsche  H-Function  statt  GAUSSSchen  II-Functionen, 

„  79,     „       7  gebildet  sind  statt  überhaupt, 

„80,     „     12  die  Reihe  der  Zahlen  statt  die  Zahlen, 

„  81,     „       7  Factor  C  statt  C  Factor, 

„     „ ,  Gl.  (f.)  (-1)^-My}  statt  (-l/-«2>}yt, 

„  82,  Zeile  17  No.  6  statt  No.  5.  SOH. 


11 


XXIV. 

SUR  QUELQUES  PROPRI^T^S  DES  INTEGRALES  DES  ]&QUATIONS 

DIFFlßRENTIELLES,  AUXQUELLES  SATISFONT  LES  MODULES  DE 

PlßRIODICIT^  DES  ENTlßGRALES  ELLIPTIQUES  DES  DEUX 

PREMIERES  ESPECES. 

Extrait  d'une  lettre  adress^  k  M.  Hebmite. 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  83,  1877,  p.  13  —37.) 


Dans  le  memoire  suivant  je  con9oi8  le  module  k  des  fonctions  ellip-  [13 
tiques  comme  variable  ind^pendante ,  et  je  döfinis  les  qaantit^s  K  et  EJ 
comme  des  fonctions  de  cette  variable  au  moyen  de  Töquation  diff^rentielle 
ä  laquelle  elles  satisfont.  Soient  K  et  K  des  valeurs  d^terminöes  de  ces 
fonctions  pour  une  valeur  donn^e  de  Ä;  leurs  valeurs  qui  correspondent  aux  che- 
mins  de  la  variable  ind^pendante  menant  au  mSme  point  k  ont  respectivement 
les  formes  a^K-^b^K'^  a^K-^\K'^  oü  «j?  &i,  «,?  \  sont  des  nombres  ind^pendants 
de  k.  Je  d^termine  ces  nombres  au  moyen  des  principes  ötablis  dans  mon 
memoire  (Joum.  de  M.  Borchardt,  t.  71,  p.  91*)),  et  ensuite  je  demontre 
que  la  partie  reelle  du  quotient 

~  a,K^-b,K' 

est  ou  nulle,  ou  positive.  Ce  th^oreme  comprend  comme  cas  special  le 
th^oreme  connu  dans  la  thöorie  des  fonctions  ellip  tiques,  qui  dit  que,  pour 
une   valeur   fixe    de   Ä,   la   partie  röelle   du   quotient   des   deux  integrales 


/ 


1)  X^.  Tni,  1 1  de  ceit«  Edition,  p.  241  «t  raiv.    Seh. 
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d^finies  K'  et  K  est  positive.  Comme  la  dömonstration  de  notre  theoreme 
plus  g^n^ral  s'appuie  sur  des  principes  tout-ä-fait  diff^rents  de  ceux  qu'on 
applique  pour  demontrer  le  theoreme  special  dans  la  throne  des  fonctions 
elliptiques,  eile  en  fournit  en  m^ine  temps  une  nouvelle  demonstration. 

LI 

Je  considere  ensuite,  dans  requation  q  =  e  ^  q  comme  variable  inde- 
pendante,  et  je  fais  voir  que  la  fonction  ft*  de  q  qui  en  resulte  par  Fin Version 
est,  de  möme  que  Kj  une  fonction  holomorphe  dans  Tinterieur  d'un  cercle 
Ä,  decrit  autour  du  point  q  =  0  comme  centre  avec  un  rayon  egal  ä  Tunite. 
De  cette  recherche  il  resulte  une  connexion  entre  k*  et  q  teile  que,  lorsque  q 
decrit  un  chemin  quelconque  dans  Tinterieur  de  Ä,  partant  du  centre  et 
14]  aboutissant  ä  un  point  quelconque  de  la  periph^rie,  la  fonction  ft*  partant 
du  point  k  =  0  doit  aboutir  ä  Tun  des  points  k  =  1^  k  =  00.  II  s'ensuit  que 
chaque  point  de  la  circonförence  de  Ä  est  un  point  de  discontinuite  de  la 
fonction  k*  de  q.  Voilä  la  cause  de  la  propriet^  dejä  signalee  de  cette  fonction, 
de  ne  point  permettre  d'extension  par  continuite  au  delä  de  cette  periphörie. 

La  d^pendance  qü'il  y  a  entre  &'  et  q  et  que  nous  venons  d'indiquer, 
peut  ögalement  6tre  caracterisee  de  cette  maniere  que,  dans  le  plan  de  A;,  ä 
un  chemin  quelconque  joignant  le  point  jfc  =  0  ä  Fun  des  points  ft  =  l,  ä;  =  oo, 
correspond  un  chemin  de  q^  contenu  dans  Tinterieur  de  Ä,  partant  de  j'  =  0 
et  aboutissant  ä  la  p^riphörie,  de  sorte  que  la  fonction  ft*  de  j,  holomorphe 
dans  rinterieur  de  Ä,  öpuise  tous  les  points  du  plan  de  k. 

Je  considere  en  second  lieu  les  periodes  de  Tintegrale  elliptique  de 
seconde  espece,  J  et  J\  comme  fonctions  de  la  variable  ind^pendante  kj  en 
les  d^finissant  par  une  equation  diff^rentielle  lineaire  du  second  ordre  ä  laquelle 
elles  satisfont.  Les  valeurs  diverses  de  J  et  J'  qui  correspondent  aux  chemins 
divers  de  la  variable  independante  menant  au  mSme  point  fc,  ont  respective- 
ment  les  formes  cl^J -^  ß^J\  a^J -^^  ß^J\  oü  «i? /S,»  «,, /*,  sont  des  nombres  inde- 
pendants  de  k.     Ayant  determin^  ces  nombres,  je  fais  Tötude  du  quotient 

Ensuite  je  considere,  dans  l'^quation  8  =  6"^  ,5  comme  variable  independante, 
et  je  demontre  que  la  fonction  — ji—  de  ä,  qui  en  resulte  par  Tinversion,  est 
aussi  holomorphe  dans  Tinterieur  d'un  cercle  8,  döcrit  autour  du  point  5  =  0 
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comme  centre  avec  un  rayon  ^gal  ä  l'unit^.  Mais  on  trouve  une  difFi^rence 
essentielle  entre  la  fonction  7,  de  s  et  la  fonction  Ä*  de  q  dont  il  a  6t6 
question  plus  haut:  c'est  que  les  valeurs  de  Je  correspondant  aux  points  de 
Tintörieur  de  S,  n'öpuisent  pas  tous  les  points  du  plan  de  fc;  au  contraire  la 
fonction  ~  de  s  permet  une  extension  par  continuit^  au  delä  de  la  p^riph^rie 
de  C,  de  teile  maniere  que  dans  l'exterieur  de  ?  eile  est  aussi  holomorphe 
pour  toute  valeur  finie  de  q.  Enfin  notre  recherche  möme  öclaircira  pourquoi 
c'est  -jT  et  non  -j  qui  joue  le  role  analogue  ä  --^• 

1.  [15 

Supposons  k  r^el  et  en  valeur  absolue  inferieur  ä  l'unite,  et  posons 

K=  C        ^^  K  =  r*        ^ 

Si  en  prenant  la  racine  carree  avec  le  signe  positif ,  on  effectue  les  intögrations 
tout  le  long  de  Taxe  reel  des  o;, .  ces  integrales  seront  des  fonctions  de  k 
bien  d^terminöes.  Soient  o;'  =  y  et  Ä'  =  — ,  de  sorte  que  u  est  röel  et  >  1; 
on  aura 

^^  2^Jo  Vy(i-y)("-y)'      ^  ^  2V^J^   v^(y-i)(u-ff)' 

oü  la  racine  0*  ^st  positive   et  les  intögrations  s'effectuent  le  long  de  Taxe 
röel  des  y  avec  le  signe  positif  de  la  racine  carree. 
En  posant 

^'       J,    \ly{l^y){u^y)\         '*       J,     \Jy{y-l){u-y)' 
on  a 

2. 

Les  valeurs  des  fonctions  yj^,  tj,  de  u  6tant  döfinies  dans  le  num^ro  pr6- 
cedent  pour  des  valeurs  limitöes  de  la  variable  w,  je  me  propose  de  les  d^ter- 
miner  pour  des  valeurs  quelconques  complexes  de  cette  variable.  Pour  cela 
je  recours  ä  leur  propriöt^  connue  de  satisfaire  ä  T^quation  difförentielle 

(A.)  2«(«-l)|l  +  2(2«-l)^  +  l,  =  0. 
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(Voir   p.  e.  mon   memoire   dans   le   Joum.  de  M.  Borchardt,   t.  71,  p.  118*), 

^q.  (7.)). 

Au  m^me  endroit  (p.  122*))  j'ai  d^montr^  ce  qui  suit: 

Au  point  singulier  u  =  0  appartient  le  Systeme  fondamental   d'intögrales 

^oi^^o.  q^i^  dans  le  domaine  du  möme  point,  ont  les  formes: 

/  ^      «    /1.3.5...(2b-l)V  6 

(1.)  p»>-^  +  ?>(      2...6...2b    T' 

oü  H^{u)   est  une  fonction  holomorphe  dans  le   möme   domaine,   d^finie   par 
i6]  r^quation: 

Au  point  singulier  u  =  i  appartient  le  Systeme  fondamental  d'int^grales  »,j,  r,^ 
qui,  dans  le  domaine  du  point  u  =  i,  ont  les  formes: 

(2.)  ""  ~  ^-t"^      ^  \      2.4.6... 2b      j  ^"     ^^  ' 

I  »if  =  -SjC«)  »„  +  v,.  log  (m  - 1) , 

oü  H^(u)   est  une   fonction  holomorphe   dans  le   mSme  domaine,   d^finie  par 
r^quation  : 

H,iu)  =  -4log2+  r    )"*"■'"    du. 

Enfin  au  point  singulier  u  =  oo  appartient  le  Systeme  fondamental  d'intägrales 
*«i' *■•  ^^1  ^^^^  ^®  domaine  de  u  =  oo,  ont  les  formes: 

,  •-.  =  (D*h?.(^4^lxä|?^)'©']. 

OÜ  H^{u)  est  une   fonction   holomorphe   dans  le  m^me  domaine,   döfinie  par 

r^quation: 

•«♦l  +  «i.(l-u) 


ir.,,  =  -.....-fi±^i£^... 


1)  M^m.  Yin,  i.  I  de  cett«  tfdiüoii,  p.  271.    Seh. 
t)  ibid.  p.  276.    Seh. 
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On  a  par  cons^quent 

(4.)  ^1  =  «1^11  +  ^^!«;     ^jf  =  öiVn  +  ^t^m 

ou  ^^9  6^9  A,9  &,  sont  des  constantes  que  nous  allons  d^terminer. 
En  posant 

et 

Ä  =  r    ^-^  -^v    5  =  r    ^ 

oü  Ton  doit  prendre  ^  positive  et  effectuer  les  integrations  le  long  de  Taxe 
reel  des  y  avec  les  signes  positifs  des  racines  carr^es,  on  a 

A^  =  2  log  2,    pour    w  =  1; 
puis  on  a 

B,  =  2log(V/i^+l)-log(ti-l). 

Donc  [17 

lim[Tji  +  log(tt  — 1)]  ^  4  log  2,    ponr    w  =  1. 

En  ayant  egard  aux  ^quations  (2.),  il  suit  de  la  premiere  des  öquations  (4.): 

ftj  =  -1,    öj  =  0. 
Par  un  calcul  analogue  il  vient: 

lim  7),  =  IC,    pour    m  =  1; 

et  puis 

6,  ^0,    a,  =  IC. 

La  relation  (4.)  de  vient  ainsi: 

(B.)  Ti,  =  -t;„,    ij,  =  icv.j. 

Nous  avons  de  möme 

oü  c  ^  d^j  c^y  d^   sont  des   constantes   que  nous   allons   d^terminer.     On   voit 
imm^diatement  que 

limijj^i  =  ic,    pour    w  =  oo. 

n  s'ensuit  donc  des  equations  (3.) 

d^  =  0,    c^  =  ic. 

Fvclis,  BAtlMB.  Werk«.    IL  12 
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Fosons  y  =  u—(u—l)z  dans  yj, ;  on  aura 


0  y'^(i_^)[i_iirl,] 


et 

(l-\Ji)d/i  „  r^  djt 


A. 


V/,(i-.)[.-^.]       •    •'•  v/(.-.)[.-^.] 


oü  les  intögrations  doivent  ^tre  effectuöes  de  la  m^me  maniere  que  dans  les 
integrales  J.^,  B^.     On  a 

lim^.  =  2  log  2, 


limB.  =  2log2-lmIogi    j  (?«"«  =  «'); 


donc 


lim 


Tj,0«  +  log—    =  4  log  2,    pour    tt  =  oo. 

Par  cons^quent,  en  ayant  6gard  aux  ^quations  (3.),  il  vient 

d,  =  —  1,    c,  =  0. 
i8]  Nous  obtenons  ainsi: 

Fosons  enfin 

(6-)  >li  =  ^i«^oi  +  /i«^ot,    >lt  =  ««ni  +  ^i^^c- 

La  d^termination  des  constantes  ^,?  fp  ^,)  /i  exige  un  autre  proc^dö,  parce  que 
7]^  7],  ne  sollt  döfinies  dans  le  no.  precedent  que  pour  des  valeurs  reelles  de 
u  qui  surpassent  Tunite.  L'une  ou  l'autre  des  equations  (B.)  et  (C.)  est 
propre  ä  definir  les  fonctions  yj^,  tj,  pour  toute  l'etendue  du  plan  w,  les  fonc- 
tions  r^,,  v^,,  v.^,  v^  etant  determinees  dans  ce  plan.  (Voir  mes  memoires 
t.  66,  p.  121;  t.  75,  p.  177  du  Joum.  de  M.  Borchardt *)).  Nous  pourrions 
aussi  definir  ij^,  >],  pour  toute  Tetendue  du  plan,  en  fixant  leurs  valexirs  par 
des  integrales  döfinies  d' apres  la  methode  de  mon  möm.  t.  71,  p.  123*).  Une 
circulation  de  u  autour  du  point  w  =  1  change  \^  y;^  en  des  fonctions  Unfaires 


1)  Mtfin.yi,  p.  160;  mto.  XIV,  p.  861  du  1. 1  de  ceiie  edition.    Seh. 
t)  M^m.  ym,  1 1  de  cette  Edition,  p.  276.    Seh. 
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et  homogenes  de  ces  quantitös,  repr^sentees  d' apres  les  ^quations  (B.)  par  la 
Substitution : 

1    -2t 


«■ = il  -r) 


De  m^me.une  circulation  de  u  autour  de  u  =  oo  change  t]^,  t]^  en  des  fonctions 
Unfaires  et  homogenes  de  ces  quantites,  repr^sentees  d' apres  les  ^quations  (C.) 
par  la  Substitution: 


^-  =  (    2i   -l) 


Et  si  le  m^me  contour  est  d^crit  dans  le  sens  inverse,  yj^  t],  deviennent  des 
fonctions  Unfaires  et  homogenes  de  ces  quantites  repr^sent^es  par  la  Substitution: 

^-  =  (zli  _i)- 

D^signons  par 

la  Substitution  qui  sert  ä  döterminer  les  fonctions  linöaires  et  homogenes  des 
quantites  ij^,  tj,,  qui  resultent  d'une  circulation  de  u  autour  du  point  w  =  0; 
on  aura 

(7.)  S_.  =  S,S,, 

en  d^signant,  comme  on  le  fait  usuellement,   une   Substitution  composöe   de 
deux  ou  de  plusieurs  autres,  par  le  produit  des  substitutions  composantes. 
L'öquation  (7.)  peut  Ätre  ^crite  ainsi  [19 


/-l         0\  _  (tt-2yi    ß-2di\ 
l-2i    -l)-[      y  d      ) 


et  foumit  tout  de  suite: 

a-2yi  =  -l,     /J-2*f  =  0,     y  =  -  2i,     *  =  -1, 

ou 

(8.)  «  =  3,     /J  =  -2i,     y  =  -2<,     *  =  -l; 

donc 

3     -2t 


_  /     3     -2t\ 
-  l-2t    -1  j 


^'  V-25t     -1    / 

12* 
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Or  d' apres  les  ^uations  (6.)  et  (1.)  on  a 

en  dösignant  par  8'^  la  Substitution  inverse  d'une  Substitution  8^  ou,  en  posant 


A 


1  + 


A 


On  en  tiie  donc  ä  l'aide  des  ^quations  (8.): 


(9.) 


A 


=  -1, 


«/? 


-1, 


A   ~  ^* 


Mais  comme  nne  de  ces  ^quations  est  une  consöquence  des  deux  autres,  elles 
ne  pr^sentent  en  effet  que  deux  öquations  ponr  la  d^termination  des  qnantitös 
e,,  /*,,  e,,  /*,.  Deux  autres  ^quations  d^coulent  de  la  m^thode  suivante,  par 
laqueUe  nous  pourrons  obtenir  encore  d' autres  formules  utiles  ponr  ce  memoire. 
On  a  (Yoir  p.  e.  mon  m^m.  t.  66,  p.  128*)) 


dl), 
du 

'Jt 

du 

^ 

G 


tt(w-l)' 


QU  C  est  ind^pendant  de  u.     Par  cons^quent 


du 


(«-1)         T),(«-l) 

■dir         ^ 


G 
u 


ao]  D'apres  les   öquations  (B.)  et  (2.),   ij,  et  ^  ont   des  valeurs  finies  pour 
M  =  1,  savoir  t),  =  ic;   en  outre  tQj(«  — 1)  =  0  et  -^(«— 1)  =  — i  pour  w  =  l. 


Donc  on  a 


C  =  -it, 


1)  lUm.n,  1. 1  d«  Mtto  Mitlon,  p.  116.    Sah. 
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et  par  consöquent: 


(D.) 


On  a  de  m^me: 


dri. 


du 

^ii 

drj, 
du 

>ii 

du 

»0. 

«'»Ol 

•1 

—  IC 


u(w-l) 


du       '' 


C 


tt(w-l)' 


oü  C  est  indöpendant  de  u;  donc 


dv 


Ol 


U 


du 
dv 


'Ol 


08 


du 


un 


ot 


c 


u-1 


£n  posant  m  =  0,  on  trottve  d' apres  les  ^quations  (1 .) 

C=-l, 


par  cons^quent 

• 

«'»Ol        .. 

(10.) 

du     "•• 

= 

1 

«(«-1) 

du      "" 

Or  on  d^duit  des 

^quations  (6.) 

du      ^^ 

du     "i« 

= 

=  A 

du      *'•• 

dv„ 

du       " 

par  cons^quent  on  conclut  des  öquations  (D.)  et  (10.) 


(11.) 


A    =    TT. 


Soit  u  une  quantit^  reelle  et  positive  inferieure  ä  1,  et  Tint^grale 


•^1 


dy 


Vy(y-i)(w-y) 
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2i]  prise  le  long  de  Taxe  reel  des  y  avec  le  signe  positif  de  la  racine  carröe; 
d  regard^e  comme  fonction  de  u  satisfait  ä  r^quation  diff^rentielle  (A.).  Par 
un  calcul  analogue  ä  celui  que  nous  venons  de  faire  pour  la  d^terminatioii 
de  la  limite  de  \  pour  w  =  1,  on  d^duit 

lim  6  =  — w,     pour    u  =  1. 

D'une  maniere  semblable  ä  celle  que  Ton  a  employee  ci-dessus  pour  tj,  on 
trouve : 

(12.)  »  =  -irt;,j. 

De  cette  equation  et  des  ^quations  (B.),  on  conclut  que  d  repr^sente,  pour 
des  valeurs  reelles  de  u  comprises  entre  0  et  1,  le  prolongement  de  la  fonction 
—  7]^  teile  qu'elle  est  döfinie  par  Tequation  (B.)  ou  (C).     Donc  on  a 

limr^,  =  —lim  6,     pour    m  =  0. 
Mais  en  posant 

oü 


on  a 


Um^o  =  -2log2, 

>  (pour  u  =  0). 
lim-Bo  =  -2log2  +  Umlogw,  ^  ^^  ^ 


Donc 


lim  [y],  +  log  m]  =  4  log  2,     pour    u  =  0. 
De  la  seconde  des  ^quations  (6.)  on  deduit,  en  ayant  egard  aux  ^quations  (1.), 

ft  =1,    e,  =  0. 
Par  consequent  les  equations  (9.)  et  (11.)  donnent  les  valeurs 

On  a  donc: 


'<«• 


Ces  equations  et  les  öquations  (1.)  pourraient  servir  ä  determiner  l'expression 
de  5;,   que   Ton   trouverait  d'accord  avec  Texpression  ddjä  donnöe  plus  haut. 
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3. 

Recherchons  maintenant  les  diverses  valeurs  que  les  fonctions  v),,  ij,  peu- 
vent  acqu^rir  pour  un  point  quelconque  tt,  d'apres  les  divers  chemins  que 
peut  suivre  la  variable  pour  parveuir  ä  ce  point. 

A  cet  effet  on  d^duit  ais^ment  les  öquations  [as 

/    3     -2A-_  /2«  +  l        -2nt    \ 
^•'  ^0  ~  \-2i   -1  )  ~  \-2ni    -(2n-l)}' 


/«x  c-        /l    -2»Y       /l    -2n»\ 


pour  une  valeur  quelconque  entiere  de  n,  en  designant  toujours  une  Sub- 
stitution composöe  de  plusieurs  autres  par  des  produits  et  des  puissances  des 
substitutions  composantes. 

Les  substitutions  5;,  8^  et  lexirs  puissances  ont  par  cons^quent  la  forme: 


= {t<  r)- 


oü  Ij  li^  v^  Q  sont   des  nombres  reels  et  entiers.     Composons  la  Substitution  o 
avec  une  Substitution  semblable  a': 


Wi  o' )' 


oü  A,  ft,  V,  p   representent  aussi  des  nombres  entiers  et  r^els;  il  en  r^sulte  la 
Substitution 

de  la  m^me  fprme. 

De  lä  il  suit  que  la  Substitution: 

« 

n  =  sis!s!!'s!'s!^sy.., 

oü  ^y  l^  Jc^^  l^,  k^^  l^^  . . .  signifient  des  nombres  r^els  et  entiers  positifs,   negatifs 
ou  nuls,  a  toujours  la  forme  d'une  Substitution  o. 

Comme  un  chemin  quelconque  de  la  variable  u  change  les  fonctions 
ijj,  7],  en  des  fonctions  Unfaires  et  homogenes  de  ces  fonctions  dont  les  coeffi- 
cients  s'obtiennent  par  une  Substitution  de  la  forme  Fl,  il  s'ensuit  que  toutes 
les   valeurs    dont   \   et  t],   soient   susceptibles   pour   le    m^me   point   w,   sont 
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repr^sentöes  par  les  formales: 

(F.)  ili,+  ^iY)„       V»>)j  +  PY]„ 

oü  Ij  fi^  v^  Q  sont  des  nombres  r^els  entiers.  Les  d^terminants  des  substitutions 
8^  et  S^  ^tant  egaux  ä  Tuiiit^,  et  le  d^terminant  d'une  Substitution  composee 
de  plusieurs  autres  ötant,  comme  l'on  sait,  ögal  au  produit  des  döterminants 
des  substitutions  composantes,  il  en  rösulte  que 

(G.)  ip  +  fiv  =  1. 

as]  4. 

D'apres  le  no.  pr^c^dent,  le  quotient 


H  =  ^  = 


K 


prendra    en    un    point    quelconque    u^    pour   les    divers    chemins    par    oü  la 
variable  u  y  parvient,  les  valeurs  contenues  dans  la  forme: 

f^\  i/f  +  pH,  _    i         1  QJ 

en   dösignant  par  H^  une   valeur   quelconque  parmi  Celles  que  H  acquiert  en 
u^   et  par  A,  fi,  v,  p   des   nombres  röels  entiers  qui  satisfont  ä  l'^quation  (G.)* 
Or  d' apres  les  öquations  (B.),  (C),  (E.)  et  les  ^quations  (l.),  (2.),  (3.)  du 
no.  2,  on  a 

H^,  =  — »,    pour    w  =  0, 

(^.)  ,    Ho  =  0,       pour    tt  =  1, 

H^  =  ^  +  — limlogtt,    pour    m  ^  oo, 

IC  7C 

c. .  ä.  d.  que  la  partie  reelle  de  H^  est  infinie  et  positive  pour  w  =  oo. 

Donc  toutes  les  valeurs  qu' acquiert  H  pour  les  points  w  =  0,  1,  oo,  la 
variable  u  y  parvenant  par  un  chemin  quelconque,  sont  repr^sentees  par  les 
formules  suivantes: 

ponr    tt  =  0,      H  =    ,  .  ^  i* 

'^  i  +  ^ 

ponr    tt  =  1,      H  =  yf, 

pour    tt  =  cx>,    H  =:  ou  ä  — —ij 
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ou  ä  un  nombre  dont  la  partie  reelle  est  infinie  et  positive,  en  d^ignant 
toujours  par  A,  fi,  v,  p  des  nombres  röels  entiers  qui  satisfont  ä  röquation 
(G.).  n  faut  remarquer  que  la  seconde  valeur  que  H  peut  avoir  pour  ti  =  oo 
correspond  ä  fi  =  0.  Mais  on  a  alors  d' apres  r^quation  (G.)  Ap  =  1,  ou, 
A,  p  ^tant  des  nombres  entiers,  A  =  p  =  ±l,  c.  ä.  d.  y  =  l.  Fortant  dans 
(a.)  la  valeur  de  H^  donn^e  par  (/).)  pour  u  =  oo,  et  fi  =  0,  on  arrive  ä  une 
▼aleur  dont  la  partie  reelle  est  infinie  et  positive. 
Posons  maintenant 

-icH 

q  =  e        ; 

les  diff(§rentes  valeurs  qu'acquiert  q  pour  u  =  0,  1,  oo,  la  variable  u  ayant 
d^crit  pour  parvenir  ä  Tun  de  ces  points  un  chemin  quelconque,  sont  [34 
donn^es  dans  le  tableau  suivant: 

q  ^=z  e         ,     pour    u  =  0, 
(H«)  ^    g  =  e"^^^,     pour    w  =  1, 

g  =  on  ä    e"     \    ou  k  z^ro,    pour   m  =  00, 

oü  ^,  e,  C  sont  des  nombres  r^els  et  rationnels.     Donc: 

A  Texception  de  la  valeur  j'  =  0  toutes  les  valeurs  du  tableau 
(H.)  ont  des  modules  ögaux  ä  Tunite. 

5. 

On   d^duit   des   ^quations  (B.),  (C),  (E.)    et  des  öquations   (l.),  (2.),  (3.) 
du  no.  2 

(1.)  H  =  — .   .r./.  , — -. T-    dans  le  domaine  de   w  =  0, 

(2.)  H  =  — rr/  \ — "1 — 7 TT    daus  Ib  domaine  de  i*  =  1, 

(3.)  H  = -ff«(w) log—    dans  le  domaine  de   m  =  00. 

IC  IT  tt 

Comme  H^{u)^—HJ^u)^'-HJu)  dans  le  voisinage  respectivement  de  w  =  0, 
«^  =  1 ,  t^  ==  00  ne  different  que  tres  -  peu  de  la  valexir  4  log  2 ,  tandis  que  les 
parties  reelles  de  logw,  log(w  — 1),  log—  dans  le  voisinage  respectivement  des 
m^mes  points  acquierent  des  valeurs  infinies  negatives,  on  conclut  que  les 
parties  reelles  des  valeurs  de  H  donn^es  par  les  formules  (1.),  (2.), 

Fachs,  mathem.  Werke.    TL  13 
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(3.),  sont  positives  dans  trois  parties  du  plan,  dont  l'une  contient 
le  point  te  =  0,  l'autre  le  point  u  =  1  et  la  troisieme  le  point  ti  =  oo. 
Dösignons  ces  parties  du  plan  respectivement  par  /i,  /ii  /*.• 
Soit  pour  un  chemin  quelconque  de  u 

H  =  a  +  /Ji, 

oü   a,  /)   sont   des   quantit^s   reelles;   on   a   d' apres   le   no.  4,   formule  (a.)   la 
valeur  suivante  de  H  pour  un  autre  chemin  quelconque  de  u: 

jj  _    vi-hQJja  +  ßi)  _  aQ  +  (ßQ  +  v)i 
A  +  iii{a  +  ßi)  A  —  fi/J  +  (lai 

La  partie  reelle  en  est  d'apres  T^quation  (G.): 


(A -,*/»)• +,iV 
Donc : 

Le  signe  de  la  partie  reelle  de  H  est  indöpendant  du  chemin 
parcouru  par  la  variable  u. 

as]     En  appliquant  ce  th^oreme  aux  valeurs  de  H  pour  les  points  de  f^%f^f^y 
on  trouve: 

La  partie  röelle  de  H  en  un  point  quelconque  de  fojfijf^  est 
positive  ou  nulle,  ind^pendamment  du  chemin  qu'a  parcouru  u 
pour  parvenir  ä  ce  point,  ou  bien: 

Le  module  de  ^  est  ^gal  ou  införieur  ä  l'unit^  pour  les  points 
de  f^^f^^f^y  ind^pendamment  du  chemin  de  u. 

6. 
De  r^quation  (D.)  rösulte 


dU 


IC 


du 
et  par  suite 

du 

ou 

du 


tt(w  — 

i)i!' 

ic'g 

u(u 

-^H 

u(u 

-i)>i! 

SUR  QUELQUES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DE  LA  THEORIE  DES  FONCT.  ELUPT.       99 

On  d^duit  des  ^quations  (C.)  et  (3.)  no.  2  que  dans  le  domaine  de  ti  =  oo 

^  ff.(i*)+log-i 

q  =  e^^  =  e  ; 

donc  on  a 

oü  n  — j  reprösente  une  s^rie  ordonnöe  suivant  les  puissances  entieres  et  posi- 
tives de  —  et  convergente  dans  le  domaine  de  w  =  oo.  Au  moyen  d'un 
thöoreme  connu  on  tire  de  cette  ^quation: 

(2.)  i  =  163 +  }•?(}), 

oü  7(9)  repr^sente  une  serie  ordonn^e  suivant  les  puissances  entieres  et  posi- 
sitives  de  q  et  convergente  ä  Tint^rieur  d'un  cercle  d^crit  autour  du  point 
3  =  0  comme  centre  avec  un  rayon  suffisamment  petit. 

En  consid^rant  dans  F^quation  diff^rentielle  (J.)  q  comme  variable  indö- 
pendante,  cette  ^quation  a  ime  integrale  — ,  s'^vanouissant  avec  q  et  repr6- 
sent^e  par  Töquation  (2.)  dans  le  voisinage  de  q  =  (S.  D'apres  un  th^oreme 
connu,  (Voir  le  m^m.  de  MM.  Briot  et  Bouquet  dans  le  Journal  de  l'l^cole 
Folytechn.  cah.  36,  p.  138)  cette  integrale  reste  holomorphe  dans  une  partie 
du  plan  qui  contient  j'  =  0,  tant  que  -^  a  la  m^me  propriötö  par  rapport  ä  [a6 
q  eiu^  ou  bien  lorsque  Ton  n'a  point  3  =  00  et  que  u  n'acquiert  aucune  des 
valeurs  0,  1. 

En  outre,  pour  une  valeur  q  =^  q'  finie,  diflKrente  de  z^ro  et  non  situ^e 
sur  la  circonförence  du  cercle  d^crit  autour  de  3  =  0  comme  centre  avec  un 
rayon  ögal  ä  Tunitö,  il  n'est  pas  possible  que  u  prenne  une  valeur  u'  diff(£- 
rente  de  0,  1,  00  et  pour  laquelle  \  soit  ^gale  ä  z^ro.  Car  on  aurait  alors 
dans  le  voisinage  de  e^  =  u\  \  =  (^  — ^')A^)i  ^^  f^)  ^®*  holomorphe  dans 
le  m^me  voisinage  et  ne  s'^vanouit  pas  pour  u  =  u']  et  Ton  döduirait  de 
r^quation  (J.) 

d  /  1  \  ^  ii(u-i)rw 

dq  \w  — u'/  ifq 

Donc  _  ,  serait  dans  le  voisinage  de  q  =  q'  une  fonction  holomorphe  de  q 
et  ne  deviendrait  pas  infinie  pour  q  =  q\  contre  Thypothese. 

13  ♦ 
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Mais  ponr  la  fonction  u  de  q  on  bl  toujours  röquation: 

(3.)  2  =  ^""", 

et  d' apres  le   no.  4  ponr  w  =  0,  1,   le   modale   de  q  est  6gal  ä  Tunit^;   d'oü 
Ton  conclut  immödiatement  ce  thöoreme: 

I.  Si  Ton  considere  dans  l'^quation  (3.)  u  comme  fonction  de 
qj  cette  fonction  est  holomorphe  dans  un  cercle  9  d^crit  autour 
du  point  q  =  0  comme  centre  avec  un  rayon  6gal  ä  l'unitö.  En 
outre  dans  aucun  point  de  Tint^rieur  de  9  la  variable  u  n'ac- 
quiert  üne  valeur  qui  fasse  ^vanouir  la  fonction  ij^. 

L'öquation  (2.)  döfinit  la  fonction  u  dans  toute  Tötendue  du 
cercle  S. 

La  döfinition  des  fonctions  tj^  tq^  par  des  integrales  d^finies  (Voir  no.  1) 
fait  voir  que,  pour  des  valeurs  reelles  et  positives  de  u  supörieures  ä  Tunitö, 
H  sera  röel  et  positif  et  ne  s'annulera  que  pour  u  =  oo.  Donc  quand  u  paj- 
Court  Taxe  r^el  des  l'infini  jusqu'ä  l'unitö,  q  partira  de  q  =  0^  d^crira  une 
courbe  dans  rint^rieur  de  ft,  enfin  s'arr^tera  en  un  point  X  de  la  p^riphörie 
$  de  ce  cercle.  Quand  qj  tout  en  partant  de  q  =  0^  d^crit  dans  rint^rieur 
de  R  une  courbe  quelconque  qui  se  termine  ä  un  point  quelconque  de  $, 
on  pourrait  supposer  que  Uj  partant  de  te  =  oo,  parvint  ä  Tun  des  points 
w  =  0,  1  ou  n'y  parvint  pas.  Soit  o  une  partie  finie  de  la  courbe  ^,  dont 
les  points  ne  correspondent  ainsi  ä  aucun  des  points  u  =  Oj  1  tandis  qu'une 
extrömite  fi  de  cet  arc  appartient  ä  l'une  des  valeurs  u  =  0,  1;  alors  -^  est 
fini  et  döterminö  le  long  de  l'arc  o,  et  d' apres  le  thöoreme  döjä  cit6,  (Voir 
ay]  Briot  et  Bouquet  1.  c),  on  pourrait,  en  traversant  l'arc  o,  continuer  la 
fonction  u  de  q  k  Textdrieur  de  S^  et  de  cette  maniere  u  serait  aussi  pour 
tout  point  fini  de  cet  ext^rieur  une  fonction  holomorphe  de  q^  puisque  le 
module  de  j'  y  est  partout  sup^rieur  ä  Tunitö,  et  par  suite  u  diflFörent  de  0,  1. 
Donc  tous  les  points  de  T Interieur  du  cercle  Ä  et  les  points  ä  distance  finie 
de  son  ext^rieur,  qui  communiquent  les  uns  avec  les  autres  par  des  chemins 
traversant  l'arc  o,  constituent  ensemble  un  domaine  du  plan,  dans  lequel  l'in- 
tegrale  u  de  l'öquation  differentielle  (J.),  qui  devient  infinie  pour  q  =  0^  est 
liolomorphe.  Deux  chemins  de  q  qui  joignent  le  point  ^  =  0  au  point  fi, 
mais  dont  Tun  est  entierement  renfermö  ä  rint^rieur  de  ^,  tandis  que  l'autre 
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traverse  d'abord  la  pöriphörie  le  long  de  o  et  teste  ensuite  ä  l'extörieur  de 
Stj  correspondent  donc  ä  deux  chemins  de  Uy  qui  menent  de  u  =  oo  jusqu'au 
m^me  point  u  =  0^  ou  u  =  1 .  Mais  cela  est  impossible ,  car  ce  serait  une 
contradiction  avec  le  th^oreme  ^nonc^  ä  la  fin  du  num^ro  pr^c^dent  et  d' apres 
lequel  aux  valeurs  de  u  dans  le  Toisinage  de  run  des  points  0, 1,  correspondent 
des  valeurs  de  q^  dont  les  modules  sont  inferieurs  ä  l'unitö. 

Ayant  d^montr6  qu'il  y  a  au  moins  un  point  A  de  la  pöriphörie  ^  jouis- 
sant  de  la  propriöt^,  qu'un  chemin  joignant  q=Okq  =  Xet  restant  dans 
Tint^rieur  de  Ä,  ramene  la  fonction  de  w  =  oo  jusqu'ä  un  des  points  w  =  0, 
tt  =  1 ,  on  a  ce  th^oreme : 

IL  Si  la  variable  q  part  de  j'  =  0  et  parcourt  un  rayon  quel- 
conque  du  cercle  Ä,  la  fonction  u  part  de  w  =  oo  et  finit  par  arri- 
ver  ä  Tun  des  points  0,1  au  moment  oü  q  atteint  la  p^riphörie  % 

Si  la  variable  u  passe  dans  le  plan  des  e^  de  ti  =  oo  jusqu'ä  Tun  des 
points  w  =  0,  u  =  ly  la  valeur  correspondante  de  q  partira  de  j'  =  0  et  d^crira 
un  chemin  entierement  contenu  dans  ft  jusqu'ä  la  p^riphörie  ^;  car  d' apres 
le  th^oreme  U.  q  ne  peut  atteindre  ^  avant  que  u  soit  parvenu  ä  Tun  des 
points  u  =  0  ou  tt  =  1 .     On  peut  donc  6noncer  ce  thöoreme : 

m.  A  chaque  valeur  finie  ou  infinie  de  u  correspondent  des 
valeurs  de  q^  dont  les  modules  sont  inferieurs  ou  ^gaux  ä  l'unitö. 
II  est  impossible  d'^tendre  d'une  maniere  continue,  ä  travers  la 
p^riph^rie  de  Ä,  l'int^grale  u  de  l'^quation  diff^rentielle  (J.)  qui 
devient  infinie  pour  j'  =  0. 

Le  nombre  de  ces  valeurs  de  q  qui  correspondent  ä  la  m^me  valeur  de 
Uy  est  infini.     L'une  en  ^tant  e        ,  les  autres  sont  d' apres  le  no.  4 


—  TT 


(pi  +  qH 


W+f*tH 


OÜ  Jiy  liy  Vy  Q  sont  des  nombres  röels  et  entiers  d^finis  dans  le  no.  3. 

Puisque,  d' apres  le  th^oreme  L,  toutes  les  d^rivöes  de  u  envisag^  [as 
comme  fonction  de  q^  ainsi  que  la  fonction  u  elle-m^me  sont  holomorphes  ä 
l'int^rieur  de  Ä,  on  conclut  de  l'öquation  difF^rentielle  (J.): 

IV.  La  fonction  tjJ  est  aussi  une  fonction  holomorphe  de  q  k 
Tintörieur  de  Ä. 


ti 
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On  parvient  aussi  au  th^oreme  suivant: 

V.  La  fonction  ij^  de  q  est  diff^rente  de  z6ro  pour  toute  valeur 
ä  rint^rieur  de  Ä,  exceptö  pour  le  point  j'  =  0;  eile  devient  infinie 
pour  tous  les  points  de  la  Peripherie. 

En  premier  lieu  pour  tout  point  de  Tint^rieur  de  Sj  difförent  de  q  =  0^ 
notre  assertion  se  trouve  d^jä  demontr^e  par  le  th^oreme  I. 

Soit  maintenant  q"  un  point  de  la  p^riph^rie.  D'apres  le  theoreme  II. 
on  devra  faire  correspondre  ä  cette  valeur  Tun  ou  l'autre  des  points  w  =  0, 
e*  =  1;  les  equations  (F.),  (E.),  (B.)  montrent  alors  que  ij^  est  toujours  infini. 
n  pourrait  sembler  que  les  cas  oü  pour  w  =  Ö,  i  +  j*  =  o  et  oü  pour  w  =  1, 
A  =  0,  dussent  faire  exception.  Mais  comme  A,  /i,  v,  p  satisfont  ä  l'equation 
(G.),  on  aurait  dans  le  premier  cas  A  =  /*  =  ±l;  par  consequent  \  aurait 
dans  le  domaine  de  e^  =  0  la  forme  t]^  =  ±  ict?^^.  Dans  le  second  cas  fi  serait 
^gal  ä  ±  1 ,  et  par  consöquent  \  aurait  dans  le  domaine  de  t^  =  1  la  forme 
T]j  =  ±  TcVjj.  Dans  Tun  et  l'autre  cas  **^"~  ^^'  serait  dans  le  voisinage  de 
q  ^iz  q"^  u  =  0  ou  w  =  1,  une  fonction  holomorphe'  de  e^  et  de  9,  et  par  con- 
sequent, d' apres  le  theoreme  dejä  cite,  l'intögrale  u  de  Töquation  differentielle 
(J.),  etendue  d'une  maniere  continue  de  Tint^rieur  de  A  a  Tint^rieur  d'un 
cercle  entourant  le  point  q"^  resterait  holomorphe  dans  ce  cercle,  et  ainsi 
nous  obtiendrions  des  valeurs  de  u^  correspondant  ä  des  valeurs  de  9,  dont  les 
modules  surpasseraient  l'unite;   ce  qui  est  impossible  d' apres  le  theoreme  III. 

Le  theoreme  pröc^dent  peut  aussi  ^tre  ^nonce  comme  il  suit; 

Va.  La  fonction  tj^  de  u  ne  s'evanouit  que  pour  w  =  oo  et  de- 
vient infinie  pour  w  =  0,  w  =  1,  quel  que  soit  le  chemin  parcouru 
par  la  variable  u. 

Du  theoreme  V.  on  conclut  aussi  qu'il  est  impossible  d'^tablir  une  extension 
par  continuitö  de  la  fonction  nj^  de  q  en  passant  de  T  Interieur  de  ^  ä  travers 
la  Peripherie  ä  l'exterieur. 

Dans  requation 

(4.)  (|)'=2"[16  +  2?(2)]", 

:39]  qui  est  une  consequence  de  T^quation  (2.),  developpons  la  seconde  partie 
suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  q]   on  obtient  pour  un  nombre 
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entier  quelconque  n  iine  ^quation  de  la  forme: 


(ft.)  (^)"=  16*?**.(2), 


oü  ^  (q)  est  une   s^rie   qui  ne   s'^vanouit  pas  ponr  gf  =  0  et  qui  est  conver- 
gente  dans  toute  l'^tendue  de  Ä,  parce  que  —  n'y   devient  ni  z6ro  (exceptö 
au  point  q  =  0)^  ni  infini  (pour  w  =  0,  mod  j'  =  1,  voirno.  4). 
Posons  n  =  8,  on  a 

(6.)  (ir=^= v^2*  *•(«)' 

relation  que  Ton  peut  transformer  dans  T^quation  connue: 

(Jacobi,  Fundamenta  p.  89*))*). 

Le  d^veloppement  de  tq^  suivant  les  puissances  de  q  peut  s'obtenir  de 
deux   manieres:    Dans  l'expression  de   t]^   en  t«,   contenue   dans  les  ^quations 

(C),  on  peut  substituer  la  valeur  de  —  (de  l'^quation  (2.))  et  de  [— j  (de 
r^quation  (5.),  pour  n  =  2).  Ou  bien  au  moyen  de  l'^quation  (J.)  on  peut  cal- 
culer  les  valeurs  des  d^riv^es  successives  de  7j[  en  fonctions  de  q^  pour  ^  =  0 
et  ensuite  appliquer  le  th^oreme  de  Maclaurin.  De  ce  d^veloppement  de  tj^ 
et  de  celui  de  u  qui  d^coule  de  T^quation  (5.)  pour  n  =  — 2,  on  conclut 
cette  relation: 

(6.)  Jf  =  iSf^ri,  =  x(9), 

OÜ  -^{q)  signifie  une  serie  ordonnöe  suivant  les  puissances  entieres  et  positives 
de  qy  convergente  ä  Tint^rieur  de  Ä,  et  teile  que  )^(0)  est  diflKrente  de  zöro 
(Voir  les  equations  (3.)  du  no.  2  et  les  ^quations  (C.)). 

*)  M.  Hermite,  qui  a  ea  Pobligeance  de  lire  les  ^preuves  da  präsent  memoire,  vient  de  me  faire 
ayec  sa  sagacit^  ordinaire  la  remarqae  suivante;  »N'y  aorait-il  point  liea  d'observer  qa'en  faisant  x'  =  /'(H), 
il  räsalte  de  yotre  analyse  que  toatesles  solntions  de  T^quation  f(H)  =  f(tio)  ^^^^  donn^  par  la 
formale  H  = ^rrr-i   en  insistant  aar  Textr^me  importance  de  ce  r^saltat,  poar  la  ddtermination 

I  +  IHHq 

des  modales  singoliers  de  M.  Kronecksr,  et  en  remarqaant  que  les  helles  d^couvertes  de  Pillastre  g^mätre» 
sur  les  applications  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiqaes  ä  Parithm^tique ,  paraissent  reposer  essentielle- 
ment  sur  cette  proposition,  dont  la  d^monstration  n'avait  pas  encore  ^t^  donnee?«  F. 


I)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I  (1880),  p.  146.    Seh. 
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30]     Extrayons  encore  la  racine  carree  du  second  membre  de  r^quation  (8.), 
nous  trouYona  ainsi  iin  d^veloppement  convergent  ä  rintörieur  de  S 


(9.) 


y^  =  l  +  2q  +  2q*+2q»+'.. 


qui  est  d'accord  avec  le  developpement  connu  (Jacobi,  Fundamenta  p.  184^)). 


7. 

Soit 


les  integrales  etant  prises  le  long  de  Taxe  r^el  des  x^  la  racine  carree   avec 
le  signe  positif,  et  k  ^tant  supposö  r^el  et  en  valeur  absolue  införieur  ä  l'unit^. 
En  employant  la  m^me  Substitution  que  dans  le  no.  1 


«»  =  y,    f  =  i- 


nous  obtenons 


2^J,  Vy(i-y)(«-y)'  »v^J,   Vy(y-i)(«-y)' 

Vw  etant  positive,  et  les  integrales  prises  le  long  de  Taxe  r^el  des  y  avec  le 
signe  posisif  de  la  racine  carree. 
Fosons 


(3.) 


_   r^ ydy ^    /••* ydy 


oü  u  se  trouve  Ätre  r^el  et  sup^rieur  ä  runit^,  et  oü  les  integrales  doivent  6tre 
prises  le  long  de  Taxe  r^el  des  y  avec  le  signe  positif  de  la  racine  carree. 
Nous  avons  alors: 

(4.)  j  =  -i-c„     j^  =  ^J—t:^. 

Pour  d^finir  C^)  C,   en  fonction    de   la  variable   u  sans   restriction,    nous    les 
exprimons  par  les  fonctions  ij^,  \. 
£n  posant 

y(y-l)  =  ^(y),    y(y-l)(y-tt)  =  (p(y), 

1)  JMobi,  Werke,  Bd.  I  (ISCO),  p.  886.    SdL 
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on  a 


(6.) 


du  v?(^         «-i  V^    H**)  V^ 


»Ky) 


et 


[^ 


[3« 


(6a.) 


*♦  LN^(y -!)(«- y)     V<I'(»)(«-y)J    *«*(«-!)♦  \/ir:=^ 

I  1  ,    f  y 

"-*  V^(y-i)<«-y)    ♦(•)  Vy(y-i)(«-y) 

1    ^  \iß(y)    JW)'  ■  4/««(««-y)" 

«!»(«)  dy  [V  M-y      V  n-y      V     u  —  1    J 


Ell  intögrant  l'^quation  (5.)  entre  les  limites  y  =  0  et  y  =  l,  nous  en  tirons 


(6.) 
D'ailleurs  on  a 


du 


I 

V 


u-1 


>!.+ 


± 

t 


*(«) 


c.. 


=r[ 


^(y_i)(„_y)    v<K«)(««-y)J       \/i^ 


<iy  + 


Donc,  puisque  l'expression  sous  le  signe  d' Integration  s'^vanouit  pour  y  =  u, 


*3t  -^ 
du 


**Lv^(y-i)(««-y)     V'l'(«)(«-y)J 


dy-tt 


-I 


Far  consöquent,  en  intägrant  l'^quation  (5a.)  entre  les  limites  y 
le  Premier  membre  devient  -^,  et  l'on  obtient: 


=  1    et   y  :=  «) 


(6a.) 


^_ L. 

du  u  —  1 


1.+ 


♦  (*) 


c.. 


Des  ^quations  (6.)  et  (6  a.)  on  döduit: 


(K.) 


Remarquons  en  passant  que  les  ^quations  (K.)  donnent  imm^diatement  la  relation 
connue  de  Legendre.  Car  ayant  multipliö  la  premiere  par  t],,  la  seconde  par 
7]^,  retranchons  Tune  de  Tautre;  il  en  r^sulte  au  moyen  de  l'^quation  (D.) 


?^iT^t--C,T),  =  -2lt. 


Fnehs,  mtÜMm.  Werkt.    TL 
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En  y  substituant  les  valeurs  de  tj^,  yj^,  C^^  C,  du  no.  1  et  de  ce  num^ro,  nous 
obtenons 

KJ'-K'J  =  ~, 

ce  qui  est  effectivement  T^quation  de  Legendre. 

32]  En  mSme  temps  on  cönclut  du  raisonnement  pr^c^dent  que  cette  6quation 
de  Legendre  subsiste  pour  les  fonctions  K^  K\  J^  JT  de  u  de  mSme  que  pour 
des  valeurs  des  p^riodes  correspondant  ä  une  valeur  fixe  de  u. 

En  outre  les  ^quations  (K.)  fönt  voir  que  jCj,  envisagöe  comme  fonction 
de  q^  est  holomorphe  ä  Tint^rieur  du  cercle  Ä. 

Car  du  no.  6  döcoule  l'^quation: 

du  ^^^  r^\     dq 

En  y  substituant  pour  yj',  ^  les  valeurs  en  fonction  de  q^  tir^es  des  6qua- 
tions  (4.)  et  (8.)  du  num^ro  pr^c^dent,  on  obtient: 

^-K«)  =  2~*J'(2); 

d'ime  moniere  analogue  il  vient: 

oü  F{q)t  ^til)  "°^^  ^^^  fonctions  de  q  holomorphes  ä  Tint^rieur  de  St.  Ainsi 
notre  assertion  se  trouve  dömontröe. 

8. 
Soit  7)  une  integrale  quelconque  de  l'öquation  (A.)  et  posons: 

(1.)  C  =  2<K«)^  +  ui,, 

il  s'ensuit 

et 

(3.)  2(u-l)|^  =  -(«  +  1)^-1,. 

L' Elimination  de  yj,  -^  foumit: 
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(Cette  ^quation  peut  se  d^duire  directement  par  la  m^thode  que  j'ai  donn^e 
dans  mon  m^m.  t.  71,  p.  91  ^)). 

Les  racines  des  ^quations  fondamentales  et  d^terminantes  de  cette  öquation 
difförentielle  sont 

pour   w  =  0:   0,  1;    pour   a  =  1:   0,  0;    pour   w  =  oo:   —  |,  +i-- 

Fosons :  [33 

/    2tt(fi-.l)-^  +  tit;„  =  u;„, 
(6.)       ^     2ti(u-l)^(fl,(ti)t;„)  +  uH,(u)t;„  +  2ut;,,  =  P,(u)w,,, 
P»fr„  +  u;„log(u-.l)  =  u;„; 

(6.)       ^     2u(u-l)^(fl.(u)t;.J  +  ufi'»t;..-2(w-.l)t;.,  =  P»uii;.„ 

P.W  wu^.,  -  u^.,  log  tt  =  u;„ . 

Alors  Po(^)?  -'^iW»  -'^•C^)  ^^^*  ^^^  s^ries  ordonn^es  suivant  les  puissances 
entieres  et  positives  respectivement  de  w,  «i  — 1,—,  et  convergentes  dans  le 
domaine  respectivement  de  u  =  0,  u  =  1,  u  =  00,  et  Ton  a 

(7.)  P,(0)  =  4,     P,(l)  =  -  4  log  2  +  2,     P.(oo)  =  -  4. 

Les  systemes  fondamentaux  d' integrales  de  l'^quation  diff^rentielle  (L.),  appar- 
tenant  aux  racines  des  ^quations  fondamentales  et  döterminantes  sont  respec- 
tivement : 

«^01»  ^^j    w^ii»  ^u'j    «'.ii  w^..; 

et  Ton  conclut  des  ^quations  (K.),  (B.),  (C),  (E.) 


1)  lUin.  Vm,  1. 1  d«  eetto  Mition  p.  241  et  rair.    Seh. 
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C,  =  ^u^oi  +  tu'ot)    ^  =  ^oflf        ^^8  1^  domaine  de  ti  =  0, 
(M.)     {    ?^i  =  -"W;«»  ^t  =  ^«^^ii»      dans  le  domame  de  ti  =  1, 

Cj  =  Tcw^j,  C  =  —  «'«f»    dans  le  domaiiie  de  w  =  oo. 

II  suit  de  lä  que: 

iC,  =  2»,    C,  =  2,    pour  tt  =  0, 
limCi  =  —  2  +  41og2— lijnlog(w  — 1),     C,  =  w,    ponr  m  =  1, 
Ci  =  0,     C  =  oo,    pour   a  =  oo. 

Fosons 

(9.)  t  =  #  =  ^' 

(10.)  tf"''^  =  5; 

54]  alors  on  a: 

Z  =  1,    s  =r  —  1,    ponr   a  =  0, 
(11.)    {    la  partie  reelle  de  Z  infinie  et  positive,  5=0,  pour  w  =  1, 

Z  =  0,    s  =  1,    pour  ti  =  00. 

On  conclut  des  ^quations  (K.)  que,  u  d^crivant  un  contour  ferm6  comprenant 
Tun  des  points:  w  =  0,  tt  =  l,  tt  =  oo,  d^C,  se  transforment  en  des  fonctions 
Unfaires  et  homogenes  des  m^mes  quantitös  et  dont  les  coeföcients  sont 
represent^s  resp.  par  S^^  S^y  S^. 

Donc,  si  Ton  dösigne  par  Z^  une  des  valeurs  de  Z  ponr  une  valenr  quel- 
conque  de  u,  les  valeurs  rösultant  des  divers  chemins  parcourus  par  u  seront 
reprösent^es  par  la  formule: 

A  +  ftiZ^ 


(a.) 


vi  +  pZj 


(comparez  la  formule  analogue  (a.)  du  no.  4),  oü  A,  ft,  1/,  q  sont  des  nombres 
reels  et  entiers  caractörises  dans  le  no.  3,  et  en  particulier  toutes  les  valeurs 
de  Z  pour  tt=0,  tt  =  l,  w  =  oo  sont  contenues  resp.  dans  les  formules: 

Z  =  -.^-^i;        Z  =  ou&  +  i^ 

V  +  p  Q 

ou   ä  un  nombre    dont   la   partie    reelle    est   infinie    et   positive;    Z  =  — ^- 
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Ainsi  toutes   les    valeurs    de-«,    pour   u=0,  «i  =  l,  tt  =  oo    ont   des 
modules  ögaux  ä  Tunit^  (excepte  la  valeur  s  =  0). 

9. 
On  a  d'apres  les  formules  (M.)  et  (4.),  (5.),  (6.)  du  num^ro  pröcödent: 


(1.) 

(2.) 
(3.) 


Z  = 


Z  = 


■K 


P,(M)u-*-l0g« 


+ 1,    dans  le  domaine  de  u  =  0, 


[P,(tt)  +  log(tt  — 1)],    dans  le  domame  de  u  ^  1, 


z  =  - 


TZ 


-P.W«* -logt« 


,    dans  le  domaine  de   u  =  oo. 


Pour  des  valeurs  de  u  tres-voisines  de  w  =  0,  la  partie  reelle  de  P^{u)u'^— log u 
diflFere  tres-peu  de  —  coscp  — logp,  oü  Ton  a  pos^  ge^*  au  lieu  de  u;  partant 
son  signe  dopend  de  la  valeur  de  cos  9 ,  et  ainsi  dans  le  voisinage  de  u  =  0 
la  partie  reelle  de  Z  dopend  aussi  de  la  valeur  de  cos  9. 

Au  contraire  dans  le  voisinage  de  u  =  i  le  signe  de  la  partie  reelle  [35 
de  Z  est  positif  pour  toute  valeur  de  coscp,  si  Ton  pose  de  m^me  w  — 1  =  ge^*. 

Enfin  dans  le  voisinage  de  t«  =  00,  le  signe  de  la  partie  reelle  de  Z 
d^end  de  la  valeur  de  cos  9,  en  posant  u  =  ge^*. 

Donc  pour  un  point'du  voisinage  de  u=0  et  de  u  =  oo  le  mo- 
dule  de  s  pourra  6tre  tantot  plus  grand,  tantot  plus  petit  que 
l'unit^,  Selon  le  chemin  suivi  par  la  variable  u.  Au  contraire 
pour  les  points  du  voisinage  de  u  =  ]^  le  module  de  s  est  plus 
petit  que  l'unit^  quel  que  soit  ce  chemin. 


10- 


On    d^duit    de    Tequation    differentielle   (L.),    ou    aussi    directement    des 
^quations  (K.),  au  moyen  de  T^quation  (D.): 


(D'O 
de  lä 


du 
du 


dZ^ 
du 


c. 


c. 


TT 


tt-1' 


TT 


iu-iy,\ 


rt  ♦ 
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donc 

(J'O  ^  =  i?i::iÜ^. 

^     ^  ds  irs 

11  s'ensuit  de  l'^quation  (2.)  du  numero  pröcedent  que  dans  le  domaine  de 
u  =  1: 

(2.)  «  =  (u-l)^^»^**>  =  (u-%(ti), 

oü  g(u)  est  holomorphe  dans  le  domaine  de  u  =  1,   et  a  la  valeur  e 
ponr  «1  =  1. 

D' apres  le  th^oreme  cit6  dans  le  no.  6,  cette  ^quation  conduit  ä: 

(3.)  u-1  =  ^**^«^-%  +  «'A(^), 

oü  h(s)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  s  =  0. 

Apres  cela  le  mSme  raisonnement,  par  lequel  nous  sommes  parvenu  au 
thöoreme  I.  du  no.  6,  foumit  ce  th^oreme: 

Quand  on  considere  dans  l'^quation 

(4.)  s  =  € 

u  comme  fonction  de  s^  cette  fonction  est  holomorphe  dans  un 
cercle  2  döcrit  autour  de  *  =  0  comme  centre  avec  un  rayon  ^gal 
36]  ä  l'unit^.  En  outre,  dans  aucun  des  points  de  Tintörieur  de 
8,  u  n'acquiert  une  valeur  pour  laquelle  la  fonction  C,  s'6va- 
nouisse.  L'öquation  (3.)  exprime  la  fonction  u  dans  toute  T^ten- 
due  du  cercle  2. 

Lorsque  la  variable  u  passe  le  long  de  Taxe  r6el  de  u  =^  1  jusqu'ä  w  =  00, 
il  r^sulte  des  expressions  de  C^  et  C,  par  des  integrales  d^finies  (no.  7)  que  ces 
deux  fonctions  seront  reelles  et  positives.  La  fonction  Z  est  donc  aussi  röelle 
et  positive  pour  les  mSmes  valeurs  de  u.  Donc  le  chemin  correspondant  de 
s  reste  tout  entier  dans  Tintörieur  de  2  et  parvient  ä  im  point  de  la  circon- 
förence  de  ce  cercle  au  moment  oü  u  devient  infini.  Par  suite  Tinverse  doit 
aussi  avoir  lieu:  il  y  a  au  moins  un  chemin  de  la  variable  ind^pendante  s^ 
lequel  provient  de  Fint^rieur  de  2  et  tel  qu'on  parvient  ä  w  =  00,  lorsque  s 
arrive  ä  un  point  de  la  circonförence.  Comme  pour  ce  point  -^  cesse  d'6tre 
holomorphe,   la  sörie  (3.)  ne  repr^sente  plus  la  fonction  w— 1  pour  les  points 
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de  Texterieur  du  cercle  ?;  ou  en  d'autres  termes:  8  est  le  cercle  de  conver- 
gence  de  la  s^rie  (3.). 

De  la  mSme  maniere  que  dans  le  no.  5  ä  l'egard  de  la  partie  röelle 
de  H,  on  d^montre  le  th^oreme  suivant: 

Pour  un  point  quelconque  u  le  signe  de  la  partie  reelle  de  Z 
est  independant  des  circulations  que  la  variable  u  a  faites  autour 
des  points  w  =  0,  w  =  1,  w  =  oo,  lorsqu'elle  parvient  ä  ce  point. 

Comme  d' apres  le  num^ro  precedent  le  module  de  s  acquiert  dans  le 
voisinage  de  w  =  0,  u  =  oo  des  valeurs  tantot  plus  grandes,  tantot  plus  petites 
que  l'unitö,  il  s'ensuit  que,  quand  u  part  de  u  =  \  et  suit  des  chemins  quel- 
conques,  aboutissant  ä  w=0  ouw  =  oo,  $  partira  de  5  =  0,  traversera  la 
circonference  de  S  et  continuera  une  partie  de  son  chemin  ä  Text^rieur  de  8. 
De  lä  resulte  le  thöoreme: 

La  fonction  w— 1  de  ä,  difinie  par  l'^quation  (4.)  et  s'övanouis- 
sant  pour  *  =  0,  peut  6tre  6tendue  d'une  maniere  continue  pour 
la  portion  du  plan  exterieure  ä  la  circonference  de  2.  Les  valeurs 
de  u  correspondant  ä  des  valeurs  de  s  de  Tint^rieur  de  S  n'öpui- 
sent  pas  tout  le  plan  de  u. 

Pour  des  valeurs  finies  de  *,  dont  les  modules  surpassent  Funit^,  Ton 
parvient,  parce  que  -^  est  une  fonction  holomorphe  de  u  et  de  *,  d'une 
maniere  analogue  ä  celle  qui  a  conduit  au  th^oreme  I.  du  no.  6,  au  theoreme 
suivant : 

Si  Ton  6tend  d'une  maniere  continue  la  fonction  e«  döfinie  [37 
par  l'equation  (4.)  en  franchissant  la  circonference  de  8  et  que 
l'on  reste  ensuite  ä  l'exterieur  de  S,  cette  fonction  est  holo- 
morphe dans  une  partie  du  plan  comprise  entre  la  circonförence 
du  cercle  S  et  celle  d'un  cercle  d^crit  autour  du  mSme  centre 
avec  un  rayon  quelconque  et  plus  grand  que  l'unit^. 

Elle  est  donc  developpable  dans  toute  cette  ^tendue  suivant  les  puis- 
sances  entieres,  tant  positives  que  negatives  de  s. 

Heidelberg,  novembre  1876. 
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1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wnrde  gesetzt: 

S.  86,  Zeile  15) ' 

^  >  par  continait^  statt  continuelle, 

n     87,       n         ^) 

,,    92,  „       8  V.  u.  p.  128  statt  p.  121, 

„    94,  „  10  le  prolongement  statt  la  continnation, 

„    fi,  ff       8  V.  u.  la  seconde  des  äqoations  statt  F^quation, 

„96,  „  11  en  statt  dans, 

„    „f  n  14  acqoiert  en  statt  acqoiert  dans, 

„     „,  „       8  V.  u.  im  Nenner  X+f»  statt  X  —  fi, 

„    97,  „       6  donn^  par  statt  en, 

„     „ ,  „  12  le  tableau  soivant  statt  la  table  soivante, 

„     „ ,  „  17  du  tablean  statt  de  la  table^ 

„    98,  „       6,  7  la  valeur  suivante  statt  cette  valeor, 

„99,  „  18  V.  u.  tant  que  statt  et  oü, 

„  100,  „  16  en  statt  dans,- 

„  102,  „  16  3  =  3"  statt  3  =  3', 

„    „  ,  „       6  V.  n.  par  continoite  statt  continue, 

„  108,  „       5  au  statt  le, 

„  108,  „  12  y.  u.  Tun  des  statt  les; 

„    97,  „  15  wurde  »pour  u  =  00«, 

„    99,  „  12  V.  u.  wurden  die  Worte  »lorsquec  und  »quec  eingeschaltet. 

2)  In  seiner  Abhandlung:  Schreiben  an  Herrn  Bobchardt  über  die  Theorie  der  eUiptischen  Modul« 
Functionen,  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  88,  1877,  S.  265  ff.,  bemerkt  Herr  Dbdekind  (a.  a.  0. 
S.  286)  das  Folgende:  »Ich  erlaube  mir  hier  auf  eine  Stelle  der  Abhandlung  von  Fuchs  aufinerksam  zu 
machen,  in  welche,  wie  mir  scheint,  sich  ein  Irrthum  eingeschlichen  hat.    Sind  m,  n  relative  Primzahlen, 

AM  AM 

und  nähert  sich  cu  =  X'\-y%^)  dem  rationalen  Werthe  —  so  an,  dass  x  constant  =  —  bleibt,  und  y 
positiv  unendlich  klein  wird,  so  nähert  sich  X;'),  wie  aus  dem  Fragmente  von  Biemann*)  oder  auch  aus 


1)  tt>  iit  in  der  BMeiohniing  der  TorttehesdeB  AbhABdlnsr  ffldeh  Hi.    Seh. 
•)  ft  iet  in  der  Beieichonng  der  Tontehenden  Abhandlung  gleich  — •    Seh. 
S)  BlemannB  Werke  (1892),  8. 466  ff.    80h. 
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der  obigen  Theorie  folgt,  dem  Wertbe 

k  =  cx),  wenn  m  =  1,  n  =  1,  mod.  2, 

ÄJ  =  1,  „  m  =  0,  n  s  1,  „     , 

t  =  0,  „  m=  1,  n  =  0,  „     , 

ist;  wenn  dagegen  cu  =  x-^-yi  sich  auf  dieselbe  Weise  einem  irrationalen  reellen  Werthe  x  n&hert, 
so  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Theorie  (vergl.  den  Schluss  von  §  2),  dass  k  sich  keinem  bestimmten 
Werthe  nähert,  sondern  unaufhörliche  Schwankungen  erleidet.  Dies  steht  im  Widerspruch  mit  dem 
Satze  n.  auf  S.  27  *)  der  genannten  Abhandlung,  in  welchem  behauptet  wird,  dass  die  Grösse  u  (^  Xr> 
nach  meiner  Bezeichnung)  sich  immer  einem  der  beiden  Werthe  Null  oder  Eins  annähern  müsse,  und  mir 
scheint,  als  sei  der  Beweis  dieser  Behauptung  gerechten  Bedenken  unterworfen,  namentlich  in  dem  Theile, 
welcher  auf  die  Worte  »ou  n'y  parvfnt  pas<  (S.  26'))  folgt  Doch  ist  diese  Abweichung  von  keiner 
wesentlichen  Bedeutung  für  den  Hauptgegenstand  der  sehr  interessanten  Abhandlungc. 

An  der  von  Herrn  Dedekind  bezeichneten  Stelle  der  vorstehenden  Abhandlung  (S.  100,  ZeÜe  14 
V.  u.  bis  S.  101,  Zeile  10)  ist  nachgewiesen,  dass  jeder  Bogen  von  endlicher  Länge  der  Kreisperipherie 
$  Punkte  enthalten  muss,  in  denen  u  einen  der  Werthe  0, 1  anzunehmen  vermag,  d.  h.  dass  diese  Punkte 
—  wie  wir  mit  Benutzung  der  von  Herrn  G.  Cantor  später  (Mathematische  Annalen,  Bd.  15,  1879, 
S.  2)  eingeführten  Terminologie  sagen  können  —  auf  $  überall  dicht  liegen.  Die  irrthümliche  Aus- 
drucksweise des  Theorems  II.  (S.  101),  die  sich  auch  auf  die  Erörterungen  S.  102  und  auf  einige  SteUen 
der  Einleitung  (S.  86,  Zeilen  11, 13)  übertragen  hat,  rührt  also  daher,  dass  Fuchs  zwischen  den  Begriffen 
»überall  dicht  liegenc  und  »continuirlich  erfüllenc  nicht  scharf  genug  unterschieden  hat,  was  ja  zum 
Theil  auch  auf  den  Mangel  einer  passenden  Terminologie,  zur  Zeit  der  Abfassung  dieser  Abhandlung, 
zurückzuführen  sein  dürfte.  Dass  es  sich  in  der  That  nur  um  einen  ungenauen  Ausdruck  handelt, 
zeigen  einerseits  die  Formeln  (H.),  S.  97,  andererseits  der  Umstand,  dass  diese  Ungenauigkeit,  die  sich 
übrigens  durch  leichte  Änderungen  des  Textes  beseitigen  liesse,  auf  die  Bündigkeit  der  weiteren  Schlüsse, 
namentlich  der  Beweise  der  Theoreme  lU.,  Va,  ohne  Einfluss  ist. 

Die  Abhandlung  verdankt  ihre  Entstehung  einer  Anfrage  von  Hebmite.  In  einem:  »Paris,  1.  Juillet 
1876«  datirten  Briefe  an  Fuchs,  schreibt  Hermite:  »Yous  devez  sans  doute,  au  moyen  des  principes 
qui  vous  appartiennent,  pouvoir  d^montrer  qu'en  posant 

-—-  =  cu    et:    k  =  /"(o)) 

k  est  nne  fonction  uniforme  de  «o  =  x-^yij  dans  toute  P^tendue  des  valeurs  positives  de  x,  mais  ce 

que  je  n'aperQois  aucunement,  et  ce  qui  m'int^resserait  beaucoup,  ce  serait  de  voir  clairement  ä  qnoi  il 

tient  qu'en  posant: 

J'  ^    . 

on  cesse  d'avoir  une  fonction  ä  sens  nnique.  Yos  m^thodes,  je  n'en  doute  pas,  doivent  imm^diatement 
donner  la  raison  de  la  diff^rence  de  nature  des  fonctions  d^finies  par  les  deux  ^quations«. 

Nach  Empfang  des  Manuscriptes  der  vorstehenden  Arbeit  schreibt  Hermite  d.  d.  Paris,  27.  No- 
vembre  1876 :  »Mon  eher  ami,  Yous  venez  de  m'envoyer  un  beau  et  excellent  travail ;  recevez  mes  remer- 
dments  et  mes  vives  f^dtations.  Non  seulement  vous  avez  r^solu  ma  question  concemant  la  fonction 
inverse  du  rapport  des  fonctions  compl^tes  de  second  esp^ce  -y ,  mais  vous  avez  aussi  ä  l'^gard  de  -=- 


4)  8. 101  dioMi  Budes.    Soh. 
>)  8. 100  dioMi  BandM.    8€li. 

Fvehs,  matlMin.  Werke.    IL  15 
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expos^  une  tbdorie  approfondie  que  je  jage  pour  la  throne  des  fonctioDs  elliptiqnes  de  la  plus  grande 
importance.  Le  point  vraiment  fondamental  que  la  partie  reelle  de  H  est  essentiellement  positive^ 
j'avais  vainement  tent^  de  P^tablir  par  une  m^thode  ^^mentaire,  ponr  ne  pas  ßtre  Obligo  de  recoorir 
aox  principes  nonveaux  d^converts  par  Riemann.  Yoqs  avez,  mon  eher  ami,  compl^tement  r^ussi  1&  oü 
j'avais  ^cbon^,  et  votre  m^thode  tir^e  des  vrais  principes  de  la  question  restera  dans  la  science.    C'est 

ägalement  an  trös  important  r^saltat  qae  d'avoir  fait  r^salter  de  ces  mßmes  principes  qae  \fk  et  V/ 

sont  des  fonctions  aniformes  de  q,  et  je  ressens  qaelqae  satisfaction  k  youb  avoir  proToqa^  k  tirer 
ezplidtement  ces  belles  cons^qaences  de  yos  th^or^mes  g^n^aax  sar  les  ^qaations  Unfaires  d'ordre 
qaelconqaec. 

Aaf  den  Gegenstand  der  vorstehenden  Abhandlang  ist  der  Verfasser  sp&ter  in  der  »Note  za  der 
im  Bande  83,  p.  18 sqq.  dieses  Joamals  enthaltenen  Arbeit:  Sar  qaelqaes  propri^t^  etc.;  extrait  d'ane 
lettre  adress^  k  M.  Hebmitec,  Joamal  f.  d.  r.  a.  a.  Mathematik,  Bd.  112,  1898,  S.  156—164,  zorück- 
gekommen.  Sch. 


XXV. 


ÜBER  DDE  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER 
ORDNUNG,  WELCHE  ALGEBRAISCHE  INTEGRALE  BESITZEN. 

Zweite  Abhandlung. 
(Journal  für  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  Bd.  85,  1878,  S.  1— -25.) 


In  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  81,  p.  97*))  habe  ich  die  Frage,  [i 
unter  welchen  Umständen  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
algebraische  Integrale  besitze,  auf  die  Frage  zurückgeführt,  wann  gewisse  aus 
der  gegebenen  eindeutig  ableitbare  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Ord- 
nungszahl nicht  grösser  als  zwölf,  durch  Wurzeln  rationaler  Functionen  be- 
friedigt werden.  Zu  diesem  Behufe  führte  ich  (das.  S.  114*))  den  Begriff  der 
Primform  ein,  und  zeigte,  dass  der  Grad  der  Primformen  niedrigsten  Ghrades 
in  keinem  Falle  den  zwölften  überschreite.  Zu  den  Zwecken  meiner  dortigen 
Abhandlung  war  eine  Reduction  der  möglichen  Gestalten  dieser  Primformen 
auf  das  geringste  Mass  nicht  erforderlich.  Ich  beschränkte  mich  aus  diesem 
Grunde  daselbst  auf  diejenigen  Reductionen  dieser  Formen,  welche  eine  im- 
mittelbare  Folge  des  Begriffes  derselben  sind,  und  stellte  dieselben  in  einer 
Tabelle  (p.  126  das.'))  zusammen. 

Seitdem  haben  die  Herren  F.  Klein  und  C.  Jordan  sich  mit  demselben 
Gegenstande  beschäftigt.  Insbesondere  hat  Herr  Klein  in  einer  Reihe  von 
Abhandlungen,  welche  theils  in  den  Sitzungsberichten  der  physikalisch-medi- 
cinischen  Societät   zu  Frlangen,   theils  in   den  Mathematischen  Annalen  ent- 


1)  Abb.  XX,  8.  11  ff.  dieMt  BandM.    Seh. 
•)  8.  80  diMM  BandM.    80h. 
S)  8.  48  diaMs  BaadM.    Seh. 
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halten  sind,  die  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  genügen,  zum  Gegenstande 
seiner  Untersuchungen  gemacht,  und  meine  oben  genannte  Tabelle  einer  Re- 
duction  unterworfen. 

In  neuerer  Zeit  ist  es  auch  Herrn  Gordan  gelungen  (Mathem.  Ann. 
Bd.  12,  p.  147)  die  von  mir  in  der  Einleitung  zu  meiner  oben  genannten  Ab- 
handlung aufgestellte  Aufgabe,  die  Formen  w****  Grades  zu  bestimmen,  deren 
Covarianten  niedrigeren  als  n**°  Grades  identisch  verschwinden,  för  binäre 
Formen  zu  lösen,  und  zu  zeigen,  dass  dieselben  mit  meinen  Primformen 
niedrigsten  Grades  zusammenfallen. 

2]  Bei  Gelegenheit  einer  Note  des  Herrn  P.  Pepin  (Comptes  rendus  de  TAcad. 
des  sc.  de  Paris,  Juni  1876)  habe  ich  (das.  Juli  1876^))  nachgewiesen,  dass  der 
Grad  zwölf  von  den  Primformen  niedrigsten  Grades  auch  wirklich  erreicht  wird. 

In  dem  Folgenden  erlaube  ich  mir  zu  zeigen,  wie  eine  consequente 
Ausführung  der  Theorie  der  Primformen,  bei  welcher  nicht  bloss  diejenigen 
niedrigsten  Grades,  sondern  die  Gesammtheit  derselben  in  Betracht  ge- 
zogen wird,  die  natürliche  Grundlage  für  alle  auf  die  hier  betrachteten  Diffe- 
rentialgleichungen bezüglichen  Fragen  bildet.  Es  wird  gezeigt,  wie  durch 
dieselbe  nicht  blos  die  in  meiner  oben  genannten  Abhandlung  gefundenen 
Resultate  auf  die  einfachste  Weise  erhalten  werden,  sondern  auch  die  end- 
gültig möglichen  Gestalten  der  Primformen  niedrigsten  Grades  sich  von  selbst 
ergeben,  und  neue  Eigenschaften  der  linearen  Differentialgleichungen,  denen 
die  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  genügen,  so  wie  die  Form  dieser  Glei- 
chungen erkannt  werden. 

Meine  Abhandlung  (Bd.  81,  p.  97*j)  erlaube  ich  mir  im  Folgenden,  der 
häufig  vorkommenden  Citate  wegen,  zur  Abkürzung  mit  A.  zu  bezeichnen. 

1. 
I.    Der  Grad  m  einer  irreductiblen  algebraischen  Gleichung, 
deren  Wurzeln  einer  Differentialgleichung 

^  =  Py     (Gl.  (B.)  in  A.  p.  102»)) 
genügen,  ist  eine  gerade  Zahl. 

1)  Abb.  XXn,  8.  67  ff.  diMM  Bandes.    Seh. 
t)  Abh.  XX,  8. 11  ff.  diesM  Bandes.    8eb. 
9)  8. 17  dieses  Bandes.    Seh. 
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Ist  nämlich  U  der  Index  des  zu  der  HsssESchen  Covariante  einer  Prim- 
form niedrigsten  Grades  N  gehörigen  reducirten  Wurzelsystems,  so  besteht 
(A.  p.  118^))  die  Gleichung: 

m  =  (2i^-4)L', 

woraus  sich  unsere  Behauptung  ergiebt. 

n.  Der  Grad  einer  beliebigen  Primform,  ebenso  wie  der  Index 
des  zugehörigen  reducirten  Wurzelsystems  ist  ein  Divisor  des  zur 
Differentialgleichung  gehörigen  Grades  m. 

In  der  That  sei  n  der  Grad  einer  beliebigen  Primform  und  /  der  Index 
des  zugehörigen  reducirten  Wurzelsystem  es,  so  ist  (A.  p.  113*)) 

m  =  nl. 

IIL  Es  sei  ^j,  y,  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  von  Inte-  [3 
gralen,  c^,  c,  willkürliche  Constanten,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder 
des  reducirten  Wurzelsystems  der  Gleichung,  welcher  ^i^^  +  c^y^ 
genügt,  m  oder  y- 

Sind  nämlich  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung,  welcher  c^y^  +  c^y,  ge- 
nügt, zwei  solche,  deren  Quotient  gleich  einer  Einheitswurzel  7',  so  ist  (nach 
dem  Satze  A.  p.  112'))  y(Cjyj  +  c,yJ  eine  Wurzel  derselben  Gleichung.  Da 
diese  Gleichung  irreductibel  ist,  so  geht  auf  einem  gewissen  Wege  ^j^j  +  c^y^ 
^  JiPtVi'^^tyt)  fi^^J"-  Es  mögen  nun  auf  demselben  Wege  y^y  y^  resp.  in 
«11^1  +  ««.^.»  «.1^1  +  ««.^.  übergehen,  so  folgt: 

I   ^lait  +  ^ta«  =i<^2- 

Sollen  diese  Gleichungen  für  beliebige  Werthe  von  c^,  c^  bestehen,  so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass: 

/O  \  J      ^11    ^^     ^M    ^^^   Jj 

\  «1«  =  «fi  =  0- 
Da  aber  (A.  p.  105*))  «„«„  — a««,,  =  1,  so  müsste  7**  =  1,  d.  h.  wegen  der 

>)  8.  84  diMM  Bandet.  Seh. 

t)  8.  20  diesM  Bandes.  8ch. 

>)  8.  27  dieeee  Bandes.  Seh. 

4)  S.  10  dieses  Bandes.  Seh. 
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Irreductibilität  der  Gleichung,  welcher  c^y^  +  c^y^  genügt: 

(3.)  ;  =  - 1 

sem.  Es  ist  demnach  der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  dieser  Glei- 
chung  entweder  1  oder  2,  d.  h.  die  Anzahl  der  Glieder  des  Systems  m  oder  y 

Diese  Anzahl  stellt  zu  gleicher  Zeit  den  grösstmöglichen  Grad  einer 
Primform  dar,  wir  wollen  diesen  mit  (i  bezeichnen. 

Die  verschiedenen  Werthe,  welche  y^,  y^  annehmen  können,  sind  in  der 
Form  a,jyi  +  a„y,i  "«2/1  +  ^21^«  enthalten.  Sind  y^,  y,  bestimmte  Constanten,  so 
kann  man  auf  unzählig  viele  verschiedene  Arten  c^,  c,  so  wählen,  dass  die 
Gleichungen  (1.)  nur  für  die  Werthe  (2.)  und  (3.)  bestehen  können,  und  dass 
die  den  verschiedenen  Werthen  von  y^ ,  y^  entsprechenden  Gleichungen : 

c,a^^  +  c^a^  =  y, 

nicht  erfüllt  werden.  Die  Primform  ft*"  Grades,  von  der  c^y^  +  c^y,  ein  Linear- 
factor  ist,  ist  alsdann  nicht  durch  y^y^  +  y^y^  theilbar.  Hieraus  ergiebt  sich, 
4]  wenn  wir,  wie  im  Folgenden  immer.  Formen  als  identisch  oder  von  ein- 
ander verschieden  bezeichnen,  je  nachdem  sie  bis  auf  einen  constanten  Factor 
gleich  sind  oder  nicht: 

IV.  Der  höchste  Grad  (i  einer  Primform  ist  m  oder  —,  und  es 
giebt  unzählig  viele  von  einander  verschiedene  Primformen 
dieses  höchsten  Grades. 

2. 

I.  Ist  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades  N^  H{f)  ihre  Hesse- 
sche  Covariante,  H*{f)  die  HEssEsche  Covariante  von  H{f)^  so  ist 
eine  Gleichung 

£(/•)>  =  yPH^f)    (y  constant) 
nicht  möglich. 

Denn  f  und  H(f)  als  Primformen  können  einen  gemeinschaftlichen  line- 
aren Factor  nur  haben,  wenn  sie  identisch  sind  (A.  p.  114^),  Satz  IV.);  ]iierzu 
wäre  aber  erforderlich,  dass 

2N-4:   =  N,      A.h.     N=   4:. 
1)  8. 80  dioMi  Bandes.    Soh. 
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Ist  N  von  4  verschieden,  so  müsste  demnach,  wenn  die  obige  Gleichung 
stattfände,  H*{f)  durch  H{fy  theilbar  sein,  dieses  ist  aber  nicht  möglich,  da 
der  Grad  der  letzteren  Form  höher  ist  als  der  der  ersteren. 

Ist  iV=4,  so  wähle  man  ein  Fundamentalsystem  y^^  y^  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  y,  ein  Factor  von  f  ist,  alsdann  hat  f  die  Form 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

Da  nun  a^  nicht  verschwinden  darf,  weil  f  als  Primform  nicht  durch  ^ 
theilbar  ist,  so  folgt,  dass  H{f)  nicht  durch  y,  theilbar,  also  von  f  ver- 
schieden ist.     Demnach  ist  der  Satz  auch  für  diesen  Fall  bewiesen. 

Es  sei  mm  jP  eine  Primform  (i*^  Grades,  welche  mit  keiner  der  Formen 
/*,  H{f)j  H*(f)  einen  gemeinschaftlichen  Linearfactor  hat  —  nach  S.  IV.  voriger 
No.  giebt  es  unzählig  viele  derartige  Formen  —  so  kann  man  nach  S.  I.  eine 
Constante  A  so  bestimmen,  dass 

7  =  H(fy-xrH\f) 

durch  einen  Linearfactor  von  F  theilbar  wird,  ohne  dass  cp  identisch  ver- 
schwindet. 

Da  H{f)y  ^*if)  homogene  Functionen  der  Coefficienten  von  /",  resp.  des 
zweiten  imd  vierten  Grades  sind,  so  bleibt  der  Quotient  g/iva  unverändert,  [5 
wenn  f  in  jf  übergeht.  Dieser  Quotient  bleibt  also  für  jeden  Weg  der  Varia- 
bein z  unverändert,  er  ist  also  eine  rationale  Function  von  z.  Hieraus  ergiebt 
sich  aber,  dass  cp  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  und  (nach  A. 
p.  115*),  S.  VI.)  durch  F  theilbar  ist.     Man  erhält  daher  den  Satz: 

n.  Ist  fi  der  höchste  und  N  der  niedrigste  Grad  einer  Prim- 
form, so  muss 

sein. 

Es  sei  L  der  Index  eines  reducirten  Wurzelsystems  von  der  kleinsten  An- 
zahl iV,  so  ist  (A.  p.  1 1 5  *)) 

m  =  NL. 


1)  8. 81  dioMi  Bandes.    Seh. 
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Es  ist  demnach  nach  S.  II.  dieser  Nummer  und  S.  IV.  voriger  Nummer 

1)  entweder 

NL<6N- 12,    (/i  =  m), 

2)  oder 

NL<12N^24.,    (*i  =  f), 

also 

ni.    Je  nachdem  (i  =  m  oder  /i  =  y,  ist  i  <:  6  oder  L  <c  12. 

Dieses  ist  der  Fundamentalsatz  unserer  Abhandlung  in  Bd.  81  dieses  Jour- 
nals (p.  122^)  daselbst). 

Die  gegenwärtige  von  der  dortigen  verschiedene  Herleitung  desselben 
zeichnet  sich  vor  jener  dadurch  aus,  dass  sie  ohne  Anwendung  anderer  Hülfs- 
mittel  als  der  Entwickelung  des  Primformenbegriffs  sich  ergiebt. 

IV.  Ist  eine  Form  g  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  so  sind 

^    und    ^ 

rationale  Functionen. 

Da  nämlich  die  verschiedenen  Werthe,  welche  g  annimmt,  die  Form  jg 
haben,  wo  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet,  so  sind  die  verschiedenen  Werthe 
von  H{g)^  S*{g)  resp.  der  Form  fH{g)^fH\g)  (A.  p.  106*)),  woraus  die 
Richtigkeit  des  Satzes  hervorgeht. 

V.  Der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  einer  beliebigen 
irreductiblen  Gleichung,  deren  Wurzeln  der  Differentialgleichung 
genügen,  ist  eine  gerade  Zahl. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  der  Index  eines  jeden  reducirten 
Wurzelsystems  eine  gerade  Zahl  ist,  wenn  dieses  für  ein  einziges 
System  feststeht. 

6]  Denn  es  gehöre  ein  Integral  y^  zu  einem  beliebigen  Wurzelsystem,  dessen 
Index  2l  eine  gerade  Zahl  ist,  und  es  werde  eine  primitive  2^  Wurzel  der 
Einheit  mit  J  bezeichnet.  Es  giebt  alsdann  (A.  p.  108  und  109*))  ein  zweites 
Integral  y, ,  welches  mit  y^  ein  Fundamentalsystem  bildet  und  nach  Vollziehung 
desselben  Umlaufes,  auf  welchem  y^  in  yj  übergeht,  sich  in  yj'^  verwandelt. 

1)  8.  89  diesM  Bundes.  Seh. 
t)  8.  21  diefM  Budet.  Seh. 
t)  8. 82, 24  dletet  Bandes.    Seh. 
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Eine  /-malige  Wiederholung  desselben  Umlaufes  fuhrt  aber  y^  und  y^  gleich- 
zeitig resp.  in  —  y^  und  —  y^  über.  Auf  demselben  Wege  muss  demnach  jedes 
Integral,  als  lineare  homogene  Function  von  y^^  y^  seinen  entgegengesetzten 
Werth  erhalten.  Eine  irreductible  Gleichung  muss  aber  die  sämmtUchen 
Werthe,  die  eine  Wurzel  derselben  annimmt,  als  Wurzeln  enthalten.  Hieraus 
folgt,  dass  wenn  die  Wurzeln  irgend  einer  irreductiblen  Gleichung  der  Diffe- 
rentialgleichung genügen,  dieselben  zu  je  zweien  einander  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind,  d.  h.  dass  der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  dieser 
Gleichung  eine  gerade  Zahl  ist  (A.  p.  113^)). 

Ist  n  die  Anzahl  der  Glieder  eines  reducirten  Wurzelsystems ,  l  der  Index 
desselben,  so  ergiebt  die  Gleichung  m  =  nl  nach  S.  I.  No.  1,  dass,  wenn  eine 
der  beiden  Zahlen  n,  l  ungerade,  die  andere  gerade  sein  müsse.  Wenn  dem- 
nach l  für  jedes  reducirte  Wurzelsystem  eine  ungerade  Zahl  wäre,  so  müsste 
der  Grad  jeder  Primform,  also  (nach  A.  p.  115^,  S.V.)  der  Grad  jeder 
Form,  welche  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  eine  gerade 
Zahl  sein.  In  der  Gleichung,  welcher  das  reducirte  Wurzelsystem  mit  dem 
Index  l  genügt,  sind  (A.  p.  99'))  die  Exponenten  der  Unbekannten  y  durch  l 
theilbar.  Der  Coefficient  a  ,,  von  y*""'*  ist  eine  rationale  Function  von  z  und 
durch  eine  Form  Zt**°  Grades  darstellbar.  Demnach  ist  a^_^.  =  0,  wenn  nicht 
i  eine  gerade  Zahl.  Die  Gleichung  enthielte  also  nur  solche  Potenzen  von 
y,  deren  Exponenten  durch  2l  theilbar  wären,  d.  h.  (A.  p.  111*))  der  Index 
des  reducirten  Wurzelsystems  wäre  nicht  l  sondern  21. 

Demnach  muss  mindestens  ein  reducirtes  Wurzelsystem,  folglich  nach  dem 
eben  bewiesenen  Hülfssatz  jedes  reducirte  Wurzelsystem  einen  geradzahligen 
Index  besitzen. 

3. 

Aus  der  Gleichung 


(1.)  m  =  NL  =  (22V-4)L' 

LN 

2N-4: 


folgt,  dass   oTj-A   ®^^®  ganze  Zahl  ist.     Setzen  wir 


(2.)  Ä  =  «»'  tr 


1)  8.  28  dieMs  Bandes.  Seh. 

>)  8.  80  diMM  Bandet.  Seh. 

t)  8. 14  dieeei  Bandet.  Seh. 

«)  8.  27  dieiea  Mandet.  Seh. 

Fnehf,  mathem.  Werke.    IL  16 
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80  ist 

(3-)  -2^'=-^''=?(^  +  *)- 

Demnach  ist  f  eine  ganze  Zahl. 

Nach  Satz  V.  voriger  No.  ist  L'  eine  gerade  Zahl,  also 

(4.)  X  +  9  =  0,    mod.  4. 

Da  nach  S.  IQ.  und  S.  V.  voriger  No.  L  eine  gerade  Zahl  und  kleiner  als  1 2 
ist,  so  ergiebt  die  Bedingung,  dass  p  eine  ganze  Zahl  ist,  welche  der  Con- 
gruenz  (4.)  genügt, 

für    iV'>4 
folgende  Combinationen 

i  =  6,  N  =  S 
L  =  8,  N  =  e 
i  =  10,    N  =  12. 

Die  Combination  i  =  6,  N  =  8  liefert 

m  =  48 
und  nach  S.  m.  voriger  No. 

/i  =  24. 

Nach  S.  n.  No.  1  wäre  demnach  der  Grad  einer  beliebigen  Primform  im 
gegenwärtigen  Falle  eine  der  Zahlen  8,  12,  24,  also  stets  durch  4  theilbar. 
Da  jede  Form  9(y,,y,),  welche  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Fimction, 
(A.  p.  115^))  sich  in  ein  Produkt  von  Primformen  zerlegen  lässt,  so  ist  der 
Grad  derselben  durch  4  theilbar. 

Es  sei  nunmehr  y  ein  Linearfactor  einer  Primform  f  achten  Grades,  so 
genügt  y  einer  Gleichung  48**°  Grades,  in  welcher  die  Exponenten  der  Po- 
tenzen der  Unbekannten  durch  6  theilbar  sind,  weil  der  Index  des  reducirten 
Wurzelsystems  dieser  Gleichung  gleich  6  angenommen  worden.  Da  sich  aber 
andererseits  die  Coefficienten  der  Potenzen  der  Unbekannten  als  ganze  homo- 
gene Functionen  ^Cy^yJ  von  y^,  y,  darstellen  lassen  und  diese  rationale 
Fimctionen  von  ^  sind,  so  folgt  aus  dem  eben  Bewiesenen,  dass  nur  die 
Coefficienten    derjenigen  Potenzen  von  Null   verschieden   sein   können,   deren 


1)  8.  80  diMM  Budes.    Seh. 
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Exponenten  durch  4  theilbar  sind.  Demnach  genügt  y  einer  Gleichung  48^ 
Grades,  in  welcher  die  Exponenten  der  Potenzen  der  Unbekannten  durch  [8 
12  theilbar  sind.  Da  aber  die  Anzahl  der  Glieder  des  reducirten  Wurzel- 
systems dieser  Gleichung  gleich  4  wäre,  so  ergäbe  sich,  dass  schon  eine  Form 
vierten  Grades  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  wäre,  gegen  die 
Voraussetzung. 

Demnach   ist   die   Combination   Zr==6,  iV=8    auszuschliessen.     Es 
verbleiben  demnach  für  iV>4  die  Combinationen 

^  '  I  L  =  10,    i^  =  12. 

4. 

Füi  die  Combination  i^  =  8,  iV  =  6  hat  eine  Frimform  niedrigsten  Grades 
(A.  p.  125*))  die  Gestalt 

wo  ^,,  y^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  ist,  welche  auf  demselben 
Wege  resp.  in  yj^  y,j~*  übergehen,  wenn  j  eine  primitive  achte  Wurzel  der 
Einheit  bedeutet.     (A.  p.  123*).) 

Da  y^ ,  y^  mit  beliebigen  constanten  Factoren  multipUcirt  werden  können, 

so  ist 

für    L  =  8,    N  =  6 

m 

(1.)  f.  =  yJy.+yiyJ 

eine  Frimform  niedrigsten  Grades. 

Für    die    Combination    i  =  10,   N  =  12    hat    die   Primform   niedrigsten 
Grades  (A.  p.  125^))  die  Form 

f=  öiyry.  +  ö.y!yI  +  «uyiylS 

wo  y^j  y^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  bilden,  welche  auf  demselben 
Wege  resp.  in  yjj  y^j'^  übergehen,  wenn  j  eine  primitive  zehnte  Wurzel  der 
Einheit  ist. 

Damit  die  Covariante 

öyl  öyl         dyldy,  dy,dy\ 


t)  8. 49  diefM  Bftndet.    Beb. 
t)  8.  40  diefM  Buid#t.    Seh. 

16* 
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« 

als  Form  achten  Grades  (s.  A.  p.  98*))  identisch  verschwinde,   ist  erforder- 
lieh,  dass 

aj+ 11*  a^a,,  =  0, 

Da  überdiess  y^ ,  y^  mit   beliebigen   constanten  Factoren  multiplicirt  werden 
können,  so  ist  för 

•9]  L  =  10,    N  =  12 

(2.)  /;.  =  yl^y.  +  iiy:y:-yiyj* 

eine  Frimform  niedrigsten  Grades*). 

Die  Formen  (1.)  und  (2.)  besitzen  die  Eigenschaft: 

(3.)  H'if.)  =  Const./?, 

(4.)  W{f,,)  =  Const./?.. 

5. 

Ist  N>4^  so  ist  nach  Gleichung  (5.)  No.  3,  Zr  =  8  oder  10,  also  nach 
S.  m.  No.  2,  fi  =  y     Man  hat  demnach 

a)  für  die  Combination  i  =    8,  iV=    6,  m  =    48,  fi  =  24, 

b)  für  die  Combination  i  =  10,  iV=  12,  m  =  120,  /i  =  60. 

Im  Falle  a)  konnte  demnach  nach  S.  11.  No.  1  der  Grad  n  einer  Frim- 
form nur  eine  der  Zahlen  n  =  6,  8,  12,  16,  24  sein.  Da  aber  nach  S.  V.  No.  2 
das  zu  jedem  n  gehörige  l  eine  gerade  Zahl  sein  muss,  so  ist  n  =  16  aus- 
zuschliessen,  dessen  zugehöriges  /  den  Werth  3  hätte. 

Im  Falle  b)  kann  der  Grad  einer  Primform  nur  durch  eine  der  Zahlen 
n  =  12,  15,  20,  24,  30,  40,  60  dargestellt  werden.  Hiervon  sind  die  Zahlen 
n  =  24,  n  =  40  auszuschliessen,  weil  denselben  resp.  die  imgeradzahligen  Werthe 
;  =  5,  Z  =  3  entsprechen  würden.  Gäbe  es  eine  Primform  9  vom  1 5***  Grade, 
so  wäre  ^(9)  vom  Grade  26.  Diese  Form  müsste  (nach  A.  p.  115*))  sich  in 
ein  Product  von  Primformen  niedrigeren  als  26"***  Grade  zerlegen  lassen,  was 
nicht  möglich  ist. 


*)  Diese  beiden  Formen  (1.)  and  (2.)  stimmen  bis  auf  constante  Factoren  mit  demjenigen  überein, 
auf  welche  Herr  Klein  die  Tabelle  in  meiner  Abhandlung  p.  126')  reducirt  hat. 


1)  8. 12  diefM  Bftndet.  Soh. 
*)  8. 48  dieMi  B«BdM.  Seh. 
•)  8. 80  diefM  Buidee.    Seh. 
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Man  erhält  also  den  Satz: 

Für  iV=  6,  i  =  8  ist  der  Orad  einer  Frimform  durch  eine  der 
Zahlen  6,  8,  12,  24;  für  iV=  12,  Z  =  10  durch  eine  der  Zahlen  12,  20, 
30,  60  bestimmt. 

6. 

Es  seien  ^  und  ^  zwei  beliebige  Formen  n^  Grades  des  Fundamental- 
systems, so  folgt  aus  den  Gleichungen: 


lO 


d^  d^  dy  öy  r 

y^—   de'        ^'         d*  '        *         d« '        ^        djf' 
tmd  unter  Berücksichtigung  von  A.  p.  104*)  Gl.  (2.) 

(1.)  X^-^-^  =  Cy,M'-x'^), 

WO  C  eine  Constante  bedeutet. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  durch  y,  theilbar. 

Sind  ^  imd  ^  Wurzeln  rationaler  Functionen,  so  ist  auch  X^'""X'^  Wurzel 
einer  rationalen  Function.     Man  erhält  demnach  den  Satz: 

L  Sind  ^  und  ^  Formen  desselben  Grades  und  jede  gleich 
der  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  ist  auch  die  Form 


«»,x)  =  ^(x^-*t) 


gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Ist  das  eine  Glied  y^  des  Fundamentalsystems  y^,  y^  Linearfactor  einer 
Frimform  f  niedrigsten  Grades  N  und  y,  =  y/^~*<Kyf)  (s.  A.  p.  123*)),  so  ist 
eine  beliebige  von  f  verschiedene  Primform  cp  nicht  durch  y^  theilbar  (A. 
p.  114*)  S.  IV.),    dieselbe    enthält   demnach    das    von   y^    unabhängige    Glied. 


2)  8. 19  dietM  Bandes.  Seh. 
t)  8. 40  dieiee  Bandes.  Beb. 
B)  8. 80  dieses  Bandes.    Beb. 
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Hieraus  folgt  aber  wie  in  A.  p.  123^)  Gl.  (4.)  No.  18,  dass  9  die  Form  hat 

(2.)  ?  =  y*Si  +  ö«y;, 

wo  n  den  Grad  von  9,  und  9^  eine  Form  (n— J-i)*^  Grades  bedeutet. 

Es  seien  nunmehr  ^  und  jj  zwei  Primformen  n***  Grades,  welche  sowohl 
unter  einander  als  auch  von  f  verschieden  sind,  so  ist  ^^'— ^'^9  ^^  auch 
die  Form  ö(^,x)  ^^^  ^v31  verschieden.  Nach  S.  I.  ist  dieselbe  gleich  der 
Wurzel  einer  rationalen  Function,  nach  Gleichimg  (2.)  ist  sie  durch  y^  '^ 
theilbar,  folglich  ist  diese  Form  (A.  p.  115*)  S.  VI.)  durch  f  '^  theilbar. 
Der  Quotient  ist  entweder  eine  Cdnstante  oder,  als  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  mindestens  vom  iV*"  Grade.     Es  ist  also  entweder 


(3.) 

n  =  \NL-\N-h-l 

oder 

(3a.) 

n>{NL-\-l. 

Für  den  Fall 

(a.) 

N  =  6,    L  =  S 

11]  wäre  demnach  entweder 

n  s=  10    oder    n  >  13. 

Für  den  Fall 

(b.)  N  =  12,    L  =  10 

wäre  entweder 

n  ■=  25    oder    n  >  31. 

Nach  dem  Satze  voriger  Nummer  giebt  es  also  für  den  Fall  (a.)  nur  je 
eine  Primform  8*~  imd  12*~  Grades,  für  den  Fall  (b.)  nur  je  eine  des  20"*" 
und  SO**"  Grades. 

Es  giebt  aber  überdies  ausser  f  nicht  noch  eine  Primform  f  N^  Grades, 
da  sonst  nach  S.  I.  G{f^f)  eine  Form  (2iV— 2)*~  Grades  wäre,  welche  gleich 
der  Wurzel  einer  rationalen  Function.  Aber  für  iV  =  6  giebt  es  keine  solche 
Form  10*^,  imd  far  iV=12  keine  solche  22'**"  Grades,  weil  diese  weder 
Primformen  sind  noch  sich  in  Producte  aus  den  Primformen  verwandeln  lassen. 


i)  S.  40  dieMi  Budet.    Seh. 
>)  8.  81  diMM  Bande«.    Selu 


V 
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Man  erhält  also  den  Satz: 

n.  Ist  n<:fi,  so  giebt  es  nicht  zwei  verschiedene  Frimformen 
«*•■  Grades. 

7. 

L  Das  Quadrat  der  Primform  f^  und  die  Primform  H{f^  sind 
rationale  Functionen  von  z. 

Nach  S.  IV.  No.  2  ist  nämlich  ^^^  rational.  Nach  No.  4  Gl.  (3.)  ist 
jff*(/*^)  =  Const.  fl^  woraus  sich  ergiebt,  dass,  fl^  also  auch  nach  S.  IV.  No.  2 
H{f^)  rational  ist 

Bezeichnen  wir  mit  H{f^  die  von  ihrem  numerischen  Factor  befreite 
HEssEsche  Covariante  von  f^^  so  ist 

(1.)  W.)  =  y!-14y:yI  +  yJ. 

Damit  die  Form 

(2.)  ^  =  H{f.Y  +  Ifi    (A  constant) 

durch   das    Quadrat   eines    Ausdruckes   a,^^+a,y,   theilbar   werde,   muss    der 
letztere  Ausdruck  ein  Linearfactor  der  Form: 

d.  h.  der  Form 

(3.)  ?»  =  (y:-y:)(y;+34y:y:+y;) 

sein. 

Ist  «1^1  +  «,^,  ein  Linearfactor  von  9^,  und  wird  l  so  bestimmt ,  dass  [la 
^  durch  («1^1  +  «,^,)*  theilbar  wird,  so  ist  (A.  p.  115^)  S.  VT.)  <p  durch  das 
Quadrat  derjenigen  Primform  theilbar,  wovon  «jj/j  +  ^jy,  ein  Linearfactor  ist, 
da  ^  nach  S.  L  eine  rationale  Function  von  2  ist.  Demnach  müssen  sämmt- 
liche  Linearfactoren  von  j(,  also  y^  selber,  Factoren  von  cp^,  sein.  Die  Prim- 
form jf  ist  aber  von  f^  verschieden,  weil  cp^,  nicht  durch  y^  theilbar  ist,  und 
von  S(f^)  verschieden,  weil  sonst  y^  auch  Divisor  von  f^  sein  müsste  (nach 
Gl.  (2.)).    Die  Primform  y  ist  also  12**"  Grades,  und  demnach  mit  cp^,  identisch. 

Es  ist  also  if  =  cp|j.  Setzt  man  diesen  Werth  in  Gl.  (2.)  imd  bestimmt 
die  Constante  A   durch  Vergleichung   der  Coefficienten    auf  beiden  Seiten,   so 

1)  S.  81  dieMi  Bandet.    Seh. 
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erhält  man 

(4.)  ?!.  =  m.r  + 108/;. 

n.  Es  ist  also  9j,  die  Primform  12*'"  Grades  und  ihr  Quadrat 
eine  rationale  Function  von  z. 

m.  Die  Primform  f^  und  die  Primform  S{f^^)  sind  rationale 
Functionen  von  z. 

In  der  That  ist  (Gl.  (4.)  No.  4)  &*(/;.)  =  Const  f\,  und  nach  S.  IV.  No.  2 
— ^^  rational,  also  auch  /*„,  und  nach  demselben  Satze  S{f^^  eine  ratio- 
nale Function. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  S{f^)  die  vom  numerischen  Factor  befreite 
Form  ^(/U,  so  ist 

(5.)  H{U  =  <-  228y»y;  +  494<yl«  +  228yjy«  +  y^ 

Setzen  wir 

(6.)  9«,  =  (yr  +  y;')(yr  +  522y;»yJ-10006y-<-522yJy»  +  O, 

80  ergiebt  sich,  wie  oben,  dass  cp^  eine  Primform,  und  die  Gleichung 

(7.)  ?Jo  =  W»)'+1728/-f., 

also: 

IV.  Die  Form  cp^  ist  die  Primform  SO"*®**  Grades  und  ihr  Qua- 
drat eine  rationale  Function  von  z. 

Unter  Zuhülfenahme  des  Satzes  II.  No.  6  und  des  Satzes  in  No.  5  ergiebt 
sich  also: 

V.  Es  giebt 

für  iV=  6,  i  =  8  ausser  f^^  -ff(/i)»  ?„  ^^^d  den  in  unendlicher  Anzahl 
vorhandenen  Primformen  24"*®°  Grades, 

13]  und  für  iV=12,  i  =  10  ausser  /*„? -H'(/'^J,  cp^  und  den  in  unend- 
licher Anzahl  vorhandenen  Primformen  BO"***^  Grades  keine  ande- 
ren Primformen. 

VI.  Für  N=  6,  i  =  8  ist  jede  Primform  F  24**«^  Grades  in  der 
Form 

(8.)  (i>,,  =  vH{ur^rxa, 

für  iV=  12,  i  =  10  ist  jede  Primform  F  60***"  Grades  in  der  Form 
(8a.)  <i>^  =  vS{U  ^r  kfl. 


I 
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enthalten,  und  umgekehrt  sind  O^,  O^  Primformen  24'***  resp.  60**** 

X  X 

GradeSi  wenn   nicht  1  =  0  oder  v  =  0  oder  resp.  -  =  108,  —  =  1728. 

Man  darf  in  der  That  nur  v  und  A  so  bestimmen,  dass  4>^  resp.  <&^ 
durch  einen  Linearfactor  von  F  theilbar  wird.  Diese  Formen  sind  alsdann 
(A.  p.  1 1 5  *)  S.  VI.)  durch  F  theilbar.  Der  Quotient  ist  eine  von  Null  ver- 
schiedene Constante,  weil  die  genannten  Formen  mit  F  von  gleichem  Grade 
sind  imd  nur  für  l  =  v  =  0  identisch  verschwinden  können.  Der  zweite  Theil 
des  Satzes  folgt  daraus,  dass,  wenn  nicht  A  =  0  oder  v  =  0,  <&^  resp.  <&^ 
weder  durch  f  noch  durch  H{f)  theilbar  sein  kann,  und  resp.  durch  tp^  lind 
9^  nur  theilbar  ist  far  —  =  108  resp.  —  =  1728.  Da  also  die  Formen  4>^,  4>^ 
ausser  in  diesen  Fällen  nicht  in  Primformen  niedrigeren  Grades  zerlegbar 
sind,  so  sind  sie  selber  Frimformen. 

Sind  F^j  JP,,  F^  drei  Primformen  /i*^  Grades,  so  folgt  aus  ihrer  Darstellung 
durch  Gl.  (8.)  resp.  (8a.)  der  Satz: 

Vn.  Die  sämmtlichen  Primformen  f»**"  Grades  sind  rationale 
Functionen.  Zwischen  je  drei  derselben  findet  eine  lineare  ho- 
mogene Relation  mit  constanten  Coefficienten  statt. 

8. 
Es  sei 

(1.)  f.  =  zW, 

wo  xi^)  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  von  z^  so   ergiebt   sich 
aus  A.  p.  128*)  Gl.  (8.) 

(2.)  m  =  C[(^^^)\6^^^-B,p]y,isy  =  X.W, 

WO  C  eine  Constante. 

Die  mit  noch  zu  bestimmenden  Constanten  zu  multipUcirenden  Linear- 
factoren von  f^  genügen  einer  Gleichung  48"*^  Grades 

(A.)  iT+i^.y^'+Aj^'+Ay^+Ay^+Äy'+A  =  o. 

Wir  wollen  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  als  ganze  homo-  [i4 
gene  Functionen  der  rationalen  Functionen  '^{zy  und  XiC-^^)  darstellen« 

i)  8.  81  diefM  BaadM.    Seh. 
t)  8. 45  diMM  Bandet.    Seh. 

f« eh  •  t  Bttthem.  Werke.    IL  17 
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Es  seien  a,  a,,  /3,  ß^j  y^  y^  noch  zu  bestimmende  Constanten,  t]  eine  pri- 
mitive 4**  Wurzel  der  negativen  Einheit,  so  sind  die  8**"  Potenzen  der  Wur- 
zeln der  Gl.  (A.) 

«yl»   «1»;,  ßiyt-WtTf  ßiiyi-^^yJf  riyt-i^yJi  yi(yi+<^y.)*- 

Die  Coefficienten  p^yp^y  •••  sind  Formen,  welche  gleich  rationalen  Func- 
tionen von  z  sind.  Der  Coefficient  p  als  der  negative  Werth  der  Summe  der 
8*"  Potenzen  der  Wurzeln  ist  eine  Form  8*~  Grades,  demnach  eine  Primform, 
weil  p^  nicht  verschwinden  kann,  ohne  dass  auch  a  verschwindet,  was  nicht 
möglich  ist.     Nach  S.  V.  voriger  Nummer  ist  also 

(3.)  A  =  A,H(/;), 

wo  Aj  eine  Constante.  Durch'  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten 
ergiebt  sich 

Wählen  wir  «  =  16,  so  dass  \ßy^  der  Gleichung  (A.)  genügt,  so  sind  die 
achten  Potenzen  der  Wurzeln  derselben : 

(a>.)       i6y;,    i6y;,    (y,-if)y,)%    (y,  +  >)y,)%    (yi-i>)y,)%    (y,+tijy.)' 

und 

A,  =  20. 

Bezeichnet  man  mit  s^  die  k^  Potenzsumme  der  Grossen  (o>.),  so  ist  Sj^  eine 
Form  8Ä***  Grades,  welche  gleich  einer  rationalen  Fimction.  Zerlegt  man 
diese  Form,  imter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (4.)  in  No.  7  und  der 
Sätze  y.  und  VI.  derselben  Nummer,  in  Primformen,  so  ergiebt  sich  folgende 
Gestalt  derselben: 

wo  H  und  f  zur  Abkürzung  fiir  JE[(fJ  resp.  f^  gesetzt  ist. 

Die  Grössen  X  und  fi  werden  durch  Vergleichung  der  Coef&cienten  auf 
beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  bestimmt. 
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Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4.)  werden  aludann  die  Coeffidenten  p^i  J^iP^iP« 
berechnet,  wahrend  p^  als  Product  der  Grossen  {m.)  die  Form  hat:  [is 

(6.)  P.  =  Kf:- 

Jüe  Veif^chnng  zweier  Coeffidenten  auf  beiden  Seiten  liefert 

i,  =  16". 
Man  erhalt  demnach 

A  =  -100zJ-U.S088x%    p.  =  65x;«40.424z,x% 
A  =  -  16X1- 1248x1  X*,    A  =  16'Z% 
wo  x»  Xi  ^^  Abkfirzung  für  x(^)  ^esp.  Xi{s)  gesetzt  ist. 

9. 
Es  sei  wiederum 

(1.)  /u  =  zW, 

wo  x(^)  ^6  rationale  Function  von  ^r,  so  ei^ebt  sich  aus  A.  p.  128^)  GL  (8.) 

Die  mit  bestimmten  Constanten  multiplicirten  Linearfactoren  von  f^  genügen 
einer  Gleichung  120"^  Ghrades,  welche  nur  solche  Potenzen  der  Unbekannten 
enthält,  deren  Exponenten  durch  zehn  theilbar. 

Bezeichnet  man  also  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

(3.)  Ä»  +  ilx-l  =  0 

mit  p*,  q*^  femer  mit  t]  eine  primitive  fünfte  Wurzel  der  Einheit,  endlich  die 
zehnten  Potenzen  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  Gleichung  mit 

«y;%  «lyJ'i   A(y«-i>Vy.r,   n(yi-«T|*y.r,  (»=0,1.2,8.4) 

so  ergiebt  die  Bedingung,  dass  die  Summe  dieser  Grössen  als  eine  Form  zehn- 
ten Grades,  welche  gleich  einer  rationalen  Function,  (in  Folge  der  Voraus- 
setzung iV=  12)  identisch  verschwinden  muss, 


«1   =   «>      ßo  =  ßi   =  ß%  =  ßz  =  ß^  = 


Hg^-p')  ' 


n  =  y.  =  y.  =  y.  =  y*  =  5(/^p*)  ^ 


I)  8.  tf  <!««(  Bul«.    Bck. 

17* 
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Demnach  sind  die  zehnten  Potenzen  der  Wurzeki  der  Gleichung,  welcher 
V^y,  genügt: 

(a>.)  25\/5y.,     25\/5y„     -9*(y.-il*py.r,    p'{y^-r^q9X,    (*  =  0, 1, 2, 8. 4) 

i6]  und  diese  Gleichung  lautet: 

Bezeichnet  man  wieder  mit  ^^  die  1^  Fotenzsumme  der  Grössen  (o>.)  imd 
zerlegt  die  Formen  lOJc^  Grades  in  Frimformen,  so  ergiebt  sich  unter  Zu- 
hülfenahme  der  Sätze  II.,  IV.,  V.  in  No.  7  eine  Darstellung  derselben  als  ganze 
homogene  Fimctionen  von  f^^y  H(f^^y  9^,  in  welcher  die  Coefficienten  durch 
Vergleichung  gleich  hoher  Fotenzen  von  y^  auf  beiden  Seiten  bestimmt  werden. 
Aus  den  Fotenzsummen  ergeben  sich  alsdann  folgendeWerthe  derCoef- 
ficienten  p  als  ganze  homogene  Functionen  von  xC-^)»  XiW»  ^^^  ^^^ 


?«>W  =  Vz,(^)"+1728xW': 
Pt   =  ^Xif    Pt  =  *.?»    Ä  =  ^Zl.    Pt  =  *6Xi?» 
,^x  .    A  =  ^Xl+*«X%    Pf  =  *fX!?»    Ps  =  ^xJ+*.XiX% 

ft    =   *9X!?  +  f»9X*97     PtO   =   ^oXJ+^ioX!x'» 

Pu=  *nXJT  +  ftiX*XiT,    JPi.  =  5'X", 

wo  X»  Xo  ?  ^^^  Abkürzung  für  resp.  xi^)i  XiC'^)»  ?ao(^)  gesetzt  ist»  ^^^^l  worin 
Xj,  x^, ...,  A,,  A^,  ...,  f»^, ...  vollständig  bestimmte  numerische  Grössen  sind. 

Natürlich  könnte  man  auch  die  Formen  (4.)  der  Coefffcienten  p  direct 
aus  der  Zerlegung  derselben  in  Frimformen,  unter  Zuhülfenahme  der  Sätze 
n.,  IV.,  V.  in  No.  7  aufstellen  und  die  Unbekannten  x,  A,  /i  durch  Ver- 
gleichung gleich  hoher  Fotenzen  von  y^  auf  beiden  Seiten  bestimmen.  Allein 
es  erleichtert  wesentlich  die  Rechnung,  die  Coefficienten  p  durch  Vermittlung 
der  Fotenzsummen  ^^  herzuleiten.  Dieselbe  Bemerkimg  ist  auch  bei  den  ana- 
logen Gleichungen  (6.)  voriger  Nummer  zu  machen. 

Die  Form  für  p„  ergiebt  sich  daraus ,  dass  dieser  Coef&cient  das  Froduct 
der  Grössen  (o>.)  sein  muss. 

Da  die  Grrössen  p  rationale  Functionen  von  z  sind  und  i  =  1 0,  so  ergiebt 
sich  aus  den  Gleichungen  (4.)  ausserdem  : 

Die  Frimform  9    ist  eine  rationale  Function. 
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10. 

Es  8ei  a  ein  singulärer  Funkt  der  Differentialgleichung 

Tjj,  Tj,  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen,  welche  resp.  den  Wurzeln  [17 
r,  1— r  der  zugehörigen  determinirenden  Fimdamentalgleichung  entsprechen, 
wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass  r  die  kleinere  der  beiden  Wurzeln  ist, 
was  erlaubt  ist,  weil  dieselben  verschieden  sein  müssen  (s.  m.  Abh.  Bd.  66^), 
No.  6).     Es  sei  alsdann 

Substituirt  man  diese  Werthe  für  y^,  y^  in  eine  Primform  n**"  Grades,  so 
kann  zweierlei  eintreten.  Entweder  ist  der  Coefficient  von  tq*  Null  oder  nicht. 
Im  ersteren  Falle  ist  der  Coefficient  von  iq""*iq,  jedenfalls  von  Null  verschieden, 
weil  f  als  Primform  nicht  durch  tq*  theilbar  sein  kann.  Hieraus  ei^ebt  sich 
der  Satz: 

I.  Eine  Primform  f  n*"  Grades  hat  in  der  Umgebung  eines 
singulären  Punktes  a  entweder  die  Form 

(2.)  f  =  (£r-ar?(xr) 

oder 

(2a.)  f=  {j^-ar"^-^^^{z), 

wo  (f{z)  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  welche  für  js  =  a 
weder  Null  noch  unendlich  ist. 

Wenn  weder  f  noch  JE[{f)  die  Form  (2a.)  hat,  so  kann  —  so  bestimmt 
werden,  dass  die  Form  0^,  resp.  4>^  durch  yj,  theilbar  wird.  Es  giebt  also 
eine  Primform  der  Gestalt  (2a.).  Andererseits  sind  (nach  A.  p.  114*)  S.  IV.) 
nicht  zwei  verschiedene  Primformen  gleichzeitig  durch  iq,  theilbar.  Es  ergiebt 
sich  also: 

II.  Von  der  Gesammtheit  der  Primformen  hat  eine  die  Ge- 
stalt (2a.),  die  übrigen  die  Gestalt  (2.). 


1)  Abk.  YI,  Bftnd  I  diettr  Anagabe,  8.  169  ff.    Seh. 
t)  8. 80  diMM  Bandet.    Seh. 
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Ist  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades  iV,  so  ist  nach  No.  7 

a)  für  iV  =  6,  fl  rational,  also 

entweder    12r     oder     8r     eine  ganze  Zahl, 

also  weil  i  =  8,  imter  Berücksichtigimg  von  A.  p.  135^)  GL  (5.)  der  Nenner 
von  r  eine  der  Zahlen 

(«.)  1,  2,  3,  4,  6,  8; 

b)  für  iV=  12  ist  f^^  rational,  also 

entweder    12r     oder    lOr     eine  ganze  Zahl,| 

i8]  demnach,  weil  i  =  10,  der  Nenner  von  r  eine  der  Zahlen 
(/».)  1,  2,  3,  4,  5,  6,  10. 

Fasst  man  beides  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 

ni.  Die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singu- 

läifen  Funkten  gehörigen   determinirenden  Fundamentalgleichungen 

haben  für  iV=  6   einen   der  Zahlenwerthe   («.),    für   iV=12   einen 

der  Zahlenwerthe  (ß.). 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich  übrigens  folgende  Gestalt  einer  Primform 

n*~  Grades  als  Function  von  z: 

wenn  man  mit  a  ,  a  , ...  die  singularen  Funkte,  mit  r,,  r,,  ...  resp.  die  jedesmal 


kleinere  der  beiden  Wurzeln  der  zugehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen, mit  «j,  «,, ...  Zahlen,  welche  entweder  den  Werth  NuU  oder  Eins 
haben,  endlich  mit  ^(z)  eine  ganze  rationale  Function  bezeichnet,  welche  für 
keinen  der  singularen  Funkte  verchwindet. 


11. 
Wir  betrachten  jetzt  den  Fall 

Nach  S.  n.  No.  2  ist  in  diesem  Falle 
(1.)  f»^12, 


i)  &  M  ütMt  BmUi.    Sok. 
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also  nach  S.  IV.  No.  1 

(2.)  m<24, 

folglich  ist  in  Übereinstimmung  mit  A.  p.  125^) 
(3.)  £  <  6. 

Es  sei 

a)  i<:3,  so  wird  (nach  A.  p.  135*)  GL  (5.)  und  p.  138^  No.  26)  die 
Differentialgleichung  durch   die  Wurzel   einer  rationalen  Function  befriedigt. 

b)  Zr  =  4  ist  aus   dem  A.  p.  125^)   angegebenen  Grunde  auszuschliessen. 

c)  Zr  =  5  kann  nicht  statthaben,  weil  in  diesem  Falle  die  Frimform 
4*~  Grades  durch  yj  oder  yj  theilbar  sein  müsste. 

d)  i  =  3  oder  6. 

Ist  j  eine  primitive  dritte  oder  sechste  Wurzel  der  Einheit  und  sind  y^,  y^ 
ein  Fundamentalsystem  von  Integralen,  welche  auf  einem  gewissen  W^e 
gleichzeitig  in  yj^  yj"^  resp.  übergehen,  so  ergiebt  sich,  dass  eine  Prim-  [19 
form  vierten  Grrades  eine  der  beiden  Gestalten  hat 

Da  die  erstere  durch  y^  die  zweite  durch  y,  theilbar  ist,  so  folgt  aus 
A.  p.  114^)  S.  IV.,  dass,  wenn  erst  a^,  a^,  a,,  a^  fixirt  sind,  jede  Frimform 
vierten  Grrades  mit  einer  der  beiden  Formen  (a.)  oder  (/).)  übereinstimmt. 
Wir  fixiren  a^  =  1,  a,  =  1,  was  erlaubt  ist,  da  y^,  y,  mit  beliebigen  constanten 
Factoren  multiplicirt  werden  dürfen.     Es  wird  dann  die  Form  (a.) 

Nun  ist 

(ö.)  H{U)  =  9(8yjy.-.y;). 

Nehmen  wir  als  Form  (ß.) 

(6.)  H{Q  =  8y!y.-j^, 

80  sind  f^  und  H{f^)  die  einzigen  Primformen  vierten  Grades.     Es  ist  dem- 
nach die  HEssEsche  Covariante  von  ^   von  dieser  Form  verschieden. 


i)  8.  4S  d]6M 

W  BMdtl. 

Seh. 

i)  8.  fiS  di6M 

m  BaadM. 

RAh. 

<)  8.  66  di6M 

M  BMidM. 

8eb. 

4)  8.  80  dSw 

M  BandM. 

Sek. 
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Aus  dem  Satze  V.  No.  2  ergiebt  sich  aber,  dass  der  Index  jedes  redu- 
cirten  Wurzelsystems,  also  auch  L  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

I.  Für  iV=  4  ist  i  =  6,  und  es  sind  f^  und  H{f^  die  einzigen 
Primformen  vierten  Grades. 

Es  ergiebt  sich 

(7.)  H\U)  =  ^V.24?U. 

Demnach  folgert  man  aus  dem  Satze  IV.  No.  2: 

n.   fl  und  H{fy  sind  rationale  Functionen  von  z. 
Bestimmt  man  A  so,  dass 

durch  einen  Linearfactor  der  Form 

(8.)  <p.  =  l[H(^J^-/;im]  ^  8y:-20yly;-y: 

theilbar  wird,  so  wird  ([;,  aus  demselben  Grrunde  wie  in  No.  7  in  den  ähnlichen 
Fällen,  durch  cp|  theilbar.     Es  ergiebt  sich 

(9.)  <pj  =  -.£r(/;)«+64/-;. 

Da  eine  Form  sechsten  Grades  nicht  Wurzel  einer  rationalen  Function 
sein  kann,  ohne  Frimform  zu  sein  (weil  iV  =  4),  so  ist  cp^  eine  Primform. 
30]  Nach  No.  6  Gl.  (3.)  und  (3a.)  giebt  es  nicht  zwei  verschiedene  Prim- 
formen sechsten  Grades. 

Die  Form 

(10.)  'F=vHifJ  +  Xf: 

ist  eine  Primform  für  jedes  Werthsystem  der  Constanten  A  und  v,  ausser  für 
V  =  0  oder  A  =  0,  oder  v  =  —  1,  A  =  64.  Umgekehrt  ist  jede  Primform  F 
zwölften  Grades  in  der  Form  (10.)  enthalten.  Denn  man  kann  —  so  be- 
stimmen, dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (10.)  durch  einen  Linearfactor 
von  F^  also  (A.  p.  114*)  S.  IV.)  durch  F  theilbar  wird.  Der  Quotient  ist 
eine  Constante,  welche  nicht  verschwindet,  weil  f^  und  H{fJ  von  einander 
verschieden  sind.     Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  folgt: 

1)  8. 80  diMM  BudM.    Seh. 
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in.  Für  iV=  4  giebt  es  nur  die  Primformen  /^,  H{fJ^  9^  und 
die  in  unendlicher  Anzahl  vorhandenen  Primformen  zwölften 
Grades.  Die  letzteren  sind  sämmtlich  durch  die  Gleichung  (10.) 
dargestellt. 

Es  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (10.),  ebenso  wie  in  No.  7,  dass 
zwischen  je  drei  Primformen  zwölften  Grades  eine  lineare  ho- 
mogene Relation  mit  constanten  Coefficienten  stattfindet. 

12. 

Die  Linearfactoren  von  f^j  mit  bestimmten  Constanten  multiplicirt,  ge- 
nügen einer  Gleichimg  24**^  Grades,  welche  nur  sechste  Potenzen  der  Un- 
bekannten enthält. 

Die  sechsten  Potenzen  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der- 
selben seien 

«yj,  /J(y.+y,)%  y(y,+i>y.)*.   *(yi+i>'y.)", 

wo  p  eine  primitive  dritte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.  Es  ergiebt  sich,  dass 
die  Summe  dieser  Grössen  nicht  Null  sein  darf,  weil  hierzu  die  unmögliche 
Bedingung  a  =  0  zu  erfüllen  wäre.  Diese  Summe  als  Form  sechsten  Grades, 
welche  gleich  einer  rationalen  Function,  ist  demnach  gleich  9^  multiplicirt 
mit  einer  Constanten.     Hieraus  folgt 

ß  z=  y  =  d  =  —-^a,    und  die  Somme  gleich   !«<?«. 

Wählen  wir  «  =  —27,  so  ist  das  reducirte  Wurzelsystem  der  Gleichung, 
welcher  ^—  27 y^  genügt: 

(e>.)  V^-27y,,    (y,  +  y,),    (y^+py.)»    (yi+JP'y.)- 

Es  sei  wiederum  [*« 

(1.)  f.  =  zW» 

wo  x(^)  die  Kubikwurzel  einer  rationalen  Function,  imd 

(2.)  HiO  =  C7[(^M^)V4ilM^-16p]x(.)*  =  X.W. 


80  können  wir  die  Coefficienten  der  Gleichung 

(C.)  y^+P^y"+Pny"+p,y'  +  P*  =  o, 


F  n  e  h  • ,  mathom.  Werkt,    n. 
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welcher  die  Grössen  (o).)  genügen,  folgendermaassen  als  ganze  homogene 
Functionen  von  xW»  XiW  ^^^ 


(3.)  T.W  =  V-X.W+64ZW 

darstellen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  wieder  mit  s^  die  1^  Potenzsumme  der  sechsten 
Potenzen  der  Grossen  (o).),  so  ergiebt  die  Zerlegung  der  Form  Sj^  in  Prim- 
formen ihre  Darstellung  als  ganze  homogene  Function  von  f^^  H{f^)  und  cp^. 
Die  Unbekannten  ergeben  sich  wieder  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  y^  auf  beiden  Seiten.     Auf  diesem  Wege  erhalten  wir: 

(4)  i   ^>  =  "■^''     ^.  =  -3x!+732x*, 

U.  =  3x:?-2460x'<p,     s,  =  3xJ-6216x;x*+531444xJ, 

WO  zur  Abkürzung  x»  Xi»  9  ^  XW>  7iii^)y  ^•(ß)  ^®®P-  gesetzt  ist. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  dass  ^^  eine  rationale 
Function  von  0  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (4.)  ergeben  sich  die  Werthe  der  Coefficienten  der 
Gleichung  (C.) 

(5.)     p,  =  3<p,    p,  =  -8xJ-78x',    A  =  -x!?  +  10x'?,    P.  =  -27x*. 

Die   letztere   dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  daraus,   dass 

p^  gleich  .dem  Producte  der  sechsten  Potenzen  der  Grössen  (o).)  ist. 

Aus  dem  Satze  I.  No.  10  und  aus  A.  p.  135^)  Gl.  (5.)  ergiebt  sich: 
Die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 

Punkten    gehörigen    de terminir enden    Fundamentalgleichungen 

fallen  für  N  =  4  mit  einer  der  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  6 
zusammen. 

Dieser  Satz,  zusammen  mit  Satz  III.  No.  10,  liefert  den  Satz  A.  p.  135*) 
mit  der  näheren  Bestimmung,  dass  die  Nenner  7  und  9  for  N>  2  überhaupt 
ausgeschlossen  sind. 


1)  8.  tt  diaMf  Buid«t.   Seh. 
s)  8. 61  aiMM  Buiatf.    Seh. 
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13.  [2a 

In  den  Nummern  8,  9,  12  ist  gezeigt  worden,  wie  die  Coefßcienten  der 
algebraischen  Gleichung,  deren  Wurzeln  der  Differentialgleichung  genügen, 
vermittelst  einer  Function  yji^z)  ausgedrückt  werden  können. 

Diese  Function  ^  ist  für  iV'=  6  die  Quadratwurzel,  für  2V=  4  die 
Kubikwurzel  einer  rationalen  Function,  dagegen  für  iV=12  eine  rationale 
Function. 

Die  Exponenten  der  Factoren  von  j^,  welche  für  die  singulären  Funkte 
Null  oder  unendlich  werden,  sind  durch  die  Gleichung  (3.)  No.  10  näher  be- 
stimmt. 

Die  definitive  Bestimmung  von  j^  erfolgt  (nach  A.  p.  129 — 133*))  dadurch, 
dass  diese  Function  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  resp.  der 
5**",  7**"  oder  13**°  Ordnung,  oder  dem  Systeme  von  resp.  4,  6,  12  solchen 
Differentialgleichungen  zu  genügen  hat.  Obgleich  diese  Bestimmung  wesent- 
lich durch  die  gewonnene  Kenntniss  der  Beschaffenheit  der  Exponenten  der- 
jenigen Factoren  von  j^,  welche  für  die  singulären  Punkte  Null  oder  unend- 
lich werden,  erleichtert  wird,  so  ist  doch  zuweilen  folgender  Weg  zur  Be- 
stimmung von  5(  vorzuziehen. 

Ist  f  eine  Form  vom  1^  Grade ,  so  kann  man  aus  den  beiden  Gleichungen : 


-ß^^-g^  berechnen.     Für  jede  dieser  Formen  (&— 1)*^  Grades  werden  die  den 
beiden   Gleichungen   (1.)   analogen   Gleichungen    aufgestellt,    und   aus   diesen 

ÖV    ÖV    _JV_  berechnet 
öyl '  öyr  öy.ay,    ^erecnnei. 

Ist  nun  /*  =  X?  ^^  X  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  jgr,  so  ergiebt 
diese  Rechnung  unter  Zuhülfenahme  von  A.  p.  104*)  Gl.  (2.) 

(2.)  Hin  =  C[{^)\  k^^-J^p]x'  =  X.. 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.    Diese  Gleichung  haben  wir  in  den  Nummern 

1)  8.  46-61  diMM  BftndM.    Seh. 
fl)  8. 19  diMM  BandM.    Seh. 
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8,  9,  12    bereits  für  k  =  6, 12,  4   aus   A.  p.  128*)   durch   directe   Ausrechnung 
deducirt. 

Aus  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  No.  4  und  Gleichung  (7.)  No.  11 
ergiebt  sich: 

33]     Die  Functionen  -^  und  -^^  genügen  den  Systemen  von  Differential- 
gleichungen: 

WO    C,  C  Constanten   und   A  =  1    für   iV^=  4,  A  =  2    für   JV=  6,  A  =  3 
für  N=  12. 

Die  Gleichungen  (3.)  können  dazu  dienen,  die  ganze  rationale  Function 
4^(^)  zu  bestimmen,  welche  in  Gleichung  (3.)  No.  10  als  Factor  von  j^  auf- 
tritt, wodurch  nach  dem  Obigen  -^  vollständig  bestimmt  ist.  Der  Grad  von 
^{z)  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  A.  p.  133*)  der  Grad  von  g{z). 

14. 

Zum  Beschluss  fügen  wir  noch  zwei  fernere  Beweise  des  Satzes, 
dass  die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 
Funkten  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  mit  einer  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10  zusammenfallen  müssen,  wenn  iV>  2,  hinzu 
(siehe  No.  10,  S.  III.,  den  Satz  am  Schluss  von  No.  12  und  A.  p.  135^). 
Wir  glauben  diese  Beweise  um  so  weniger  unterdrücken  zu  dürfen,  weil  sie 
diesen  Satz  fast  als  eine  unmittelbare  Folge  aus  der  Begriffsbestimmung  einer 
Primform  darstellen. 

Ist  f  eine  Primform   n**"  Grades,  gebildet   aus   einem  beliebigen  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  y,,  y,,   so   dürfen  in   derselben   nicht  gleichzeitig 
die   Glieder   mit  y*  und  y*"*y,,    ebenso   wenig  gleichzeitig   die   Glieder  mit 
y",  y^'^jf^  fehlen,   weil  f  weder  durch  yj  noch  durch  yj  theilbar  sein  darf  (A 
p.  114*)).     Die  Primform  besteht  daher  aus  mindestens  zwei  Gliedern. 

1)  8.  45  diaMt  Bandet.  Seh. 

t)  8  61  dieM«  BandM.  Seh. 

S)  8.  68  diMM  BaadM.  Seh. 

«)  8.  80  dieaea  Basdea.  Seh. 
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Es  sei  demnach  erstens 

wo  a^  und  «^  von  Null  verschieden  sind.  Da  Ä>1,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
höchste  Potenz  von  y,  in  H{f)  die  (2n— Ä  — 2)**  ist,  demnach  ist  die  niedrigste 
Potenz  von  y,  in  dieser  Form  die  (&— 2)**,  weil  H{f)  vom  (2n  — 4)*~  Grade. 

Ist  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades,  so  ist  auch  H{f)  eine  Primform 
(A.  p.  116*))  und  als  solche  nicht  durch  y\  theilbar.     Demnach  muss 

i-2<2, 

d.  h.  k  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  sein. 

Haben  nun  r  imd  a  dieselbe  Bedeutung  wie  in  No.  10,  während  y,,  y,  [«4 
mit  den  dortigen  yj^,  iq,  resp.  übereinstimmen,  so  ist  —  da  /*  nach  einem  Um- 
laufe um  a  sich  mit  einer  Einheitswurzel  multiplicirt  — 

nr  — [(n-2A;)r  +  A:], 

also  auch  ikr  eine  ganze  Zahl. 

Der  Nenner  von  r  ist  demnach  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  6. 
Es  sei  zweitens 

a,  und  a^  von  Null  verschieden,  so  ist 

Hin  =  -(n-l)Xyr*  +  (n-l)*((*-3)n  +  2)a,a»yr*"'y.*-*  +  -. 

Es  sei  Ä>  2,  so  sind  die  Coefficienten  von  yj*"*  und  von  yj*"*"**""y*""*  in 
H{f)  von  Null  verschieden  imd  die  höchste  Potenz  von  y^  in  £?*(/*),  nach 
dem  im  ersten  Falle  Bewiesenen,  die  (4n  — fc  — 9)**.  Demnach  ist  H*{f)  als 
eine  Form  vom  Grade  4n  — 12  durch  y*"'  theilbar. 

Ist  wieder  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades,  so  kann  H*{f)  nicht 
durch  die  vierte  Potenz  einer  Primform,  folglich  auch  nicht  (A.  p.  115*)) 
durch  y*  theilbar  sein.     Demnach  ist 

i-3<:4, 
d.  h.  k  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  5,  6. 


1)  S.  12  diMM  BandM.    Sek. 
>)  8.  81  dieMt  BandM.    Sek. 
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In  diesem  Falle  ist 

(n-2)r  +  l-[(»-2Ä;)r  +  i], 

also  auch  (2Ä;  — 2)r  eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

der  Nenner  von  r  ist  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8, 10. 

15. 

Der  einfachste  Beweis  des  in  voriger  Nummer  erwähnten  Satzes  ist  wohl 
der  folgende. 

Ist  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades,  so  sind  f  und  H(/')  nicht  durch 
y|  und  H*{f)  nicht  durch  y*  theilbar.     Demnach  enthält 

f  ein  Glied  der  Form   a^y"   oder   a^y^'^y^, 
H(f)   ein  Glied  der  Form  b,y^''   oder  i^y^'^Vt, 
H*{f)   em  Glied  der  Form   ej^yf"   oder   c,yj"-"y,   oder   c,yj*-**y;   oder  c,yf*""j;. 

Haben  a,  r  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  in  No.  10,  während  y^,  y,  mit 
25]  den  dortigen  yj^,  tq,  resp.  übereinstimmen,  bezeichtien  wir  femer  den  Nenner 
von  r  mit  v  und  mit  j  eine  primitive  v^  Wurzel  der  Einheit,  so  gehen  nach 
einem  Umlaufe  von  z  um  a 

f  in  j^f  oder  in  ;""'/*, 

H(f)  in  j'^'^Hif)   oder  m  j'^^^Hif), 

H\f)  in  /"-"^•(/•)  oder  in  j'^'^'H^f)  oder  in  j*»-^»H*(/-)  oder  in  j*^"'H\f)  über. 

Da  nach  S.  IV.  No.  2  — tt^,  "7*  ungeändert  bleiben  müssen,  so  ist 
erforderlich,  dass  gleichzeitig  eine  der  Congruenzen: 

2n  =  2n  — 4,     2n  =  2n  — 6,    mod.t/ 

und  eine  der  Congruenzen 

4n  =  4n  — 12,     4n  =  4n  — 14,     4n  =  491  —  16,    4n  =  4n  — 18,    mod.i/ 
stattfindet,  oder  gleichzeitig  eine  der  Congruenzen 

2(w-2)  =  2n-4,     2(n-2)  =  2n-6,    moiv 
und  eine  der  Congruenzen 

4(fi-2)  =  4n-12,    4(w-2)  =  4n-14,    4(n-2)  =  4n-16,    4(n-2)  =  4n-18,   mod.v. 
EKeraus  ergiebt  sich,  dass  v  eine  der  Zahlen  I9  2,  3,  4,  5,  6,  8, 10  ist. 
Heidelberg,  den  3.  November  1877. 


XXVL 


EXTRATT  D'UNE  LETTBE  ADRESSlfeE  A  M.  HERMITR 


(Comptes  rendns  hebdomadaires  des  S^ances  de  rAcadämie  des  Sdenoes,  t.  S6^  1877, 

p.  947—960;  S^anoe  dn  19  Novembre  1877.) 


En  d^signant  par  y^  une  integrale  de  röqnation  diffdrentielle  |  [94? 

et  posant 

on  tire  d'un  thöoreme  du  no.  2  de  mon  Memoire  dans  le  Journal  de  BoR- 
CHARDT,  t.  66^)1  que 

est  anssi  une  integrale,  et  que  Ton  n'a  jamais 

y,  =  coii8t.y„ 

de  Sorte  que  y,>y,  fönt  nn  Systeme  fondamental  d'int^prales.     Si  r^oation 
a  la  forme 

une  integrale  quelconque  y^  fait  avec 

dz 


(«.)  >. = .,/! 


1)  lUaofrt  TI,  9.  IM,  1. 1  d«  ttHU  Mitioi«   8«h. 
f «ekf.  ■fttiMük  Wttim.    n.  19 
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un  Systeme  fondamental.  La  forme  (2.)  de  la  fonction  y^  est  permanente 
pour  des  valenrs  quelconques  des  constantes  contenues  dans  P.  II  n'y  a 
lieu   de  faire,   dans  certains   cas,  une   distinction   que   si   Ton  veut   effectuer 

rint^grale 

/dx 

Soit  par  exemple, 
94^]  iine  integrale  y^  est 

.    (4.)  y.  =  ^*-*-". 

et  Ton  a 

(6.)  y.  =  «♦^"Z 


"«-(^+2«>e?^. 


La  forme  (5.)   est  valable   pour  toute  valeur   de   a;  mais,   si  Ton  veut 
obtenir  explicitement  l'intögrale 

par  des   fonctions  connues,  il  faut   distinguer  les  deux   cas  a  =  0  et  a  non 
4gal  ä  zöro. 

C'est  de  mSme  ce  qui  airive  ä  Tögard  de  l'^quation  difförentielle 

(6.)  -5^  =  (2t*8in'ania;  +  A'8m*ama— 1  — Ä')y. 

Vous  avez  trouv^  que 

V')  y.  —    e(»)   * 

est  une  int^rale;  donc 


^*  -  ^»  j^        H*(«  +  o) 


est  aussi^  une  integrale  valable  pour  toute  valeur  de  a  et  qui  fait  avec 
y^  un  Systeme  fondamental.     Une  distinction  n'est  k  faire  que  si  Von  veüt 
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exprimer  y,  par  des  fonctions  connues.     En  effet  on  trouve  • 


ou 

C/  =  2smamacosamaAama  ^^)J.  Je. 

Comme  cette  constante  ne  peut  devenir  infinie,   sin  am  a,   dans  le  coef&cient 
de  y  de  r^quation  difförentielle  (6.),  devant  6tre  fini,  on  peut  avoir 

(10.)  jonl-C  =  0 

I  ou  2*  C  diflP^rent  de  z^ro. 

Dans  le  second  cas,  les  ^quatlons  (7.)  ä  (9.)  fournissent 

^  e'(a) 
i"-;  y.  —     e(a;)    * 

C'est  pr^cis^ment  votre  autre  integrale.     Les  valeurs  pour  lesquelles  airiye  le 
cas  premier  (10.)  sont 

(a)     a  —  2mK+2n%K', 
(12.)  {    iß)    a  =  {2m  +  l)K+2niK', 

(y)     o  =  (2m  +  l)Ä:+(2n  +  l)».ff', 

m,  n  ötant  des  nombres  entiers. 

Dans  le  cas  (12a.),  on  a  [949 

/«  „    e'(a)  2n«jric 

dont  la  valeuT  est,  ä  un  facteur  constant  pres, 

H'(x)      Jx 
_l^__  +  con8t. 

De  lä  et  de  l'öquation  (8.)  döcoule  le  Systeme  fondamental 

_  H(aO 
^'  ~   e(«)  ' 

^'  ~   e(a;)       iC    S{x)  ' 

19* 
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*       Dans  le  cas  (12^.),  on  a 

9'(g)g     ^^"^  ,         — K—  /"»  e«(«) , 

H'(.  +  a)       ^  =  ^  X   '^      ' 

dont  la  Taleur  est,  ä  rin  facteux  constant  pres, 

De  lä  et  de  l'öquation  (8.)  döcoule  le  Systeme  fondamental 

'      e(«) ' 

«   _^er(0)H.(x)       1    H.(a;)e'(») 
^*  ~       *'»     e(a;)      *'»      e»(«) 

Dans  le  cas  (iSy.),  on  a 

/«'  2«-!^  2itir'  /     IV 

dont  la  yaleur  est,  ä  un  facteur  constant  pres, 

De  lä  et  de  l'^quation  (8.)  d^coule  le  Systeme  fondamental 

_  »xM 
^      _    ^e-(o)  e,(a:)     1  e;(a:)e,(ri:) 

950]  Far  ce  qui  pröcede,  il  est  d^montrö  que  l'^quation  difförentielle  (6.)  se 
comporte  comme  l'^quation  difförentielle  (S.).  La  valeur  de  y^  pour  celle-ci 
est  donnöe  par  T^quation  (5.),  pour  celle-lä  par  Töquation  (8.).  Pour  une 
yaleur  g^n^rale  de  a,  y,  a  la  forme  x^  pour  l'^quation  (3.),  et  la  forme 
(11.)  pour  r^quation  (6).  Mais  la  supposflbn  a  =  0  fait  entrer  le  logarithme 
dans  la  yaleur  öyalu^e  de  y^  de  l'^quation  (5.),  comme  pour  des  yaleurs  de  a 
donn^es  par  les  ^quations  (12.),  la  yaleur  öyalu^e  de  y^  a  des  formes  particulieres. 
Mais  il  s'ensuit  en  mSme  temps  que  les  yaleurs  (12.)  de  a  sont  les 
seules  pour  lesquelles  la  fonction  y,  n'ait  pas  la  forme  (11.). 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  146,  GL  (5.)  und  Zeile  14  ?nirde  unter  den  Integralzeichen  x" '  +  *)  gtatt  a?""  "^      gesetzt. 

„    147,    „    (13a.)  >  ?nirde  als  untere  Grenze  der  Integrale  a  statt  a  gesetzt 

,    148,    „    (13^.),  (13y.)  ) 

„    147,  Zeile  8  wurde  oü  statt  ou  gesetzt 

„     „  ,     „     4  ?nirde  in  dem  Ausdrucke  för  C  ein  vorgesetztes  Minuszeichen  unterdrückt  und 

im  Nenner  8'(0)  statt  9(0)  gesetzt. 
„     I)  »  Gl.  (13a.)  ?nirde  auf  der  rechten  Seite  im  EIxponenten  Ton  e  der  Factor  n  hinzugefügt. 

„    148,    „    (13^.)  ?nirde  auf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  Ton  e = —  statt 

2nt 

-^-(— n»JC+n"tJC'),  und  ebenso 

»     «  ,    »    (13y.)  — 2^(n+-l)'  statt  ^(-2nZ+(n«-l)tir')  gesetzl^ 
„    148,  Zeile  6  t.  u.  ?nirde  pour  statt  dans  gesetzt. 

2)  Die  vorstehende  Arbeit  verdankt  ihre  Entstehung  dem  folgenden  an  Fuchs  gerichteten  Schreiben  von 
Hermitb. 

»Paris  27  Octobre  1877. 
Mon  eher  ami, 
Permettez  moi  de  faire  appel  k  votre  connaissance  approfondie  de  la  nature  analytique  des  fonc- 
üons  d^finies  par  des  ^quations  diff^rentielles  Unfaires,  et  de  vous  demander  de  vouloir  bien  dMuire  de 
TOS  prindpes,  des  relations  qui  me  paraissent  interessantes  et  que  je  prends  la  libertd  de  soumettre  k 
▼otre  attention,  dans  le  cas  le  plus  simple.    Je  consid^re  l'^uation 

^  ^T-  =  [2*«sn««  +  *«sn«o-l-*«]y 

dont  la  Solution  g^n^rale  est  ainsi  donn^: 

en  faisant: 

^  e-(a) 
_   H(a;+a)        *  B(a) 
y*  ■"        0(0?)      ^ 

H{x-a)        e(a) 
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Voos  voyez  que  par  le  changement  de  x  en  a?+2JSr  et  X'^2%K'j  y^  se  change  en  ftyi  et  i^'y^  tandis 
que  y^  devient  — y,  et  —f-y^'  Mais  le  cas  particulier  oü  Ton  suppose  a  =  0  (Pon  de  ceux  de  Lame) 
donne  un  tout  autre  r^soltat.    Et  d'abord,  pour  avoir  dans  ce  cas  la  Solution  gän^rale  je  pars  de  la 


formale : 


r        -.^Mi 


et  je  däveloppe  le  second  terme  suivant  les  poissances  croissantes  de  a,  ce  qoi  donne 


H(x) 


W(x)      Jx  H(x) 


et  par  snite  d'apr^s  le  procdd^  de  D'Alembert 


y  =  c7,"M+c; 


W(x)      Jx  H(x) 


S(x)   ■     '[S{x)       K    S(x) 
Faisant  donc 

V  -UM 

—  H^a?)      Jx  H(x) 

Yoos  voyez  que  par  le  changement  de  o;  en  :c  +  2£^  y^  devient  —  ^j  et  y,,  —  yt  +  2*^^!*  Semblablement 
par  le  changement  de  x  en  X'^2%K\  y^  se  reprodoit,  tandis  que  y^  devient:  y^^^iJ^yi.  Ce  que  je 
ne  vois  point  maintenant,  mais  ce  que  vous  devez  certainement  voir,  en  consid^rant  l'^quation  propos^e, 
c'est  la  raison  de  c&  changement  de  nature  de  Tint^grale,  pour  a  =  0.  Des  circonstances  toutes  sem- 
blables  prdsentent  d^ailleurs  lorsqu'on  fait:  a  =  Ky  pois  enfin  a  =  K+iK',  et  peut-dtre  vos  principes 
onvriraieni^mi  la  voie,  pour  obtenir  ces  valeurs  singuliäres  anxqueUes  correspond  une  autre  nature,  un 
autre  mode  d'ezistence  de  Tint^grale.    Vous  voyez  que  dans  le  cas  g^n^ral  de  P^uation 

-^  =  [n(n+l)**8n«a;+Ä]y 

ce  serait  une  belle  et  grande  chose,  que  de  trouver,  par  cette  voie,  les  valeurs  de  h,  auxquelles  cor- 
respondent  les  Solutions  de  Lam^  au  nombre  de  2n+l,  qui  sont  des  fonctions  doublement  p^riodiques. 
Permettez  moi  d'appeler  votre  attention  sur  ces  questions,  qui  par  des  voies  diff^rentes  ont  6t6 
d^jä  abord^  par  Lam^  et  M.  Heine,  mais  qui  me  semblent  vous  revenir  de  droit  plus  qu'ä  tont  autre, 
et  recevez,  mon  eher  ami,  la  nouvelle  assurance  de  mes  sentiments  les  meilleurs  et  les  plus  d^ou^. 

CH.  HEBMITE.C 

Vergl.  die  beiden  folgenden  Abhandlungen  XXYII,  XXVIII;  am  Schlüsse  des  ersten  Tftiles  der 
Abhandlung  XXVIII  findet  man  eine  Ausfuhrung  der  Rechnung,  die  den  Werth  der  Gonstanten  C  (S.  147, 
Gl.  (9.))  liefert,  und  eine  vereinfachte  DarsteUung  der  Bestimmung  der  Integrale  für  a  =  0,  £,  K+iK\ 

SCH. 
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ÜBER  EINE  KLASSE  VON  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,  WELCHE 
DURCH  ABELSCHE  ODER  ELLIPTISCHE  FUNCTIONEN  INTEGRIRBAR 

SIND. 

(Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  Gr.-A.-Universität, 
Grottingen  1878,  No.  1,  16.  Januar  1878,  Sitzung  am  5.  Januar,  S.  19—32;  wieder  abge- 
druckt in  den  Annali  di  Matematica  p.  ed  a.,  Ser.  H,  Bd.  9,  1878,  S.  26—35.) 


Die  Differentialgleichung  [19*) 

(A.)  -^  =  [n(n  +  l)A;'8in"ama;  +  A]y, 

durch  welche  bekanntlich  die  LAMäschen  Functionen  definirt  werden,  ist  nach 
LAMift  insbesondere  von  Herrn  Heine  zum  Gegenstande  eingehender  Unter- 
suchungen gemacht  worden.  Während  man  sich  jedoch  bis  dahin  darauf  be- 
schränkte, nur  solche  Werthe  von  h  in  Betracht  zu  ziehen,  für  welche  die 
Differentialgleichung  durch  doppeltperiodische  Functionen  integrirbar  ist,  hat 
in  neuerer  Zeit  Herr  Hermite  es  unternommen,  dieselbe  Differentialgleichung 
für  beliebige  Werthe  von  h  zu  integriren  (Sur  quelques  applications 
des  fonctions  elliptiques  in  den  Comptes  rendus  de  TAcad^mie  des 
Sciences  de  Paris,  15.  Octobre  1877,  sqq.  ^).  Unter  diesen  Umständen  scheint  es 
nicht  ohne  Interesse,  auf  eine  Klasse  von  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  hinzuweisen,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  (Borchardts  Jour- 
nal, Band  81,  p.  116 — 118  •),  No.  13)   durch  AjBELsche   oder   elliptische  Func- 


1)  8«iteBuhl«a  der  extien  Yartüantliehang  in  den  OHtingw  NMhriohtea.    Soh. 
t)  Saptxmt  enebieneii,  Paris  1886.    Seb. 
•)  Abb.  ZX,  8. 8S-84  diwM  Budes.    Seb. 
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tionen  integrirt  habe,  und  wovon  nicht  nur  die  LAM^sche  Differentialgleichung 
(A.),  sondern  auch  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  Herr  Heine 
ao]  (BoRCHABDTS  Joumal,  Band  60,  p.  252)  den  LAMiftschen  Functionen  höherer 
Ordnung  zu  Grunde  gelegt  hat,  besondere  Fälle  sind. 

1. 

Wir  resumiren  zuerst  die  Resultate  der  No.  13,  p.  116 — 118  meiner  Ar- 
beit in  BoRCHARDTS  Journal,  Band  81^). 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  Differential- 
gleichung : 

ein  Integral  der  Form 

(1.)  y  =  TWV      ^J  9i') 

habe,  wo  <f{zy  eine  rationale  Function  von  z  und  A  eine  Constante,  ist  die^ 
dass  P  die  Form  habe: 


(r\  P-   ^  /^logTV,   1  d'logy        A 


1)  Ist  A  von  Null  verschieden,  so  hat  Gl.  (B.)  das  Fundamentalsystem 
von  Integralen: 

4/n  fjL  ^jzi  fjL 

(D.)  y.  =  ?W*«V     ^J  9i')^       y,  =  ,(,)4,   V     4J»('). 

2)  Ist  A  =  0,  so  sind 

ein  Fundamentalsystem. 

ai]  Für  die  Werthe  von  z,  für  welche  <f{z)  unendlich  wird,  ist  P  ebenfalls 
unendlich,  für  die  Nullwerthe  b  von  ^{z)j  dagegen  ist  P  nur  dann  nicht 
unendlich,  wenn 

(F.)  ?'(&)•  =  -A,    wo  <p'W  =  ■^- 

1)  Abb.  XX.  8.  Sa-M  dieiM  Bui4m.    Sek. 
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2. 

Wir  betrachten  nunmehr  den  speciellen  Fall: 

y^o  R{^)y  H{z)  ganze  rationale  Functionen  resp.  vom  Grade  m  und  w— 2  sind 
und  R'(js)  =    ^^  ,  und  ausserdem  JR(^)  nur  ungleiche  Linearfactoren  hat. 
Wendet  man  die  Substitution 

(1.)  u  =  BW"*y 

{s.  meine  oben  citirte  Abhandlung,  p.  102^))  an,  setzt 

(2.)  9  =  GB* 

und  berücksichtigt,  dass  die  zu  den  singulären  Punkten  der  Gleichung  (G.) 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln  0,  -^  habeUi 
so  folgt  aus  No.  1,  dass  die  Gleichung  (G.)  dann  und  nur  dann  ein  Inte- 
gral der  Form 

(3.)  «  =  ö*eV      *J  öV5 

hat,  wenn  G  eine  ganze  rationale  Function  ist  mit  der  Eigenschaft,  dass  [aa 
für  jeden  NuUwerth  b  von  G 

Ist  A  von  Null  verschieden,  so  ist  demnach  G{z)  durch  keinen  qua- 
dratischen Factor  theilbar  und  für  die  Wurzeln  der  Gleichung  J2(^)  =  0  von 
Null  verschieden. 

Ist  dagegen  A  =  0,  so  ist  G{z)  für  js  =  b  Null  zweiter  oder  erster  Ord- 
nung, je  nachdem  R{b)  von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist.  Ist  R(b) 
von  Null  verschieden,  so  ist 

rF-^  g"'(ft)  _      9R(b)         ^  d^Gjz) 


1)  8. 17  aiMM  BudM.    Seh. 
?i«kf,  ■atkMLWerka.    IL  20 
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Ist  A  =  0,  SO  wird  die  quadratische  Form  S.  116*),  No.  13  Gl.  (1.)  meiner 
citirten  Arbeit  ein  Quadrat,  es  genügt  daher  sfS  der  Gleichung  (G.). 

3. 

Nach   S.  129*),  No.  21    meiner   citirten   Arbeit   genügt   G{z)   unter   allen 
Umständen  der  DifFerentialgleichung : 

dw 


(H-)     «^4*^-[^^-*^: 


djB 


+  2H'w  =  0, 


Man  gelangt  daher  auch  auf  folgendem  Wege  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  von  H{z).  Damit  Gleichung  (H.)  durch  eine  ganze  rationale  Function 
2n*~  Grades  G{z)  befriedigt  werde,  setze  man 

in  dieselbe  ein.     Es  sind  alsdann  die  m^-ln—^  Gleichungen 

(J.)         |,[(i+3-0(i+l)(^+2-|i)p,+  («  +  8-2i)^,.J^  =  0 

für  /=  0,  1,  2, ...,  m  +  2n— 3  zu  befriedigen,  wo 


m-i 


0  0 

gesetzt  ist.  Zwischen  diesen  Gleichungen  eliminire  man  die  Grossen  ^o»  ^i>  •  •  •>  ^mr 
und  erhält  für  die  Coefficienten  -4^,  -4^,  ...,  -4^.,,  m  —  2  Gleichungen,  wodurch 
sie  sämmtiich  als  Functionen  eines  derselben,  z.  B.  -4^,  welcher  willkürlich 
bleibt,  sich  ergeben. 

Soll  die  Gleichung  (G.)  durch  die  Function  >^G  befriedigt  werden,  so 
24]  tritt  zu  den  Gleichungen  (J.)  noch  eine  Gleichung  hinzu,  welche  aus- 
drückt, dass  G{z)  durch  einen  quadratischen  Factor  theilbar  wird.  Oder 
man  substituire  nach  No.  2  in  Gleichung  (G.) 

Vff  =  (c;+c>+.-.+c>'*)V5;;(^, 


1)  S.  82  dieiM  BaodM.    Beb. 
S)  8.  46, 47  diofM  BandM.    Soh. 
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wo  i2,(-8r)  eine  ganze  rationale  Function  v*~  Grades,  welche  nur  für  die  Wurzeln 
der  Gleichung  J2(^)  =  0  und  für  diese  nur  erster  Ordnung  verschwindet,  und 
stelle  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Coefficienten 

auf.  Nach  der  einen  oder  der  anderen  Methode  ergiebt  sich  eine  algebraische 
Gleichung  für  den  im  allgemeinen  Falle  willkürlich  verbleibenden  Coeffi- 
oienten  A^. 

4. 

Ist  G{z)  durch  keinen  quadratischen  Factor  theilbar,  und  für  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  R{z)  =^  0  von  Null  verschieden,  so  ist  nach  No.  2  A  von 
Null  verschieden,  und  man  erhält  als  Fundamentalsystem  von  Integralen  der 
Gleichung  (G.) 

Bezeichnen  wir  mit  6^,  6,,  ...,  b^  die  Wurzeln  der  Gleichung  G{z)  =  0  und 
setzen 

(1.)  ffWV;ß(^)  =  e.V=^, 

80  ist  nach  No.  2  e^  =  ±  1  und  -g  sfl\  j  ein  ABELsches  Integral  dritter  [as 

Gattung  und  für  ^r  =  6^  unendlich  wie  y  e^  log  {z — 6 .).  Durch  Einführung  der 
AßELschen  Functionen  lassen  sich  daher  y^,  y^  durch  Thetafunctionen  mit  q 
Argumenten  darstellen,  wenn  m=  2p +  1  oder  2p +  2  ist. 

Indem  wir  uns  die  Ausführung  dieser  Rechnung,  so  wie  die  eingehendere 
Untersuchung  des  Falles  A  =  0,  welcher  sich  auf  die  von  Herrn  Heine  den 
LAM^schen  Functionen  höherer  Ordnung  zu  Grunde  gelegten  DiflFerential- 
gleichungen  bezieht,  vorbehalten,  beschränken  wir  uns  gegenwärtig  auf  den 
speciellen  Fall  der  LABiischen  Differentialgleichung. 

5. 
Transformirt  man  die  Gleichung  (A.)  durch  die  Substitution 

(1.)  ^  =  \fW).     ^W  =  (i-^')(i--Ä'^'), 

20* 
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SO  erhält  man  als  besonderen  Fall  der  Gleichung  (G.) 

(G'O  2J(^)^  +  ^iJ'(^)^_[„(„  +  i)ÄV  +  Ä]«  =  0. 

Für  diesen  Fall  genügt   der  Gleichung  (H.)  für  jeden  Werth  von  h 
eine  ganze  rationale  Function  von  ^,  G(z)y  2w**"  Grades,  der  Form 

(2.)  6?(-er)  =  c^+cy+c,**+...  +  C.£r*». 

26]     Das  System   der  Gleichungen  (J.)  reducirt   sich  nämlich  in  diesem  Falle* 
auf  die  n  folgenden  : 

1  +(2Z  +  l)(2Z-2n)(2Z+2w  +  2)Ä"c,  =  0 

für  /  =  0,  1,  2, ...,  w  — 1,  während  die  Anzahl  der  Unbekannten  c^,  c^,  c,,  ...,  c^ 
gleich  n  +  1. 
Setzen  wir 

(3.)  öw  =  (^«-6j)(^'-6j)...(^-6:), 

(4.)  ir  =  sinam^y        h  =  sin  am /3^, 

und  drücken  das  Integral  dritter  Gattung  y  V—A  1  — t=^  durch  Thetafunctionen 

aus,   so   erhält  man  unter  Berücksichtigung   der  Gleichung  (l.)  No.  4   nach 
Gleichung  (K.)  das  folgende  Fundamentalsystem  der  Gleichung  (A.) 


(K'O 


e'(ft) 


y.  —  11«  er«)» 

27]  6. 

Eine  Ausnahme  tritt  nach  No.  2  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die 
Gleichung  (G'.)  ein  Integral  von  einer  der  Formen 

besitzt,  worin  -F  -  eine  ganze  rationale  Function  von  z  vom  Grade  n-^a^ß 
bedeutet. 
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Setzen  wir 

80  Kefert  die  Substitution  der  Functionen  (a.)  in  die  Gleichung  (G'.)  zur  Be- 
stimmung der  Grrössen  c^,  c,,  c,,  .. .,  c^.„_^  das  System  von  Gleichungen 

für 

i  =  0,  1,  2,...,  w-a-/J+2, 

worin  a,  ß  resp.  durch  die  Combinationen  0,  0;  1,  0;  0, 1;  1, 1  zu  ersetzen  sind* 
Je  nachdem  n  —  a  —  /J  gerade  oder  ungerade,  kann  man  die  Coefficienten  von 
c  mit  ungeradem  oder  geradem  Index  gleich  Null  wählen,  und  es  verbleiben 

zur  Bestimmung   der  übrigen  ^ — ^  +  ^>  resp.   ^  ^        Grossen  c   ebenso 

viele  Gleichungen.  Setzt  man  die  Determinante  derselben  gleich  Null,  so  [aa 
erhält  man  eine  algebraische  Gleichung  für  h 

(M.)  W(h)  =  0, 

welche    im  Wesentlichen    mit    derjenigen   übereinstimmt,    welche    ILAxk   und 
Herr  Heine   als  Bedingung  für  die  Existenz  ganzer  Lösungen  der  LAMJ&schen 
Differentialgleichung  aufgestellt  haben. 
Es  sei 

(1.)  n-a-/J  =  fi, 

so  ist 

(2.)  F^^  =  (^--6;)(^'-6;)...j(^*-6V) 

s 

oder 

(2a.)  F,^  =  ^{z^^h\){z'^h\)...{z'^V^), 

fl 

je  nachdem  ft  gerade  oder  ungerade  ist,  worin  die  Grössen  h^  von  den  Wurzeln 
der  Gleichung  J2(^)  =  0  verschieden  sind. 

—  auf  die  Normalform,   was  am  zweck- 

massigsten  durch  das  bekannte  Verfahren  des  Herrn  Weierstrass  geschieht 
(s.  meine  Arbeit.  B.  71 .  des  BoRCHARDTschen  Journals  *) ,  No.  9),  so  ergiebt  sich 


1)  Abb.  Vm,  Bud  l  dieMT  An^ab«,  8.  841  ff.    Sek. 
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unter  Berücksichtigung  der  Gleichung: 

dass    die   Integrale   dritter   Gattung    herausfallen    (vergl.   Heine:    Handbuch 
der  Kugelfunctionen,  p.  241*)). 

Setzen  wir  nach  geschehener  Reduction 

29]  e  =  sin  am  n;,    h^  =  sin  am  ^^, 

so  ergeben  die  Gleichungen  (E.),  Gl.  (1.)  in  No.  2  das  folgende  Fundamental- 
system von  Integralen  der  Gleichung  (A.) 


e(a;f-* 


f-t 


-  eD.  log  H  (x)  +  «y  D,  log  H,(a:)  +  ßdB,  log  B,(x)l 
wo  c  =  0  oder  1,  je  nachdem  ft  gerade  oder  ungerade, 

-  2  >  _  2 


^■«^,w      .«•(l)^,(i)' 


"--^'^'w^V,)-^"^^^^*' 


Ai-t 


30]     Man  hat  für  a,  /J  die  Combinationen  0,  0;  1,  0;  0, 1;  1,  1  zu  setzen.    Natür- 
lich ist  die  letzte  nur  für  n>2  möglich : 
Ist  z.  B.  n  =  1,  so  ergeben  die  Gin.  (X.) 

G(£i)  =  sin'ama  — ;r*, 
wenn  man  mit  Herrn  Hermite 

h  =  — 1  —  i*+t"  sin*  am  a 
setzt.     Die  Gleichungen  (K'.)  werden: 


1)  Zweite  Auflage,  Bd.  I  (1878),  8.  886.    Seh. 
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Nach  Gleichung  (L.)  ist 

1)  für  o  =  0,  /J  =  0,  die  Gl.  (M.):  h  =  -I-ä', 

11=1,     8=1,     f^  =  F^  =  g, 

die  Gin.  (N.): 


y^  ^  sin  am  a;,    y^  ^  sin  am  a; 


K 


af-D,logH(a;)]; 


2)  für  o  =  1,  ^  =  0,  die  Gl.  (M.):  Ä  =  -1, 


1  Jfc*  1 

^  =  0,      S  =  0,      y  =  _— .,      <,  =  _._,     t  =  --rT, 


A"*  ' A' 


die  Gin.*  (N.): 


y,  =  cos  am  a;,    y,  ^  -pj-cosamo; 


J-KTf 
K 


X 


-D,logH.(»)], 


[3» 


3)  für  «  =  0,  /j  =  1,  die  Gl.  (M.):  h  =  -ä*, 


.rv  .  1  1  1 

f»  =  0,    6  =  0,    a  =  -^j    o  =  pr.    '  =  pr; 


die  Gin.  (N.): 


-i  r  ^ T 

y,  =  ^Bmx,    y,  =  -^Atanx      ^     a^ -f  Belöge, (a?) 
Resultate,  welche  mit  denen  des  Herrn  Hermite  1.  c,  p.  826^)  übereinstimmen. 

7. 

Während  für  ein  willkürliches  h  die  Gleichung  (A.)  durch  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  (K'.)  befriedigt  wird,  deren  logarithmische  Ab- 
leitung doppelt  periodisch  ist,  findet  dieses  für  diejenigen  besonderen  Werthe 
von  Ä,  fiir  welche  die  Gleichung  (G'.)  durch  eine  Function  der  Form  f^ß(^) 
befriedigt  wird,  nicht  mehr  statt,  wie  die  Gin.  (N.)  zeigen.  Man  kann  dieses 
aber  auch  a  priori   ohne  Zuhülfenahme   der  Integrale  (N.)  erkennen.     Es  sei 

^  .-    nicht   algebraisch   sein. 

Denn  da  die  zu  den  singulären  Punkten  der  Gleichung  (G'.)  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln  0,  y  haben,  so  würde  sich  ein 
Integral  u^  ergeben  der  Form  ^i  =  f^ff{^)i  (s.  meine  Abh.  B.  66  des  Bor- 
CHARDTschen  Journals*),  No.  6  II),   worin  die  Combination  aß'  von  der  Com- 


X)  Hemiie,  Svr  qoelque«  «ppliMtioiiB  etc.,  Paris  1885,  8.  17.    Scb. 
S)  Abh.  YI,  Band  I  dieser  Ausgabe,  8.  160  ff.    Beb. 
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bination  aß  verschieden  wäre.  Dieses  ist  aber  nicht  möglich,  denn  da  die 
32]  zum  Punkte  z  =  00  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der 
Gleichung  (G'.)  die  Wurzeln  —n  und  w  +  1  hat,  und  f^^jf^y  beide  für  ^  =  00 
unendlich  n**'  Ordnung  werden,  so  müsste  f^^  =  const. /]^^  sein. 

Es  seien  nunmehr  a,  a'  zwei  beliebige  singulare  Punkte  der  Gleichung 
(G'.),  so  gehört  u^  =  f„^{^)  zu  einer  der  Wurzeln  0,  y  der  zu  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung,  und  es  gehöre  ein  Integral  u^  resp. 
zu  -ö"  oder  0.  Femer  sei  yj^,  \  ein  zu  0,  y  resp.  gehöriges  auf  a  bezügliches 
Fundamentalsystem,  so  ist 

wo  entweder  c^^  =  0  oder  c^^  =  0,  weil  u^  =  f„g{z).  Es  sind  aber  wenigstens 
für  irgend  ein  a  die  Grössen  c^^,  c^,  von  Null  verschieden,  weil  u^  nicht  alge- 
braisch  ist.     Nach  einem  Umlaufe  um  a  und  a   gehen  w^  u^  resp.  über  in 

-        ä  «*i 5— «*•' Ä~  ^     A •' 

wo  A  =  Cjj  c,j — Cjj  Cjj  von  Null  verschieden  ist.  Da  c^^ ,  c^,  nicht  verschwinden, 
so  ist  u^  nicht  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  übergegangen, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinaus  kommt,  es  ist,  wenn  man  u^  =f{^)  setzt,  D^log/*(rr) 
nicht  periodisch,  da  ein  Umlauf  von  js  um  zwei  singulare  Punkte  der  GL  (G'.) 
einer  Vermehrung  von  x  um  eine  der  Perioden  gleichkommt. 

Heidelberg,  15.  December  1877. 


ANMERKUNG. 


Der  Gleichmässigkeit  wegen  wurde  von  der  No.  5  (S.  155)  ab  für  den  Modul  des  elliptischen  Gebildes 
k  statt  X,  und  von  S.  158  ab  für  das  Derivationszeichen  D^^  statt  D  gesetzt.  Sch. 


xxvm. 

SüK  LES  ^QÜATIONS  DIFF^ENTIELLES  LIK^AIRES  QÜI  ADMET- 

TENT  DES  INTlfcGRALES  DONT  LES  DIFF^ENTIELLES  LOGARTTH- 

MIQUES  SONT  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PlfcRIODIQUES. 

Extrait  d'nne  Lettre  <dress^  k  M.  Hebhite. 
(Joamal  de  Mathämatiqaes  pnres  et  appliqn^es,  3*  s^rie,  t.  4,  1878,  p.  125 — 140.) 


1. 

Je  me  propose  le  probleme  de  döterminer  les  coeföcients  de  l'^quation  [laj 
difF^rentielle 

(1.)  •5^+p.-.-5^  +  -+P.y  =  o, 

de  maniere  qu'elle  soit  satisfaite  par  un  Systeme  fondamental  d'intögrales  uni- 
formes y,,  y,,  •••»y«»  ayant  la  propriöt^  qu'en  posant 

(2.)  y.  =  fiix), 

(o.)  <  (i=  1,2,3,  ...,1») 

et  que  les  points  singuliers  de  l'^quation  diff^rentielle  soient  des  poles  de  ses 
integrales. 

On  voit  d'abord  que  les  quantit^s  —-^  sont  des  fonctions  uniformes 
doublement  p^riodiques  aux  p^riodes  2^*  et  ^K'i.  En  posant  dans  T^quation 
difF^rentielle  y.  en  lieu  de  y  et  en  exprimant  J3«_j>jP«.,j  ••mJPo  *^  moyen  des 
^quations  en  nombre  m,   ainsi   obtenues,   on  obtient  (voir  mon  Memoire,  [126 

Fvohf,  nmt]i«B.  Werke.    IL  21 
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t.  LXVI  du  Journal  de  M.  Borchardt*),  no.  4)  ces  coefficients  comme  fonc- 
tions  des  quantit^s  —,-^' 

Donc  ces  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes,  double- 
ment  p^riodiques  aux  p^riodes  2K  et  iKi  qui  ne  deviennent  in- 
finies  que  de  maniere  que  leurs  valeurs  r^ciproques  restent  con- 
tinues. 

Comme  les  integrales  ne  deviennent  discontinues  pour  un  point  singulier 
a,  que  de  maniere  qu'elles  se  transforment  en  fonctions  holomorphes  dans  le 
voisinage  de  a,  en  les  multipliant  par  une  puissance  d^termin^e  de  a:  — a,  il 
s'ensuit  (voir  mon  Memoire,  t.  liXVI*),  no.  4,  et  t.  LXVIII*),  no.  3,  du 
Journal  de  M.  Borchardt)  qu'on  a  dans  le  voisinage  de  a 

(*•)  ^"-'  =  -c^' 

QU  P^  est  holomorphe  dans  le  m^me  voisinage. 

2. 
Consid^rons  en  particulier  T^quation  diflKrentielle  du  deuxieme  ordre 

on  a,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  a, 

(1.)  {  ^     "* 

Po  —  (^_^).  '^  x-a  ■^*'' 

oü  a,  ^,  ß'  sont  des  constantes  et  q^^  q^  des  fonctions  holomorphes  dans  le 
voisinage  de  a;  donc  les  fonctions  doublement  p^riodiques  p^^p^  ne  deviennent 
infinies  pour  a:  =  a  que  respectivement  du  premier  et  du  second  ordre. 

Par  suite,  si  Ton  repr^sente  p^  selon  votre  m^thode  (Note  sur  la 
th^orie  des  fonctions  elliptiques,  ajoutee  ä  la  6*  Edition  du  Trait6  de 
Calcul  diff^rentiel  et  de  Calcul  integral  de  Lacroix),  on  obtient 

(2.)  p,  =  y  +  S*AI>xlogH(a;-a,), 

1)  Mtfm.  Yl,  1. 1  de  cette  tfditioo,  p.  159  et  fair.    Seh. 
8)  U4m.  Vn,  1. 1  de  oette  tfdition,  p.  206  et  rair.    Seh. 
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oü  le  signe  2  se  rapporte  ä  tous  les  points  singuliers  ^j)  a,«  ••.9  ^^  ^o^"  ['^7 
tenus  dans  un  parall^logramme  de  p^riodes  et  oü  y  signifie  une  constante,  et 
oü,  de  plus, 

(3.)  S,^,  =  0. 

n  s'ensuit 

£n  posant 

(5.)  w  =  vy, 

on  a 

OÜ 

donc  P  est  aussi  une  fonction  uniforme  doublement  p^riodique  qui  devient 
infinie  dans  les  points  singuliers  au  plus  de  T ordre  2,  et  si  l'^quation  diff^ 
rentielle  (A.)  possede  un  Systeme  fondamental  d'int^grales 

avec  la  propri6t6  indiqu^e  par  les  equations  (3.),  no.  1,  l'^quation  diff^rentielle 
(B.)  a  aussi  un  tel  Systeme  fondamental,  puisque  la  fonction  v  satisfait  aux 
Equations  (3.),  no.  1,  en  ayant  ^gard  ä  l'^quation  (3.)  de  ce  num^ro.  Donc 
nous  pouvons  nous  restreindre  ä  la  recher  che  concemant  l'^quation  diffi6- 
rentielle  (B.). 

3. 
Soit  F{x)  une  fonction  uniforme  satisfaisant  aux  Equations 

I  F{x^-2K)    =   iiF(x), 
^  \  F{x^-2K'i)  =  11' Fix), 

et  qui  ne  devient  infinie  que  d' ordre  fini,  D^logjF(a;)  est  uniforme  double- 
ment p^riodique  et  ne  devient  infini  que  du  premier  ordre. 

Par  suite  on  a,  d' apres  votre  mode  de  repr^sentation,  [laS 

(2.)  D,logF(x)  =  *  +  S.r,DxlogH(a:-a,), 

21* 
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oü  le  eigne  S  s'^tend  ä  tous  les  z^ros  et  les  infinis  de  la  fonction  F{x)  con- 
tenus  dans  le  parall^logramme  des  p^riodes,  d  d^signant  une  constante  et 

(3.)  S.^  =  0. 

De  r^quation  (2.)  il  suit 

(4.)  l^(^)  =  ^*'^'*"*'n.[H(a:-a,)f, 

oü  le  signe  11  s'^tend  aussi  aux  m^mes  z^ros  et  infinis,  8'  d^signant  une  con- 
stante.    La  fonction  F(x)   etant   uniforme,   les  exposants  r  sont  des  nombres 
entiers,   positifs   ou  n^gatifs,  selon  que  a  correspond  ä  un  z^ro  ou  un  infini. 
On  a,  dans  le  voisinage  de  a^, 


(5.)     *  +  S.r,DJogH(a:-a,)  =  — ^ +S:^DxlogH(a,-a,)  +  *  + 9(^), 

oü  le  signe  S|.  s'^tend  ä  tous  les  «.,  except^  a^^,  cp(rr)  6tant  une  fonction  holo- 
morphe dans  le  voisinage  de  «^  et  9(0^)  =  0;  donc,  en  posant^ 

(6.)  R,  =  S;  r,  D.  log  H  (a,-  a,)  +  8, 

11  s'ensuit  de  T^quation  (2.)  que,  dans  le  voisinage  de  a^^, 

(7.)  [D,logF(.)]'  =  -^-».2^  +  ,^, 

OÜ  ^  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a^. 

129]    On  a  donc,   d' apres  votre   mode   de  r^pr^sentation  des  fonctions  double- 

ment  p^riodiques, 

« 

(8.)     [D;iog  F(a;)]'  =  e +S,[2r,  ü,D,logH(a; -a,)-rj  DJ  log  H  («-«,)], 
e  ^tant  constant.     II  s'ensuit 

(9.)      j  T^  ^'  ^("'^  =  ^'  ^**8  ^(*>  +  t^'  ^°«  ^^*)J' 

I  =  e  +  S<[2r,B,D.logH(a;-o..)  +  (r,-rJ)DJlogH(a;-o<)], 

d'oü  ce  th^oreme: 

Pour  que  l'öquation  difförentielle 


I 
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Boit  satisfaite  par  une  integrale  uniforme  ayant  les  propri^t^s 
indiqn^es,  il  faut  et  il  suffit  que  P  ait  la  forme 

(10.)  P  =  8  +  2<KI><logH(a:-0()  +  B,D;iogH(a:-aJ], 

et 

A^  =  2r^Bt,    B,  =  r^-r*, 

r.  Stallt  un  nombre  entier.     On  a  alors 

(11.)  Fix)  =  /*-^''n.[H(a=-a,)fTLH(a:-a;), 

oü  le  signe  JJ^  s'^tend  ä  toutes  les  valeurs  a'^  pour  lesquelles  la  fonction 
F{x)  s'annule,  et  pour  lesquelles  r^  =  i,  iJ^  =  0:  donc  A^  =  0,  -B  =  0.  Pour 
ces  valeurs  a^  la  fonction  P  ne  devient  pas  infinie;  en  d^signant  leur  nombre 
par  k,  on  a,  d'apres  l'^quation  (3.), 

(12.)  *  +  r, +  »-,  +  -  =  0, 

oü  r,,  r^,  ...  appartiennent  ä  ceux  des  points  a  pour  lesquels  la  fonction  [130 
P  devient  infinie. 

4- 
En  supposant  maintenant  que  l'öquation  difitSrentielle  (B.)  ait  une  inte- 
grale y,  de  la  forme  (11.)  du  num^ro  pr^c^dent, 

(1.)  y.  =  yj^ 

est  aussi  tme  integrale  de  la  mSme  ^quation.  D'apres  le  mode  de  repr^sen- 
tation  que  vous  venez  de  publiet  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXXXVT, 
p.  693'),  on  a 

(2.)  -V  =  SMA«-«)  +  AI>,/'(*-o)+---  +  ^,D;/"(*-a)], 

oü  le  signe  S  s'ötend  ä  tons  Les  z^ros  a  de  la  fonction  j/,,  de  maniere  que, 
d'accord  avec  la  notation  indiquöe  ci-deasus,  y^  devient  nul  de  Vordre  r. 

La  quantite  A  est  le  coefficient  de  (2;— o)""'  dans  le  d^veloppement  de 
^~V-  -  suivant  les  puissances  de  x  —  a. 

L'int^ale  y,  se  comporte  dans  le  voisinage  de  a  comme  un  logarithme, 
Binon  A  =  0. 

1)  8nr  qnilqii«  mppUaiioni  alc.,  Fuii  IBSe,  p.  6.    Bei. 
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Si  Ton  veut  donc  que  y^  soit  aussi  uniforme,  on  doit  avoir,  pour  tous 
les  zöros  de  ^^,  ^  =  0;  par  suite  on  a 

(3.)  -^  =  SM.Dx/'(^-a)  +  -..  +  ^,D,7(rc-a)]; 

donc  2^,  a  la  forme 

(4.)        y.  =  y.S[A/'(^-«)  +  ^i>xA^-«)  +  -  +  ^i>rY(^-a)], 

et  eile  satisfait  aux   ^quations  (1.),  no.  3,  et   de  plus  y^^y^  fönt  un  Systeme 
fondamental 

5. 

Application  au  cas  de  Tequation  difförentielle  de  Lama. 

En  supposant  que  dans  Töquation  diflf^rentielle  (B.)  la  fonction  P  ne 
131]  devient  infinie  dans  le  parallölogramme  des  pöriodes  que  pour  la  valeur 
X  ^=^  2K'i  et  en  posant 

(1.)  «  =  Ä  +  n(n  +  l)|M, 

(2.)  A  ==  2rR  =  0, 

(3.)  5  =  r-r*  = -»(«  +  1), 

l'^quation  diff^rentielle  devient,  d'apres  une  formale  connue, 

^  =  [n(n  +  l)Ä*8in»aina;  +  A]y; 

c'est  l'öquation  de  Lam^  sous  la  forme  que  vous  lui  avez  donn^e,  p.  690  des 
Gomptes  rendus'). 
On  a,  dans  ce  cas, 

(4.)        ,,  =  FW  =  «'•^''H(x-.;)H^-.;)...H(»-o^ 

les  quantit^s  aj,a^,  ...  dependant  essentiellement  de  la  valeur  de  h. 
Pour  le  cas  special 

(6.)  ^  =  (2Jk«sin*ama:  +  t*sin*ama-l-Ä")y, 

dont  vous  parlez  dans  votre  Lettre  du  27  octobre  1877*),  on  a  »  =  1,  et 

1)  8v  qQ«lqQW  applioationii  «te.,  Parii  1866,  p.  1.    Soh. 
*)  Yoir  p.  149  dQ  prittat  Tolm».    Seh. 
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(6.)  y,  =  F(x)  =  e     -\^' 

En  posant  cette  valeur  dans  r^quation  difF^rentielle  (5.),  on  döduit 
a' =^  a^  d  = -^^,   et  Ton  parvient   ainsi   ä  Tint^grale  que  vous  avez  trouvöe, 

(7.)  y.  =  Fi.)  =  -^/^. 

üne  autre  integrale  y,,  faisant  un  Systeme  fondamental  avec  y^,  se  [134 
trouve  par  l'^quation 

(8.)  y,  =  yj  -r- 

Pour  r^valuer   on  peut  suivre  le  chemin  que  j'ai  indique  dans  ma  Lettre  du 
30  octobre^),  mais  on  peut  aussi  exprimer  —^   par   votre   formule,   p.  693  des 

Sri 

Comptes  rendus*). 

6. 

En  representant  -j-  par  votre  formule,  je  vous  demande  de  me  permettre 
de  faire  auparavant  une  remarque  ä  r^gard  de  votre  fonction  f{x).  Pour 
qu'on  puisse  repr^senter  une  fonction  F{x)y  devenant  infinie  pour  un  nombre 
infini  de  points  du  plan,  par  f{x)  et  les  d^riv^es  de  cette  fonction,  il 
faut  que  f{x)  jouisse  de  la  m6me  propriete. 

Par  lä  il  est  d^fendu  que  la  quantit6  (o  soit  teile  que 

oü  et,  /3  sont  des  constantes.     Cette  6quation  n'est  remplie  que  si 

o)  =  fn2K-{-n2K'ij 
oü  I»  et  n  sont  des  nombres  entiers.     Posons  donc 


(!•) 

H^)-ly 

on  a 

(2.) 

J   ^{x+2K)    =   ti^{x), 
\  ^(x  +  2K'i)  =  ii'Hx), 

1)  Yoir  U6m.  XXVI,  p.  145  et  saiT.  dn  prätent  Tolome.    Seb. 
s)  Snr  qnelqaM  applieations  etc.,  Paris  1896,  p.  5.    6cb. 


4f-. 
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ou 

(9)  K    ^ 


^        K  e(a) 

f33]  Pour  exprimer  ^(2;)  par  vatre  formale,  on  doit  poser,  p.  692  des  Comptes 
rendus^), 

(4.)  {  »(«)' 

C0  =  2a. 

Votre  formale  est  douc  applicable  poar  notre  cas,  exceptö  poar  les  valeuia 
de  a  qae  voicl 

(5.)  a  =  mJT+nJ^'i    (m,  n  nombres  entiers), 

c'est--a-dire,  comme  6(a)  ne  doit  pas  ^tre  z6ro,  afin  que  sin  am  a  entrant  dana 
r^aation  diff<^entielle  reste  fini  poar  ces  valears  de  a,  pour  lesquelles  on  a 
H(ö)H,(ö)e^(ö)  =  0,  ou 

(5a.)  sin  am  a  cos  am  aA  am  a  ^  0. 

Mais  si  a  n'appartient  pas  aax  valears  (5.),  la  fonction  ^{x)  est  reprösen table 
par  votre  formale,  et  noas  choisissons 


re)  fix\    -     "'^^>    H(a;  +  2a)    -^ew 


(2a)       H  (:r) 

La  fonction  ^{7^  ne  devient  infinie  dans  an  parall^logramme  de  pöriodes 
qae  poar  le  point  a;  =  a,  et  la  eile  devient  infinie  da  second  ordre.  Le 
coefficient  de  a?  — a  dans  le  döveloppement  de  ^'(üp)(a;— «)',  selon  les  paissances 
de  rr  — a,  s'annale;  par  saite  on  a,  d'apres  votre  formale,  p.  693  des  Gomptes 
rendas*), 

(7.)  W)  =  Ä,J)J{x^a); 

donc,  ä  an  factear  constant  pres, 

(8.)  y.  -  y. j  -^  =  y./^(«-«)  =  -^^    ^  ^  . 

comme  voas  avez  troavö  aassi. 


t)  Sur  qiMlqa«8  applieatloiif  «to.,  Pwif  1886,  p.  8.    Seh. 
>)  Ibid.  p.  0.    Seh. 
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II  suit  du  d^veloppement  prec^dent  qu'il  y  a  une  exception,  si  a  appar-  [134 

tient  aux  valeurs  (5.),  mais  aussi  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  exception.     Cela  est 

« 

d'accord  avec  ce  que  j'ai  indiquö  dans  ma  Lettre  pr6c6dente  ^).  Dans  ce  cas 
d' exception  on  doit,  ou  proceder  comme  je  Tai  d^jä  fait  dans  ma  Lettre,  ou 
choisir  une  fonction  f(x)  par  laquelle  soit  repr6sentable  une  fonction  F{x) 
jouissant  de  la  proprio t6 

F{X'{-2K)     =   (iF(x), 
F{x-{-2K'i)  =  (i'F{x). 

Voici   maintenant   avec   plus   de   details  les   calculs   relatifs  ä  ma  Lettre 

/»  ihr 

du  30  octobre,  pour  T Evaluation  de  Tintögrale  y,  =  y^j^j-. 
Je  pars  de  l'equation  connue 


(1.) 


X 


^  sin  am  a  cos  am  a  A  am  a 
sin*  am  a  —  sin'  am  x 


*^  ^  e(a)  +2**'»H(a-«)' 


qui  Taut  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  exceptö  les  valeurs 


(2.) 


a  =  mK-^-nK'i    {m,n  nombres  entiers). 


Par  la  differentiation  de  l'equation  (1.)  on  obtient 


(3.) 
de  la 

(4-) 


sin  am  a  cos  am  aA  am  a      6'(a) 


sin*  am  a  —  sin'  am  x 


e(a)J 


D, 


1      H  (rc  --  g)         S'(a)    l  ^     sin  am  a  cos  am  a  A  am  a 

°  H(a:  +  a)  B(a)    J  sin' am a  —  sin* am rc 


D'autre  part  on  sait  que 


sin*  am  a  —  sin*  am  x 


e*(0)H(a:-fa)H(a:~a) 


donc  l'equation  (4.)  devient 


D  ^THC^-g)/^^]  _         H(a)H,(a)e,(a)  S\x) 

^'^"^^[Hix  +  a)  j  —  ^fc        9(^)0.(0)         H(a:  +  o)H(a:-o) 


Multipliant  les  deux  membres  par 


H(a:-a)  /  S(a)^ 


H  (a;  +  o) 


1)  Mtfm.  XXYI,  p.  145  et  lair.  dn  präsent  rolnine.    Scb. 
Fnohf,  mathem.  Werke.    IL 


22 
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il  suit 


ö'(«)-T  2|M^ 


u)    .    ;g  =  const. — ^7^7 

H(a;  +  a)  J  H*(i 


const. 


De  cette  ^quation  on  döduit 

2». 


y^  fdx  ,    H(a;-a)    "  e(a)^ 


par  suite,  ä  un  facteur  constant  pres, 

L'^quation  (1.)  est  en  defaut,  si  Ton  attribue  ä  la  quantit^  a  une  des 
valeurs  (2.). 

Prenons  a  =  0,  a  =^  Kj  a  =^  K-\-iK':  alors  on  a,  ä  des  facteurs  constants 
pres,  respectivement 

y^  =  sin  am  2;,    y^  =  cos  am  a:,    y,  =  ^amx; 
mais 


/-Ä^-  =  §.— I>«logÖ.(-). 


'3^]  §1  @i)  @,  ^tant  des  constantes  connues;  donc,  on  a  respectivement 

_  H  (x)       H'{x) 

y*  —   ^^   e(a)        6(x)  ' 

-  «   AM- Ji(?) 
_       e.(x)     e;(x) 

Heidelberg,  16  novembre  1877. 


t" 


/  /  /  / 
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A  votre  demande  j'ajoute  ici  aujourd'hui  un  resume  bref  des  recherches 
que  j'ai  faites  depuis  que  je  vous  adressai  la  lettre  mentionn^e  dans  cette 
Note  et  que  j'ai  publikes  dans  les  Nouvelles  de  la  Sociötö  royale  de 
Göttingue  (d.  d.   15  decembre  1877')). 

L'equation  difförentielle  de  Lami^  et  de  m^me  ces  ^quations  difförentielles 
qui  fönt  base  ä  la  theorie  des  fonctions  de  Lam^  d' ordre  sup^rieur,  introduites 
par  M.  Heine,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  d'une  classe  d'^quations  diffö- 
rentielles  lineaires  du  second  ordre,  que  j'ai  traitees  dans  mon  travail  (Jour- 
nal de  M.  BoRCHARDT,  t.  LXXXI,  p.  116 — 1 18*),  no.  13),  et  que  j'y  ai  int^grees 
au  moyen  d'intögrales  elliptique»  et  hyperelliptiques. 

Dans  la  Note  mentionn^e  inseree  dans  les  Nouvelles  de  la  Societö 
royale  de  Göttingue,  apres  avoir  resum^  dans  le  no.  1  le  resultat  principal 
du  no.  13  de  mon  travail  du  t.  LXXXI  du  Journal  de  M.  Borchardt*),  je 
fais  voir  dans  le  no.  2,  au  moyen  de  ce  resultat,  que,  pour  que  l'equation 
speciale 

(A.)  E{z)^  +  ^R\z)^  +  Hiz)u  =  0, 

oü  R{z)j  H(z)   sont  des  fonctions   rationnelles   et   entieres   respectivement   du 
degr^  f»  et  m  — 2,  et  R'{z)  =     ^    ,  ait  une  integrale  de  la  forme 

ou  G  est  une  fonction  rationnelle  et  entiere  et  A  une   constante,  il  faut  [137 
et  il  suffit  que,  pour  tout  zöro  b  de  la  fonction  G(e)f 

(B.)  G\byR{b)  =  -X 


et 


«^■y  ^(')  =  [-^(^^)'-i%^-i^^^^^T^]'^ 


Si  X  s'annule,  G{z)  s'annule  pour  js  =  b  dn  premier  ou  du  second  ordre, 
«elon  que  R{b)   est   ^gal  ä  z^ro   ou  different  de  zero.     Dans  ce  cas,   si  R{b) 


1)  Uim,  XXyn,  p.  löl  et  rair.  da  pr^ent  rolnmo.    Scta. 
s)  Mtfm.  XI,  p.  82—84  da  pr^nt  rolame.    Scb. 
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est  diff^rent  de  zero,  on  a 
(B'O 


G'"(b)  _ 
G"[b)  - 


3   R\h) 
2    R{b) 


Dans  le  no.  3  j'applique  les  r^sultats  du  no.  21  de  mon  Memoire  cite 
contenu  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXXXI,  p.  129'),  desquels 
il  suit  que  G{z)  satisfait  toujours  ä  l'equation  diff^rentielle 


(D.) 


-2ir+4H 


diu 

~di 


+  2H'a>  =  0, 


au  moyen  de  laquelle  je  d^termine  les  coefficients  de  la  fonction  ö(^),  et 
j'ötablis  les  conditions  pour  que  l'equation  (A.)  ait  une  integrale  de  la  forme 
G^{z)^R^{js)y  Gj(^),  It^{^)  etant  des  fonctions  rationnelles  et  entieres  dont  la 
demiere  ne  s'annule  que  du  premier  ordre  et  seulement  pour  les  racines  de 
r^quation  R{z)  =  0. 

Ayant  ainsi  trouv6  G{z)j  si  G{z)  n'a  aucun  facteur  quadratique,  l'öquation 
(A.)  a  un  Systeme  fondamental  d'intögrales 


(E.) 


1    I —  r    dl  1    I —  /*    dz 


M.  =  G* 


Je  d^montre  dans  le  no.  4  que  Tint^grale  y  \f^  j  — —  est  une  integrale 

AB^üenne  de  troisieme  espece  devenant  infinie  pour  z  =  6,.  comme  la  fonction 
±  "2  log  (^  —  6^).  En  me  reservant  T^valuation  de  ces  integrales  au  moyen  des 
138]  fonctions  6-ABÄLiennes,  ainsi  que  la  consideration  plus  approfondie  du 
cas  A  =  0  ä  une  autre  occasion,  je  me  restreins  dans  les  numeros  suivants 
au  cas 


(A'O 


ou 


R{')^  +  jB-{z)^-[«in  +  l)k'z*  +  h]u  =  0, 


R(jg)  =  (l_^»)(l_i»^«), 


que  l'on  obtient  en  faisant  dans  l'equation  de  Lame 


dx 


=  \fW)- 


En  övaluant  alors  les  integrales  (E.),  je  trouve,  dans  le  no.  5,  le  Systeme 


1}  Uim.  XX,  p.  49, 47  in  prtMnt  Tolnna.    Sek. 
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fondamental  d'int^grales  de  röquation  de  Lame 

en  dösignant  par  6,  =  sin  am /3,  Tune  des  racines  de  l'equation  G{z)=0  et 
en  dötenninant  le  signe  de  e,  =  ±  1  par  l'equation 

TL  est  remarquable  que  les  cas  d'exceptions  s'offrent  par  la  m^me  m^thode 
Sans  aucune  difficulte.  En  effet,  je  dömontre  dans  le  no.  6  qu'il  n'y  a  d'ex- 
ception  que  quand  l'equation  (A'.)  est  satisfaite  elle-mÄme  par  une  integrale 
alg^brique,  c'est-ä-dire  pour  les  valeurs  de  h  pour  lesquelles  on  peut  satis- 
faire  au  Systeme  d'^quations  linöaires  suivantes: 

i  +**(Z  +  a  +  /S  +  n-l)(i  +  c»  +  /S-n-2)c,.,  =  0, 

pour 

Z  =  0,  1,  2,  ...,  n  — a-/S  +  2, 

oü  tty  ß  designent  Tun  ou  Tautre  des  nombres  0,  1.  Selon  que  n  —  a—ß  [139 
est  pair  ou  impair,  on  peut  poser  les  coefficients  d'indices  impairs  ou  pairs 
^gaux  ä  z^ro ,  et  r^limination  des  quantites  c  restantes  conduit  ä  une  öquation 
alg^brique 

(H.)  v(;0  =  0, 

pour  döterminer  la  quantitö  h.   Les  integrales  de  l'öquation  de  Lame  se  trou- 
vent  dans  ce  cas  comme  voici: 
En  posant  n  — a  — /J  =  ft,  on  a 

üizi 
y,  =  (cosamj:)«(Aainxy(sinamj:)' fl, — ^^-^  \M~t  ""       1 

^'^      ^     y.  =  y.[(''-t^):r+i«.,D.logH(a;  +  A)H(a;-A) 


-  sD,  log  H  («)  +  ayl),  log  H,(x)  +  ßdJi,  log  e,(a;)], 
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b  =  sinam/S.  ötant  racine  de  l'^quation  F  (z)  =  0,  oü  FJz)  est  une  fonction 
rationnelle  et  entiere  du  degr6  ft,  dont  les  coefficients  se  d^terminent  par 
r^quation  (G.). 

Dans   les  formules  (I.)   onae  =  Ooue  =  l,   selon   que   (i   est  pair   ou 

impair,  et 

2  .  2 


«■(»na)'  «■(i)n(i)' 


140]  Enfin  j'explique,  dans  le  no.  7,  aussi  par  une  autre  möthode,  en  m'ap- 
puyant  seulement  sur  les  principes  de  la  throne  des  ^quations  diffiSrentielles 
linöaires,  sans  recourir  ä  l'^valuation  des  integrales,  pourquoi  l'exception  doit 
se  präsenter  dans  le  cas  indiquö. 

Heidelberg ,  3 1 .  j  anvier  1878. 
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Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  161,  Gl.  (1.)  dreimal  1  statt  t\ 

Zeüe  3  V.  u.  2K'%  statt  2Ki', 

„     2  V.  u.  Po  statt  p, 
letzte  Zeile  en  statt  au, 
Gl.  (4.)  p^_i  statt  jp„ 
Gin.  (1.)  und  Zeile  6  v.  u.  p^  statt  p,, 
Zeile  5  v.  u.  zweimal  du  statt  de, 
Gl.  (2.) 
Gl.  (4.) 

Zeile  14  v.  u.  y^  statt  y^, 
„     13  V.  u.  les  ^quations  statt  Täquation, 


n 
n 
n 


n 
162 


n 
163 


n 
164 


165 


n 

166 


168 


169 


aj^  statt  a, 


11  V.  u.  ä  r^quation  statt  aux  ^quations, 


Gl.  (7.) 


ix-a,y 


statt 


(x—a) 


,1 » 


Gl.  (9.)  hinter  -^^T>lF(x)  =  statt  -, 
Zeile  13  v.  u.  En  supposant  statt  Supposant, 
Gl.  (l.)y./-^  statt /^, 

Zeile  6  v.  u.  y^  statt  y^ 

„     5  V.  u.  notation  statt  signification  und  nul  statt  z^ro, 
No.  4,  Gl.  (4.)  DJ-»  statt  D»-», 
Zeile  11  des  p^riodes  statt  de  Periode, 
No.  5,  Gl.  (4.)  im  Nenner  e*(a;)  statt  S{x), 
GL  (5.)  1  statt  t, 
Zeile  13  ou  statt  oü, 

„       9  Y.  u.  p^riodes  statt  p^riode, 

,,       8  V.  u.  du  statt  de, 

„       2  aux  valeurs  statt  ä  la  valeur. 
Gl.  (1.)  Aama  statt  Aamu, 
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S.  169,  Gl.  (3.)  cos  am  a,  Aama  statt  cos  am  u,  Aamu, 
„      „  ,  Zeile  5  V.  u.  Ä;  statt  £, 
j,     „  ,     „     3  V.  u.  2*:^  statt  —  Ä|, 


171,     „     2  y.  n.  zweimal  du  statt  de, 
173,      „     4  bi,  ft  statt  bi,  ft. 


n 
» 

„      „  ,  Gl.  (H.)  W  statt  4^, 
„     „  ,  Gl.  (I.)  J  statt  I, 


n 


174,  Zeile  1  sin  am  ^(-  statt  sin^i*; 
„    166,  No.  4,  Gl.  (4.)  wurde  nach  yi  das  2- Zeichen  und 
„    169,  Gl.  (4.)  die  eckige  Klammer  auf  der  linken  Seite  eingefügt  SCH« 
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SELBSTANZEIGE  DER  ABHANDLUNG:  »SUR  QUELQUES  PROPRI^T^S 
DES  INTl&GRALES  DES  l&QUATIONS  DIFFl&RENTIELLES,  AUXQUELLES 
SATISFONT  LES  MODULES  DE  P1&RIODICITJ&  DES  INTJ&GRALES  ELLIP- 
TIQUES  DES  DEUX  PREMIERES  ESPECES.  EXTRAIT  D'UNE  LETTRE 
ADRESSJ&E  Ä  M.  HERMITE.  (BORCHARDTS  JOURNAL  DER  MATHE- 
MATIK, BD.  .83,  S.  13  >. 

(Repertorimn  för  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  U,  1879,  S.  236—240.) 


1 .  [«35 

Der  Verfasser  behandelt  zunächst  nach  den  Principien  seiner  Abhandlung 
(BoECHARDTS  Joumal,  Bd.  71,  p.  91*})  die  beiden  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  als  Functionen  eines  unbeschränkt  veränderlichen 
Moduls  k.  Diese  Functionen  werden  als  Integrale  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  sie  bekanntlich  genügen,  defi- 
iiirt.     Es  sei  nämlich 

*»  =  ! 

U 

und  es  seien 

Fundamentalsysteme  von  Integralen  der  Differentialgleichung 

(A.)  2«(«-l)0  +  2(2tt-l)^  +  lT)  =  0, 


i)  Abk.  XXIV,  8.  85  diMM  Bandef.    Seh. 

•)  Abk.  Vm,  Band  I  di«Mr  Antgabe,  8. 241  ff.    Seh. 

Fvokf,  matkem.  Werke.    U.  23 
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welche  resp.  zu  den  singulären  Punkten 

336]  gehören  (im  Sinne  der  Arbeit  des  Verfassers  Borchardts  Journal,  Bd.  66, 
p.  139^)),  so  ergeben  sich  die  folgenden  gleichwerthigen  Definitionen  der 
Functionen  K  und  K' 


K=  iS/Tirt,, 

K'  =    \  V/^T),, 

>ii  —  -%» 

Y),    =    1t»„, 

^(.  =  «^-.> 

-nt  ' ",f . 

TJ,    —    ■tfoi+'^'M» 

-n,  —     «Ol- 

(B.) 
(C.) 
(D.) 

Diese  Relationen  werden  unter  Zuhülfenahme  der  Arbeit  des  Verfassers 
Borchardts  Journal,  Bd.  75,  p.  177^  nach  den  Principien  seiner  Arbeiten 
Bd.  66  und  Bd.  71  desselben  Journals*)  entwickelt.  Dieselben  gewähren  die 
Möglichkeit,  den  Verlauf  der  Functionen  t)^,  yj^  für  die  ganze  «* -Ebene  fest- 
zustellen. Es  ergiebt  sich  danach,  dass,  wenn  zu  einem  beliebigen  u  die 
Werthe  t)^,  tq,  gehören,  die  Gesammtheit  der  zu  demselben  Werthe  u  gehörigen 
Werthe  resp. 

(E.)  Ar^,  +  ^iYj„     vitii+pTj, 

sind,  wo  l^fi^v^Q  reale  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Gleichung 
(F.)  ^  Ap  +  fti;  =  1 


genügen. 

Für  die  Function 


H  =  ^- 


wird  aus  diesen  Resultaten  gefolgert,  dass  dieselbe  für 

u  =  Oy    u  =1,    u  =  00, 

und  für  beliebige  Wege,  auf  welchen  u  zu  einem  dieser  Werthe  gelangt,  resp. 
die  allgemeine  Form: 

A  —  fA  A     '  fi 


i)  Abb.  VI,  Band  I  dieser  Ausgabe,  8.  179.    Seh. 

s)  Abb.  XIV,  Band  I  dieeer  Anagabe,  S.  861  ff.    Seb. 

8)  Abb.  VI  und  Yin,  Band  I  dieaer  Anagabe,  8. 159  ff.  nnd  8.  206  ff.    Beb. 
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annimmt,  demzufolge  die  Werthe  der  Function 

-irH 

q  =  e 

für  «#  ==  0  und  «#  =  1  und  für  beliebige  Wege  von  u  einen  Modul  gleich  der 
Einheit  besitzen,  während  der  Modul  von  q  für  w  =  oo  entweder  verschwindet 
oder  der  Einheit  gleich  wird. 

Es  wird  hierauf  nachgewiesen,  dass  das  Vorzeichen  des  realen  Theiles 
von  H  für  einen  beliebigen  Werth  von  u  von  dem  Wege  unabhängig  ist,  auf 
welchem  man  dahin  gelangt.  Insbesondere  ist  der  reale  Theil  von  H  für 
einen  beliebigen  Punkt  je  einer  der  Umgebungen  f^jf^^f^  der  drei  singulären 
Punkte  Ö,  1,  oo  positiv  oder  Null,  also  der  Modul  von  q  kleiner  oder  gleich 
der  Einheit,  unabhängig  von  dem  Wege,  auf  welchem  u  zu  einem  dieser 
Punkte  gelangt. 

Hat  Je  einen  bestimmten  Werth,  und  werden  K  und  -BT,  wie  es  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  geschieht,  als  bestimmte  Integrale  [237 
g^eben,  und  wird 

JST' 


—  ■71 


K 

q  =  e 

gesetzt,  so  ist  bekannt,  dass  der  Modul  von  q  kleiner  ist  als  Eins.  Dieser 
Satz  ist  jedoch  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  der  vorliegenden  Arbeit  gege- 
benen, insofern  hier  K  und  K'  als  Functionen  der  unbeschränkt  Veränder- 
lichen k  aufgefasst  werden.  Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  enthält  aber 
zu  gleicher  Zeit  einen  neuen  Beweis  dieser  Thatsache  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  welche  daselbst  nach  Riemann  durch  die  Theorie  der 
Integrale  algebraischer  Functionen  hergeleitet  wird. 

Es  wird   hierauf  u   als  Function   von   q  betrachtet,   und   mit  Hülfe   der 
Differentialgleichung 

gezeigt,    dass  innerhalb   eines  um   den  Punkt  9  =  0   mit   dem  Radius  gleich 

der  Längeneinheit  beschriebenen  Kreises  Ä  u  eine  eindeutige   und  ausser  für 

^  =  0,  wo  «#  =  00,  im  Innern  überall  stetige  Function  von  q  ist,  und  keinen 

Werth    annimmt,    für    welchen    t)^    verschwindet.       Innerhalb     Ä    gilt    die 

23* 


l_v. 
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Gleichung 

(1.)  i  =  16g  +  a-<p(3), 

WO  <f{q)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe 
darstellt. 

Es  ergiebt  sich  weiter  die  folgende  merkwürdige  Eigenschaft  dieser 
Function.  Wenn  q  von  q  =  0  ausgehend  einen  beliebigen  B^adius  des 
Kreises  ^  durchläuft,  so^  geht  u  von  u  =^  oo  aus  und  gelangt  schliesslich  zu 
einem  der  Werthe  «*  =  0,  u  =  \  gleichzeitig,  wenn  q  die  Peripherie  von  Ä 
erreicht. 

Hieraus  wird  gefolgert,  dass  eine  stetige  Fortsetzung  des  Integrals  der 
Differentialgleichung  (G.),  welches  für  q  =  0  unendlich  wird,  über  die  Peri- 
pherie von  ^  hinaus  nicht  möglich  ist,  und  nachgewiesen,  dass  jedem  end- 
lichen oder  unendlich  grossen  Werthe  von  u  Werthe  von  q  innerhalb  Ä  oder 
auf  der  Peripherie  von  Ä  entsprechen. 

Wird  auch  tj^  als  Function  von  q  aufgefasst,  so  ergiebt  sich,  dass  tjI 
innerhalb  &  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  q  ist,  und  dass 
7]^  von  Null  verschieden  ist  für  alle  Punkte  des  Innern  von  Ä  mit  Ausnahme 
von  S'  =  0,  dagegen  unendlich  für  jeden  Punkt  der  Peripherie  von  fi, 
was  auch  so  ausgedrückt  werden  kann,  dass  ij^  als  Function  von  u  nur  far 
238]  u  =  00  verschwindet  und  für  u  =  0^  u  =  1  unendlich  wird,  für  jeden  Weg 
auf  welchem  u  zu  einem  dieser  Punkte  gelangt  ist. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  lässt  sich  der  bekannte  Ausdruck 


(2)  <lk-  v^.i(^  +  g')(^  +  g')- 


(Jacobi,  Fundamenta  p.  89*))  herleiten. 

Herr  Hermite    macht    an    dieser    iStelle    die    folgende    Anmerkung:    N'y 
aurait-il  point  lieu  d'observer  qu'en  faisant 

X«  =  /-(H) 
il  r^sulte  de  votre  analyse  que  toutes  les  Solutions  de  l'^quation 

AH)  =  AH.) 


i)  JftMbifl  Werke,  Bd.  I  (1881),  8. 146.    Seh. 
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8ont  donn^es  par  la  formale 

vi  +  pH, 


H  = 


en  insistant  sur  Textreme  importance  de  ce  rösultat,  pour  la  d^termination 
des  modales  singaliers  de  M.  Kronecker,  et  en  remarqaant  qae  les  belles 
d^coavertes  de  l'illastre  g^ometre,  sar  les  applications  de  la  th^orie  des 
fonctions  elliptiqaes  ä  l'arithmetiqae,  paraissent  reposer  essentiellement  sar 
cette  proposition,  dont  la  d^monstration  n'avait  pas  encore  ^t^  donn^e? 

Es  werden  femer  zwei  Wege  angegeben,  am  den  Aasdrack  von  ij^  als 
Fanction  von  q  gültig  innerhalb  St  herzuleiten.  Es  ergiebt  sich  hierbei  die 
Gleichang 


(3.)  ^^  =  l  +  28+2(^*+25«  +  ... 


(Jacobi,  Fandamenta  p.  184*)). 

2. 

Die  beiden  Perioden  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattang  werden 
alsdann  als  Fanctionen  der  anbeschränkt  veränderlichen  Grrösse  k  darch  Ver- 
mittelang  der  bereits  in  ihrem  Verhalten  als  Fanctionen  von  u  erforschten 
Fanctionen  itj^,  yj^  definirt.     Es  ergiebt  sich  nämlich,  wenn  man  setzt 

Gleichangen,  aas  welchen  sich  anmittelbar  die  LsGENDREsche  Relation 

2 

ergiebt. 

Die  Fanction  qC\  von  q  ist  innerhalb  des  Kreises  Ä  eindeatig  and  con- 
tinairlich. 


1)  jMobis  Werke,  Bd.  I  (1881),  8. 286.    8«b. 
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239]   Die  Functionen  C^,  C,  bilden   ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der 
DiflFerentialgleicliung 

d'C  dC       1 

(s.  die  bereits  citirte  Abhandlung  Bd.  71,  p.  91  ^)). 
Sind  wiederum 

resp.  die  zu  den  singulären  Punkten 

gehörigen  Fundamentalsysteme  von  Integralen  derselben,  so  ergiebt  sich 

IC,    =   ^M'.i  +  iM'w»      Ci   =  «^01» 
Ci    =    -«^,,1  C,    =    ITM^H» 

und  für  w  =  0 


für  w  =  1 


für  u  =  00 


C,  =  2i,    C.  =  2, 


limCi  =  -2  +  4log2-limlog(t«  — 1),     C,  =  ir, 


^i  =  0»     ^«  =  ^• 


Es  wird  hierauf 

Z,    e~""  =  s 


^  ^  r,        -ttZ 


gesetzt. 

Bedeutet   alsdann  Z^   einen   der  Werthe  von  Z  für   ein   beliebiges  «*,   so 
sind   die   den  verschiedenen  Wegen  von  u  entsprechenden  Werthe  von  Z  in 

der  Form 

il  +  ^iZ, 

vi  +  pZ„ 
enthalten.     Insbesondere  ist  für  u  =  0 

z  =  -AzJi<, 

für  «*  =  1 

9 


1)  Abk.  Tm,  Bud  I  diaMT  Aaifabe.  8. 84t  ff.    Seh. 
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oder  gleich  einer  Zahl,  deren  reeller  Theil  positiv  und  unendlich  ist,  endlich 
für  «1  =  00 

ZA 

V 

so  dass  die  Moduln  aller  Werthe  von  s  für  w  =  0,  1 ,  c»  der  Einheit  gleich 
werden,  den  Werth  ^  =  0  für  w  =  1  ausgenommen. 

Es  wird  hierauf  gezeigt,  dass  der  Modul  von  s  in  einem  Punkte  der 
Umgebung  sowohl  von  w  =  0  als  von  w  =  oo  bald  grösser  bald  kleiner  als 
die  Einheit  werden  kann,  je  nach  dem  Wege,  auf  welchem  u  zu  einem  dieser 
Punkte  gelangt.  Dagegen  für  die  Punkte  in  der  Umgebung  von  u  =  i  ist 
der  Modul  von  s  far  einen  beliebigen  Weg  von  u  kleiner  als  die  Einheit. 

Es  ergiebt  sich  analog  der  Gleichung  (G.) 

^     ^  as  Tz*s 

Ähnlich  wie  u  als  Function  von  q  behandelt  wurde,  wird  jetzt  u  als  [240 
Function  von  s  untersucht.  Diese  Function  erweist  sich  als  eindeutig  und 
stetig  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  Eins  um  s  =  0  beschriebenen  Kreises 
?.  Für  keinen  Werth  innerhalb  ?  erlangt  u  einen  Werth,  für  welchen  C,  ver- 
schwindet. 

Die  der  Gleichung  (1.)  analoge  Gleichung 

stellt  u  als  Function  von  s  innerhalb  ?  dar,  wo  h{s)  eine  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  s  fortschreitende  Reihe  bedeutet. 

Ähnlich  wie  für  die  Function  H  ergiebt  sich,  dass  das  Vorzeichen  des 
realen  Theiles  von  Z  für  einen  beliebigen  Werth  von  u  unabhängig  ist  von 
den  Umläufen,  welche  u  um  die  Punkte 

ti  =  0,    u  =  Ij    u  =^  00 

vollzogen  hat,  wenn  es  zu  jenem  Werthe  gelangt. 
Die  durch  die  Gleichung 

-irZ 

e         =  s 

definirte  Function  w  — 1  von  5,  welche  für  ^  =  0  verschwindet,  und  innerhalb 
?  durch  die  Gleichung  (1*.)  dargestellt  wird,  kann  auf  stetige  Weise  über  die 
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Peripherie  von  8  hinaus  fortgesetzt  werden.  Die  Werthe  von  w,  welche  den 
Werthen  von  s  innerhalb  8  entsprechen,  erschöpfen  nicht  die  ganze  w-Ebene. 
Setzt  man  u  über  die  Peripherie  hinaus  stetig  fort,  und  verbleibt  alsdann  im 
Äusseren  von  ?,  so  ist  u  eindeutig  und  stetig  innerhalb  eines  Theiles  der 
^- Ebene,  welcher  zwischen  der  Peripherie  von  8  und  derjenigen  eines  con- 
centrischen  Kreises  enthalten  ist,  dessen  Radius  einen  beliebigen  die  Einheit 
überschreitenden  Werth  hat. 

Heidelberg.  L.  Fuchs. 


ANMERKUNG. 


In  Bezug  auf  die  S.  180,  Zeüe  6—9  enthaltene  Angabe  vergL  die  Anmerkong  zu  der  Abh.  XXrV, 
S.  114  ff.  dieses  Bandes.  Sch. 


ÜBER  EINE  KLASSE  VON  FUNCTIONEN  MEHRERER  VARIABELN, 
WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG  DER  INTEGRALE  VON  LÖSUNGEN 
DER   LINEAREN   DIFFERENTLA.LGLEICHUNGEN    MIT  RATIONAI.EN 

COEFFICIENTEN  ENTSTEHEN. 

(Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  Gr.-A.-Universität, 
Gottingen  1880,  Nr.  3,  25.  Februar  1880,  Sitzung  am  7.  Februar;  S.  170—176.) 


Der  königlichen  Societät  beehre  ich  mich  von  dem  Inhalt  einer  Ar-  [170 
beit  Kenntniss  zu  geben,  welche  ich  zu  veröflFentlichen  im  BegriflFe  bin. 

Gleich  wie  diejenigen  Functionen  mehrerer  Variabein,  welche  man  Abel- 
sche  Functionen  nennt,  den  Integralen  algebraischer  Functionen  ihre  Ent- 
stehung verdanken,  indem  man  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  die  oberen 
Grenzen  von  p  Integralen  einer  geeigneten  algebraischen  Function  als  Function 
von  der  Summe  dieser  Integrale  und  von  p  —  l  anderen  ähnlich  gebildeten 
Summen  auffasst,  ebenso  entsteht,  wie  ich  in  dieser  Arbeit  zeige,  eine  neue 
Klasse  von  Functionen  mehrerer  Variabein,  wenn  man  die  Integrale  der  Losungen 
linearer  Differentialgleichungen   mit  rationalen  Coefficienten   zu  Grunde  legt. 

Ich  habe  mir  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  die  Beschaffenheit  der  Inte- 
grale einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  m^  Ordnung  zu  unter- 
suchen, wenn  durch  die  m  Gleichungen 


S.-  /     fai^)^^  =  "a,  (a=l,2,...,m) 

1    Jr. 


WO   C;,  C,,  ...,C^   Constanten,   f^{^)^f^{^)j'>"if^{^)    ein    Fundamentalsystem  [17« 

F«e1ii,  lutkam.  Werk»,    n.  24 
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von  Losungen  der  Differentialgleichung  bedeutet,  ^ii  ^«j  •••?  ^,»  als   analytische 
Functionen  der  Veränderlichen  w^ ,  w^ ,  . . . ,  w^  definirt  werden  sollen. 

Ich  habe  diese  Aufgabe  für   die  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung 
durchgeführt,  und  bin  zu  den  folgenden  Resultaten  gekommen. 

1. 
Es  sei  die  gegebene  Differentialgleichung 

worin  P,  Q  rationale  Functionen  von  z;  f{z)j  ^{z)  sei  ein  willkürliches  Funda- 
mentalsystem von  Lösungen  dieser  Gleichung. 

Es  mögen  z^^  z^  als  Functionen  der  Variabein  w^  u^  durch  die  Gleichungen 


j     Mdz+j     az)dz  =  u,, 
(B.)  ^       ^'  ^ 


i     <f{z)dz'\-  j     <f{z)dz  =  u. 


definirt  werden. 

Sind  ^j,  z^  analytische  Functionen  von  w,,  w,,  und  setzen  wir 

so  ergiebt  sich  zunächst  die  folgende  Eigenschaft  dieser  Functionen 
worin  c  eine  Constante,  a^^,  a„,  a,^,  a,,  die  Elemente  einer  Substitution 


\««i  «11/ 


bedeuten,  welche  auf  f{z)^  <f{z)  durch  einen  Umlauf  der  Variablen  z  ausgeübt 
wird,  und  y^  y,  bestimmte  diesem  Umlaufe  zugehörige  Grössen  sind. 

Die  Functionen  F, ,  F,  nehmen  ausserdem  im  Allgemeinen  für  noch  un- 
zählig viele  andere  Werthsysteme  w^  u^  dieselben  Werthe  wieder  an.       * 
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2. 

Ist  a.  ein  singulärer  Punkt  der  Gleichung  (A.),  sind  rf ,  r^^  die  Wurzeln 
der  zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  sind  femer  s^^  s^  die 
Wurzeln  der  zu  ;sr  =  c»  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so 
bestimme  ich  zunächst  diese  Wurzeln  so,  dass  wenn  w^,  u^  Werthe  erreichen, 
für  welche  von  den  Werthen  a,  b  die  resp.  die  Grössen  ^j,  ^j,,  annehmen,  ent- 
weder einer  mit  einem  singulären  Punkte  coincidirt,  oder  beide  mit  zwei  von 
einander   verschiedenen   singulären  Punkten,   ohne  dass  jedoch  die  Gleichung 

(D.)  ^--^  =  0 

durch  z^  =  a^  z^  =  h  befriedigt  wird,  die  Ableitungen  -g^  in  der  ümge-  [173 
bung  von  z^  =  a^  z^  =  b  holomorphe  Functionen  von  z^^  z^  sind. 

Hierbei  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  unter  die  singulären  Punkte  mit 
inbegriffen. 

Die  Bestimmung  soll  überdiess  so  getroffen  werden,  dass  für  endliche 
Werthsysteme  w^,  w,  die  angegebenen  Werthe  von  ^^  z^  auch  erreichbar  sind. 

Es  ist  hierzu  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

1  .  fc 

rj^  =  —  1  +  — ,     rj^  =  —  1  +  -^ ,    t^  >  1 ,    Ä,,  n,.  ganze  positive  Zahlen; 

(E.)     { 

1  jfc 

5j  =  lH — ,    Ä,  =  1H — ,    Ä;>1,    Ä;,n  ganze  positive  Zahlen. 

Ich  zeige  alsdann,  dass  die  Grössen  r^,  r^^\  s^^  s^  weiter  so  bestimmt 
werden  können,  dass  durch  die  Gleichung 

J8  als  eindeutige  Function  von  C  definirt  wird,  und  demnach  die  Gleichung 
(D.)  nur  for  -sr^  =  ^j  befriedigt  werden  kann.  Es  ist  hierzu  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  entweder 

r  J>  =  rf  +  1 
oder  [174 

und  entweder  ^.  =  ä  + 1  oder 


.      1  .      2 

*  n         ■  n 


24* 
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mit   dem   Hinzufügen,    dass   die  Entwickelung  eines  Integrals   der   Gleichung 
(A.)  in   der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  keine  Logarithmen   enthalte. 
Ich  beweise  hierauf,  dasswenn 

rf  =  -l  +  -,     <>  =  -l  +  A     oder     rf  =  -1      <>  =  +^, 

3  5  1  2 

s.  =  —    und    5,  =  —     oder    5.  =  1  +  — ,    5,  =  1+  — 
*         2  '2  *  n        '     •  w 

mit  dem  Hinzufügen,  dass  die  Entwickelung  eines  Integrals  der 
Gleichung  (A.)  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  keine 
Logarithmen  enthält,  z^^  z^  Wurzeln  einer  quadratischen  Glei- 
chung sind,  deren  Coefficienten  eindeutige  analytische  Functio- 
nen von  u^^  u^, 

175]  3. 

E3  wird  hierauf  nachgewiesen,  dass  die  Anzahl  q  der  endlichen  singulären 
Punkte  der  Gleichung  (A.)  nicht  grösser  sein  kann  als  sechs,  wenn  die  Be- 
dingungen (G.)  erfüllt  sein  sollen. 

Ich  hebe  alsdann  das  Beispiel 

hervor  und  zeige,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (A.)  durch  ein  Funda- 
mentalsystem 

^'        )jR(z)'  SfW)' 

wo 

B{e)  =  (^-aj(^-a,)...(^-flfj, 

g{z)^  h{z)  ganze  rationale  Functionen  von  nicht  höherem  als  dem  ersten  Grade, 
befriedigt  wird.  In  diesem  Falle  coincidiren  die  Functionen  F^{u^yU^)j  F^{u^jU^) 
mit  den  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung. 

Hierauf  weise  ich  nach,  dass  im  Allgemeinen  die  Gleichung  (A.) 
unter  den  Bedingungen  (G.)  nicht  algebraisch  integrirbar  sei, 
und  demgemäss  im  Allgemeinen  unsere  Functionen  F^{u^^u^)j  ^»(^i?^«) 
von  den  AsELschen  Functionen  verschieden  sind. 

Ich  wähle  hierzu  das  mit  den  Bedingungen  (G.)  verträgliche  Beispiel: 
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Anzahl  der  endlichen  singulären  Punkte  p  =  2, 

^(1)  1        ^(1)   1        ^w  _  ö^        ^(«)   ±        Q     JL        c     9 

^i     —         a  »      ^1     —         8  )      ^1     —         6  >      ^1     —         6  >      ^1   —    1  »      *i   —    ^ 

und  beweise,   dass   das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  in  diesem  [176 
Falle  nicht  algebraisch  ist. 

Zum  Schluss  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen  (B.)  durch  die  ein- 
deutige, im  Allgemeinen  nicht  rationale  Substitution  (F.)  unter  Voraussetzung 
der  Bedingungen  (G.)  in  ähnliche  Gleichungen  transformirt  werden,  in  welchen 
f{js)  und  <f(z)  durch  Quadratwurzeln  eindeutiger  im  Allgemeinen  nicht  ratio- 
naler Functionen  von  C  ersetzt  werden,  während  C  an  die  Stelle  von  z  als 
Integrationsvariable  eintritt. 

Heidelberg,  4.  Februar  1880. 


ANMERKUNG. 


Die  in  dem  einleitenden  Satze  S.  185  erw&hnte  Arbeit,  von  welcher  die  vorstehende  Note  einen  Aus- 
zag  giebt,  ist  die  folgende  Abh.  XXXI;  auf  die  Yerallgemeinerang  des  JACOBischen  Umkehrongsproblems  be- 
ziehen sich  femer  noch  die  Abhandlangen  XXXTT- XXXVI,  XXXVIII,  XLI,  XLIX,  L  and  LI  dieses  Bandes. 

Yergl.  im  übrigen  die  Anmerkungen  za  den  Abhandlangen  XXXI  und  XXXIV  dieses  Bandes. 

SCH. 


ÜBER  EINE  KLASSE  VON  FUNCTIONEN  MEHRERER  VARIABELN, 
WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG  DER  INTEGRALE  VON  LÖSUNGEN 
DER   LINEAREN   DIFFERENTIALGLEICHUNGEN   MIT  RATIONALEN 

COEFFICIENTEN  ENTSTEHEN. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  89,  1880,  S.  151—169.) 


Gleichwie  diejenigen  Functionen  mehrerer  Variabein,  welche  man  [151 
ABELsche  Functionen  nennt,  den  Integralen  algebraischer  Functionen  ihre 
Entstehung  verdanken,  indem  man  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  die  oberen 
Grenzen  von  p  Integralen  einer  geeigneten  algebraischen  Function  als  Functionen 
von  der  Summe  dieser  Integrale  und  von  p  —  l  anderen  ähnlich  gebildeten 
Summen  auffasst,  ebenso  entsteht,  wie  ich  in  der  folgenden  Arbeit  zeige, 
eine  neue  Klasse  von  Functionen  mehrerer  Variabein,  wenn  man  die  Integrale 
der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  zu 
Grunde  legt. 

Ich  habe  mir  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  die  Beschaffenheit  der  Lö- 
sungen einer  linearen,  homogenen  Differentialgleichung  m**'  Ordnung  zu  unter- 
suchen, wenn  durch  die  m  Gleichungen 

m       /•Zi 

2.  /      fa{^)  ^^  =  %J  (ö  =  1»  2, . . .,  m) 

WO  Ci,C,,...,C«  Constanten,  fX^))f^{z)^..,^f^{z)  ein  Fundamentalsystem  von 
Lösungen  der  Differentialgleichung  bedeutet,  ^1»  -sr^,  . . .,  ^^  als  analytische 
Functionen  von  u.u.....u    definirt  werden  sollen. 
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Ich  habe  diese  Aufgabe  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
durchgeführt,  und  erlaube  mir  in  dem  Folgenden  die  Resultate,  zu  welchen 
ich  gelangt  bin,  mitzuth eilen. 

Für  die  weitere  Behandlung  der  hier  definirten  Functionen,  namentlich 
für  ihre  analytische  Darstellung,  werden  diejenigen  Relationen,  welche  ich 
in  meiner  in  diesem  Journal  Bd.  76  p.  177*)  enthaltenen  Arbeit  für  die 
152]  zwischen  je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten  Integrale  der  Lösungen 
der  linearen  Differentialgleichungen  entwickelt  habe,  heranzuziehen  sein. 

Die  Resultate  der  vorliegenden  Arbeit  habe  ich  am  4***'  gegenwärtigen 
Monats  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vorgelegt"). 

1. 
Es  mögen  die  Integrale  der  Differentialgleichung 

in  welcher  die  Coefficienten  P,  Q  rationale  Functionen  von  z^  für  jeden  singu- 
lären Punkt  a  die  Eigenschaft  haben,  mit  einer  Potenz  von  -gr  — a  multiplicirt| 
für  z  ^  a   weder  Null  noch   unendlich   zu   werden   (siehe  meine  Abhandlung 
Bd.  66  dieses  Journals  p.  146*)). 
Es  sei 

Vi  =  fi^)i    y,  =  ?(^) 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (A.),  so  sind 

w,  =j    f{e)dz,        u;,  =  J    ^{z)äz, 


wo  z^  einen  willkürlichen  Werth  bezeichnet,  und  eine  Constante,  welche  wir 
gleich  c  setzen  wollen,  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung 

Eine  Änderung   des  Integrationsweges   möge  w^,  w^  resp.  in  w[^  w[  überführen, 


1)  Abh.  XYI,  Band  I  dieser  A«sg»1>e.  8. 41 6  ff.    Seh. 

t)  Siebe  die  Torbergebende  Abb.  XXX.    Beb. 

8)  Abb.  YI.  Band  I  dieMr  Aoagabe,  8. 186, 187.    8ch. 
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flo  ist 

(1.)  j   wl  =  «.iW,  +  «„«',  +  /J,  c, 

wo  «„,.••,«„,/',,/',  Constanten  bedeuten. 

Dieselbe  Änderung  des  Weges  fuhrt  y^,  y^  resp.  in  y|,  y^  über,  wo 

(2.)  i  ^*  ~  ""yi+"i«y«» 

Wir  definiren  nunmehr  durch  die  Gleichungen 

(B.)  {       ^'  ^ 

^[£)dz-\-  j     ^{z)dz  =  u,, 

worin  Cp  C,  beliebige  aber  feste  von  den  singulären  Punkten  [153 
der  Gleichung  (A.)  verschiedene  Werthe  sind,  und  zugleich 
A^i)»  AC,)?  ?(CJ,  9(CJ  gegebene  Werthe  haben,  z^^  z^  slIs  Functionen 
von  u^yU^  und  untersuchen,  welche  Eigenschaften  f{z)^^{z)  haben 
müssen,  damit  z^^  z^  bestimmte  analytische  Functionen  der  ge- 
nannten Variabein  werden. 

Die  dieselben  Werthe  von  z  verbindenden  Integrationswege  denken  vdr 
uns  in  beiden  Gleichungen  übereinstimmend. 

Von  jedem  der  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  a^,  «,,...,  ^n  8®i 
ein  beliebiger  Schnitt  bis  ins  Unendliche  gezogen.  Der  zu  a^  gehörige  Schnitt 
soll  mit  q.  bezeichnet  werden.  Die  Schnitte  sollen  weder  sich  selbst  noch 
einer  den  anderen  schneiden.  Die  so  zerschnittene  Ebene  der  complexen 
Variabein  z  soll  mit  T'  bezeichnet  werden.  Überschreiten  die  sämmtlichen 
Integrale  in  (B.)  denselben  Schnitt  q^  gleich  oft  und  in  gleicher  Richtung,  so 
verwandelt  eine  Änderung  des  Integrationsweges  u^  in  «n^i  +  ^n^i  +  '^i^i  ^«  ^ 
^«1^1  +  ^11^1  +  /'«^»  wenn  dieser  Änderung  des  Weges  die  auf  y^,  y^  angewendete 
Substitution 


U.1  «„/ 


S 


entspricht.     Die  Grössen  jS^  ß^  haben  bestimmte  Werthe,  wenn  die  Änderung 
des  Integrationsweges  eine  bestimmte  ist. 

F«e1ii,  mathem.  Werk»,    n.  25 
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Es  sei  nunmehr 
(C.)  ^i  =  F,(u,,u^),    ^,  =  F,(wi,w,), 

80  haben  die  Functionen  jP^  F^  die  Eigenschaft 

Die  Functionen  JP^,  jP,  nehmen  ausserdem  im  Allgemeinen  für  noch  unzählig 
viele  andere  Werthe  von  w^,  u^  dieselben  Werthe  wieder  an,  wie  daraus  hervor- 
geht, dass  man  den  Integrationsweg  von  C,  nach  z^  oder  den  von  C,  nach  z^ 
ungeändert  lassen  kann,  während  man  den  anderen  Integrationsweg  variirt. 

2. 

Wir  wollen  nunmehr  voraussetzen ,  dass  die  Gleichung  ( A.)  nur  wesentlich 
singulare  Punkte  besitze,  d.  h.  dass  die  Coefficienten  derselben  nur  für  solche 
154]  Punkte  unendlich  werden,  in  welchen  das  allgemeine  Integral  entweder 
unstetig  wird  oder  eine  Verzweigung  erleidet.  Die  Wurzeln  der  zu  diesen  ein- 
zelnen singulären  Punkten  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
seien  reale  und  rationale  Zahlen  und  ausserdem  in  Übereinstimmung  mit 
meiner  Abhandlung  Bd.  76  dieses  Journals  p.  184^)  von  einander  verschieden, 
negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins. 

Dagegen  seien  die  Wurzeln  der  zu  ^r  =  c»  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  von  einander  verschiedene,  reale  und  rationale  Zahlen, 
welche  die  positive  Einheit  übersteigen. 

Alsdann  werden  in  Gleichung  (B.)  für  endliche  Werthe  w^,  u^  die  Grössen 
jsf^y  z^  mit  singulären  Punkten  der  Gleichung  (A.)  oder  mit  dem  unendlich 
fernen  Punkte  coincidiren  können. 

Die  Functionen  z^^  z^  der  unabhängigen  Variabein  w^,  u^^  welche  durch 
die  Gleichungen  (B.)  definirt  werden,  genügen  den  Differentialgleichungen 

j   A.d^,  =      ?(^,)dw,-/'(^,)dti„ 
wo 

^_  /■(^.)  a^.) 

Wenn  m,,  «,  von  den  Werthen  0,  0  ausgehend  auf  willkürlichen  von  einander 

I)  Ibh.  XVI,  Bud  I  diaMT  Awgtb.,  8. 418.    Seh. 
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unabhängigen  Wegen  fortgehen,  so  werden  nach  den  von  den  Herren  Briot 
und  BouQUET  entwickelten  Principien  (cf.  Bulletin  des  Sciences  math^matiques 
t.  in,  p.  265,  und  Briot,  Theorie  des  fonctions  ABiLiennes,  p.  79)  Js^^  js^  von 
den  Werthen  C^,  C,  ausgehend  auf  entsprechenden  Bahnen  sich  stetig  fortsetzen 
und  in  der  Umgebung  der  durchlaufenen  Werthe  von  w^,  u^  holomorph  sein, 
bis  a^j  z^  entweder  unendlich  geworden  oder  zu  solchen  Werthen  gelangt  sind, 
für  welche  ^,  ^,  -5^,  ^  nicht  sämmtUch  endHche  und  bestimmte 
Werthe  erhalten. 

Letzterer  Umstand  könnte  nur  eintreten,  wenn  entweder  z^  oder  z^  oder 
beide  Grössen  sich  einem  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  oder  dem 
unendlich  fernen  Punkte  annähern,  oder  wenn  dieselben  Grössen  Werthe 
annehmen,  welche  die  Gleichung  A  =  0  befriedigen. 

3. 
Es   möge   zunächst  für   u^  =  v^^  u^  =  v^^  z^  mit  einem  singulären  Punkte 
a    der   Gleichung  (A.),    z^   aber    mit    einem    nicht    singulären    im   Endlichen 
befindlichen  Punkte  h   coincidiren,   ohne   dass  jedofch  z^  =  a^  z^  =  b   der  [155 
Gleichung 


(F.) 


genügen. 

Wir  setzen 

alsdann  ist  nach  meiner  Abhandlung  Bd.  66  dieses  Journals  p.  139^)  in  der 
Umgebung  von  a 

wo  r^,  r^  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung, 
^ii?--->^M  Constanten,  ffX^i)i  ffti^i)  ^^  ^^^  Umgebung  von  a  holomorph  imd 
^^(0),^,(0)  von  Null  verschieden  sind. 

Dagegen  hat  man  in  der  Umgebung  von  z^=^  b 

wo  y,.,  y^  bestimmte  Constanten. 

1)  Abb.  VI,  Band  I  diator  Aoigabe,  8. 179.    Seh. 

25* 
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Es  wird  daher 

(3.)  A  =  wl'G,{w^j  wj  +  wl*G^(w^,  w,), 

wo  G^^  G^  in  der  Umgebung  von  resp.  0,  0  holomorphe  Functionen  von  w^j  w^ 
bedeuten. 

Es  sei  r,  >  r^. 

Da  ^j  =  a,  z^  =  b  nicht  der  Gleichung  (F.)  genügen,  so  muss 

von  Null  verschieden  sein. 
Demnach  ist 

Am;,""*"^    für    w;,  =  0,    «t,  =  0 

endlich  und  von  Null  verschieden. 
Nun  sei  nach  voriger  Nummer 

*"'  ~  "IT'        '  ~  ~T' 

wo  Aj,  Ä,,  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  wovon  die  beiden  ersteren  kleiner 
sind  als  n,  und  es  werde 

w,  =  r 

156]  gesetzt,  so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (E.)  in 

Setzen  wir  demnach  voraus,  dass 

d.  h.  weil  \<:n 

(5.)  A,  =  n-l, 

so  sind  die  aus  den  Gleichungen  (4.)  sich  ergebenden  Werthe  von 

dt       dt     dw^    dw^ 

Ott,  '    Ott,  '    Ott,  '     Ott, 

in  der  Umgebung  von  i  =  0,  w^  =  0  holomorphe  Functionen  von  i,  w^. 

Es  sind  demnach  z^  und  js^  in  der  Umgebung  der  Werthe  w^  =  r^,  ^t  =  ^» 
holomorphe  Functionen  von  w^,  u^. 
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4. 

Es  möge  nunmehr  für  u^  =  v^^  u^  =  v^^  z^  =  a^^  z^  =  a^  werden,  wo  a^ 
und  a,  von  einander  verschiedene  singulare  Punkte  der  Gleichung  (A.)  sind, 
ohne  dass  jedoch  jgr^  =  a^  z^  =  a^  der  Gleichung  (F.)  genügen. 

Seien  r^^  r^  die  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fimda- 
mentalgleichung,  r^^,  r^  diejenigen  der  zu  a^  gehörigen,  so  setzen  wir  in  Über- 
einstimmung mit  den  beiden  vorigen  Nummern 

n,  =  - 1  +  — ,        r^,  =  - 1  +  -i- 

^     ^.  =  -!  +  —,        ^M  =  -l  +  — 
'  ff,  '  **  w, 

^if  hy  ^19  ^t   positive  ganze  Zahlen,    2,  >>1,    1^>1. 
Man  hat,  wenn  wieder 

£^,  —  ttj   =   M^j ,      if,  —  O,   =   W, 

gesetzt  wird,  wie  in  Nummer  3,  Gleichung  (1.) 

wo  c,,,  ...,c«)  ^u)--M^«  Constanten,  ^,K),  ^.K),  A,K),  A,K)  in  der  Um- 
gebung von  resp.  i«;^  =  0  und  w^  =  0  holomorphe  Functionen  sind,  welche 
resp.  für  w,  =  0  und  w^  =  0  von  Null  verschieden  werden.  Es  erhalt  [157 
jetzt  A  die  Form 

wo   die   Functionen    G^^Cm^,?^,)  in   der  Umgebung   von   ti?^  =  0,  w,  =  0   holo- 
morphe Functionen  von  ii?^  w,  sind. 
Nun  ist 

von  Null  verschieden,  weil  sonst  die  Gleichung  (F.)  durch  z^  =  a^  z^  =  a^ 
befriedigt  werden  miisste,  was  unserer  Voraussetzung  widerspricht. 
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Demnach  ist 

Am;"''"m;,""'""    für    w,  =  0,    w^  =  0 

endlich  und  von  Null  verschieden. 

Substituirt  man  in  den  Gleichungen  (E.) 

'%A  gXf  fif.  fix 

so  ergiebt  sich  demnach,  dass  ^,  y^,  ^,  ^  in  der  Umgebung  von 
f^  =  0,  i,  =  0  holomorphe  Functionen  von  <,,  t^  sind.  Demnach  sind  i^,  t^^ 
folglich  auch  z^^  z^  in  der  Umgebung  von  w^  =  t?^,  ^t  =  ^,  holomorphe  Func- 
tionen von  Wp  w,. 

Die   zu   jgr  =  oo    gehörige    determinirende   Fundamentalgleichung    für    die 
Gleichung  (A.)  habe  die  Wurzeln  q^^  q^.     Es  sei 

wo  n,  ^j,  ^,  ganze  positive  Zahlen  und  zwar  s^>s^>n  (s.  No.  2). 
Wir  setzen  nunmehr  voraus 

(4.)  5j  =  n  +  1. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird,  wie  in  den  Fällen  der  vorigen  imd  dieser 
Nummer,  bewiesen,  dass  z^^  z^  eindeutig  bleiben  auch  in  der  Umgebung 
solcher  Werthe  von  w^,  w,,  für  die  ^^  =  00  und  z^  in  einen  singulären  Punkt 
a  der  Gleichung  (A.)  oder  in  einen  nicht  singulären  Pimkt  a  einrückt,  wenn 
nur  nicht  die  Gleichung  (F.)  durch  das  Werthenpaar  jgr^  =  00,  z^  =  a  be- 
friedigt wird. 

Fasst  man  die  Resultate  der  vorigen  und   dieser  Nummer  zusammen,   so 
erhält  man  den  Satz: 

158]  Wenn  für  jeden  singulären  Punkt  der  Gleichung  (A.)  die 
Wurzeln  r^,  r^  der  zugehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung die  Form  haben 

II  l 

r,  =  —  1  +  — ,        r,  =  —  1  +  —    (n  mid  l  positive  ganze  Zahlen), 

während  die  Wurzeln  9,,  9,  der  zu  0  ^  cxs  gehörigen  determinirenden 
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Fundamentalgleichung  die  Form  haben 

(Gr')        \  ^'  "^  ^^n'        ^*  ^  ^^n     ^^'^  positive  ganze  Zahlen), 

so   sind  jsTj,  z^   eindeutige   Functionen    der  Variabein   w^,  u^   in    der 
Umgebung   aller   derjenigen  Werthe   derselben,    für   welche   jsr^,  js 
nicht  in  solche  Punkte  einrücken,  für  welche  die  Gleichung  (F.) 
erfüllt  ist. 

6. 

Sind  f{z)^  cp(£r)  zwei  willkürliche  Integrale  der  Gleichung  (A.),  so  ist  in 
der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  a 

worin  r^  r,  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fimdamental- 
gleichung,  r^>r^y  ^n?--M<^„  vo^  Null  verschiedene  Constanten,  g^{^)^g^{z)  in 
der  Umgebung  von  jg  =  a  holomorphe  Functionen  und  g^  (a) ,  g^  (a)  von  Null 
verschieden. 

Es  wird  in  der  gegenwärtigen  Arbeit  durchweg  vorausgesetzt,  dass  die 
Entwickelung  eines  Integrals  der  Gleichung  (A.)  in  der  Umgebung 
eines  singulären  Punktes  oder  des  Unendlichkeitspunktes  keine 
Logarithmen  enthält. 

Setzen  wir 

(H.)  C  =  % 

so  ist  für  z  =  a^  C  =  — ,  also  endlich  und  von  Null  verschieden.  Ebenso 
ergiebt  sich,  dass  fiir  ^r  =  cx),  C  endlich  und  von  Null  verschieden. 

Es  soll  in  Gleichung  (H.)  z  als  Function  von  C  definirt  werden. 

Es  möge  einem  willkürlichen  Werthe  C^  von  C  ein  Werth  z  =  z^  zuge- 
hören. Setzt  man  von  diesem  Werthepaare  ausgehend  die  Function  z-  in  der 
C- Ebene  fort,  so  kann  dieses  mit  Hülfe  der  Gleichung 


II 
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welcher  z  genügt  (s.   meine   Abhandlung  Bd.  66,  p.  128*)),  geschehen,  worin 

Die  Grösse  C  hat  einen  constanten  und  bestimmten  Werth,  wenn  f(z)j  cp(^) 
bestimmte  Lösungen  der  Gleichung  (A.)  bedeuten. 

Die  Werthe  von  C,  für  welche  ^  aufhören  könnte  holomorph  zu  sein, 
sind  ausser  C  =  oo  solche  Werthe  derselben  Variabein,  für  welche  £r  gleich 
einem  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  oder  £r  =  oo  wird. 

Es  sei  zunächst  für  C  =  C^,  z  =^  a  ein  singulärer  Punkt  der  Gleichung 
(A.),  r^,  r^  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, welche  den  Gleichungen  (G.)  genüge  leisten. 

Nun  ist  (s.  meine  Abhandlung  Bd.  66,  p.  143*))  in  der  Umgebung  von  a 

wo  Y](-8f)  in  der  Umgebung  von  a  holomorph  und  für  z  =  a  von  Null  ver- 
schieden. 

Ist  nun  erstlich 

(2.)  ^==r,  +  l, 

so  folgt  unmittelbar  aus  Gleichung  (J.),  dass  z  in  der  Umgebung  von  C  =  C, 
holomorph  ist.  Findet  dagegen  die  Gleichung  (2.)  nicht  statt,  so  substituire 
man  in  Gleichung  (J.) 

z  —  a  =  t^. 
Man  erhält  alsdann 

worin  if{t)  und  7](<)  in  der  Umgebung  von  i  =  0  holomorph  und  der  Quotient 
derselben  für  i  =  0  weder  Null  noch  unendlich. 
Es  sei  in  diesem  Falle 

(4.)  1  =  2. 

Alsdann  ergiebt  die  Gleichung  (3.),  dass  t,  folglich  auch  z  in  der  Umgebung 
von  C  =  Cj  holomorph  ist. 


X)  Abh.  VI,  Band  I  dioaer  Aiug»be,  8. 166.    Seh. 
*)  Ebenda  S.  188.    Seh. 
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Es  sei  femer  für  C  =  C,,  ^  =  00  und  p^,  p,  die  Wurzeln  der  zu  0  ==  00 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  welche  der  Gleichung  (G'.) 
genüge  leisten. 

Es  ist  in  der  Umgebung  von  jsr  =  00 

(5.)      I  ?w=>'"(7r*«(7)+»'-(7r*«(7)' 

w  =  (7)      -,(-), 

wo  \{^\  ^til)^  ^»(y)  ^^  ^^^  Umgebung  von  z  =  00  holomorph  und  tar  z  =  oo 
von  Null  verschieden.     Die   Constanten  y„»...,yM  sind   ebenfalls  nicht  Null, 
weil  f{z)^  <f{z)  willkürliche  Lösungen  der  Gleichung  (A.)  sind. 
Ist  wiederum 

(6.)  (>.  =  Pi+1, 

80  ergiebt  die  Gleichung  (J.)  unmittelbar,  dass  z  in  der  Umgebung  von  C  =  C, 
eindeutig  ist.  Wird  dagegen  die  Gleichung  (6.)  nicht  erfüllt,  so  substituire 
man  in  (J.) 

z  =  r" 

und  erhält 

wo  ^^{t)^\{f^)  in  der  Umgebung  von  i  =  0  holomorph  imd  für  i  =  0  von 
Null  verschieden. 

In  diesem  Falle  sei  wieder 

(8.)  l  =  2. 

Alsdann  ist  i,  folglich  auch  z  in  der  Umgebung  von  C  =  C,  eindeutig. 

Es  sei  endlich  für  C  =  00,  ^  =  6,  so  ist  nach  der  am  Anfang  dieser 
Nummer  gemachten  Bemerkung  b  weder  einer  der  singularen  Pimkte  der 
Gleichung  (A.)  noch  unendlich.     Für  z  =  b  ist  aber  <f{z)  =  0. 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  z  =  b 

I   <p(jef)  =  aJ(£r-6)  +  ..., 

Fvehs,  rnftUMOu  Werke.    TL  26 
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SO  erhält  man 

Da  nun  f{z)  und  cp(^)  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  weil  h  nicht  singulärer 
Punkt  der  Gleichung  (A.)  ist,  so  folgt,  dass  a^  von  Null  verschieden  ist.  Es 
kann  aber  auch  nicht  a\  verschwinden,  weil  sich  sonst  aus  Gleichung  (A.) 
•ergeben  würde,  dass  ^{z)  identisch  Null  ist.  Demnach  erhalt  Gleichung 
i6i]  (10.)  die  Form 

(lOa.)  «1(^-6)  +  a,(;^-6)*  +  ...  =  |-\ 


wo  ttj  ==  -^  endlich  und  von  Null  verschieden.    Es  folgt  nun  aus  dieser  Glei- 

•  1    • 

chung   auf  bekannte  Weise,   dass  z  eine  holomorphe  Function   von  -y  in  der 

Umgebung  von  C  =  00  ist. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

I.    Genügen  für  jeden  singulären  Punkt  die  Grössen  r^^r^  den 

Bedingungen 

1  2 

r,  =  —  1  +  —    und  entweder     r,  =  r,  +  1     oder    r,  =  —  1  +  — 

ti  fi 

(K.)    \    und  für  den  unendlich  fernen  Punkt 

1  2 

Pi  =  1  +  —       und  entweder    p,  =  (>i  +  1    oder    9,  =  1  +  -- , 

so  ist  die  durch  die  Gleichung  (H.)  definirte  Function  z  von  C 
für  alle  Werthe  von  C  meromorph. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  dieses  Satzes  ist  das  Corollar: 

Die  Function  ^^  erhält  nicht  ein  und  denselben  Werth  für 
verschiedene  Werthe  von  z. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung 
(2.)  oder  die  Gleichung  (6.)  besteht,  der  Nenner  von  r^,  resp.  der 
Nenner  von  q^  gleich  2  sei. 

Alsdann  ist  auch  die  Function  F{z)  eine  eindeutige  Function 

von  C. 

Es  sei  nämlich  C  =  C  ein  Werth ,  für  welchen  z  mit  keinem  der  singu- 
lären Punkte  der  Gleichung  (A.)  coincidirt  oder  unendlich  wird,  so  ist  selbst- 
verständlich F{z)  in  der  Umgebung  von  C  =  C  eindeutig. 
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Es  sei  nunmehr  C  =  Cj  ein  Werth,  fiir  welchen  z  mit  einem  singulären 
Fimkte  a  coincidirt,  so  ist  nach  dem  Obigen 

wo  Y]  {£)  in  der  Umgebung  von  z  =  a  holomorph  imd  für  z  =  a  von  Null 
verschieden  ist. 

Findet  nun  Gleichung  (2.)  statt,  so  ist  nach  der  eben  gemachten  Vor- 
aussetzung 

r, +  r,— 1  =  2r^  =  einer  ganzen  Zahl, 

es  ist  also  F{z)  ebenso  wie  z  in  der  Umgebung  von  C  =  C^  eindeutig. 

Findet  dagegen  die  Gleichung  (4.)  statt,  so  ist  [162 

f 
3 

Es  ist  demnach 

F{z)  =  ^— *r^(a  +  r). 

Nach  dem  Obigen  ist  <,  folglich  auch  F{z)  in  der  Umgebung  von  C  =  C,  ein- 
deutig. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  ^ass  F{z)  in  der  Umgebung  eines  solchen 
Werthes  von  C  eindeutig  ist,  für  welchen  z  unendlich  wird. 

Da  oben  nachgewiesen  worden,  dass  z  eine  eindeutige  Fimction  von  C 
ist,  so  folgt  dasselbe  fiir  die  Ableitung  ^-  Da  also  sowohl  -^  als  auch 
F{z)  eine  eindeutige  Function  von  C  ist,  so  ergiebt  die  Gleichung  (J.),  dass 
auch  (f{zy  und  demgemäss  auch  f(zy  eindeutige  Functionen  von  C  sind. 

Man  erhält  daher  den  folgenden  Satz: 

IL  Wenn  die  Bedingungen  (K)  die  Einschränkung  erfahren, 
dass  der  Nenner  von  r^  oder  von  q^  die  Zahl  Zwei  sei  für  den  Fall, 
dass  r^  ==  r^  +  l  oder  q^  =  (>,  +  !,  so  sind  auch  ^{zf  und  f{zy  eindeutige 
Functionen  von  C. 

6. 

Aus   der   vorigen   Nummer   ergiebt   sich,    dass,    wenn    die   unabhängigen 

Variabein  w^,  u^  in   den  Gleichungen  (B.)  solche  Werthe  t?,,  v,  resp.  erreichen, 

für  welche  ^,,  z^  die  Gleichung  (F.)  befriedigen,  nothwendigerweise  z^  =  z^ 

sein  müsse,  sobald  die  Gleichungen  (K.)  erfallt  sind. 

26* 
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y  Es  sei  demgemäss  für  u^  =  v^,  u^  =  t?,,  js^  =  a^  =  b. 

Wenn   wir  hier  die  Voraussetzung  des  Satzes  11.    voriger  Nummer  auf- 
nehmen, so  ergiebt  sich  nach  diesem  Satze,  dass  gleichzeitig  die  Gleichungen 

(1.)  /•(0  =  ±/-W,   ?(0  =  ±?(0 

atattfinden,  wo  die  Vorzeichen  sich  entsprechen. 

Wir  unterscheiden  jetzt  drei  Fälle: 

1.   b  sei  ein  nicht  singulärer  Punkt   der  Gleichung  (A.),  und   es  sei 
in  der  Umgebung  von  z^  =  b 


it  • 


*■ 
^ 


t 


f. 


« 


(2  ) 

163]  80  isf  nach  den  Gleichungen  (l .) 

j   ±  fM  =  a.  +  a.(^.-6)  +  a,(^.-6)«+...  =  fM, 
(2a.j  { 

worin  die  Vorzeichen  sich  entsprechen. 
Die  Gleichungen  (E.)  werden  daher 


?('l)  ?'(«t) 


A'  = 
Setzen  wir 

WO  die  Vorzeichen  sich  entsprechen,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (Ea.) 

Setzt  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  in  A'  ein,  so  ergiebt 
sich,  dass  A'  durch  {^^—b)  —  {z^'-b)  theilbar  ist.  Die  Glieder  des  Quotienten 
sind  ganze,  homogene,  symmetrische  Functionen  von  ^,—6,  ^,— Ä,  und  der 
Werth  dieses  Quotienten  für  ^^  =  Ä,  z^=:  b  ist  «o^i"" ^i^«»  welcher  nicht  ver- 
schwindet, da  f(z)j  ff{z)  ein  Fundamentalsystem  von  Losungen  der  Gleichung 
(A.)  bilden. 


k 
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Die  Coefficienten  von  du^^  du^  in  den  Gleichungen  (4.)  sind  ebenfisdls 
durch  (-8^,— ft)  — (^j— Ä)  theilbar,  und  die  Quotienten  ganze,  homogene,  sym- 
metrische Functionen  von  z^  —  byZ^—b. 

Aus  den  Gleichungen  (4.)  ergeben  sich  demnach  für  -^,  -g^,  -g^,  -g^ 
Ausdrücke,  welche  rational  von  w^^  w^  abhängen  und  für  w^  =  t?^,  u^  =  v^  nicht 
unendlich  werden.  Daher  sind  m^,,  w,  in  der  Umgebung  von  u^  =  v^j  ^t  =  ^i 
eindeutige  Functionen  von  u^j  u^. 

Gelten  nunmehr  in  den  Gleichungen  (3.)  die  unteren  Vorzeichen,  so 
ergiebt  sich,  dass  auch  z^  —  b  imd  z^  —  b^  also  z^  und  z^  in  der  Umgebung  von 
tt^  =  v,,  u^  =  v^  eindeutige  Functionen  von  w^,  u^  sind. 

Gelten  aber  in  den  Gleichungen  (3.)  die  oberen  Vorzeichen,  so  folgt, 
dass  z^  +  z^  und  z^z^  in  derselben  Umgebung  eindeutige  Functionen  repräsen- 
tiren. 

2.  b  sei  ein  singulärer  Punkt  der  Gleichung  (A.),  r^,  r,  die  Wurzeln  [164 
der  zu  demselben  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  und  zwar 
sei  in  Übereinstimmung  mit  den  Sätzen  I.,  11.  voriger  Nummer 

(6.)  j         '•.  =  -1  +  ^,    r.  =  -1  +  1   oder   r.==r.  +  l 

(  mit  der  Bedingung  für  den  letzteren  Fall,  dass   n  =  2. 

Wir  setzen  in  jden  Gleichungen  (E.) 

z^  —  b  =  <",    z^'-b  =  /". 


Alsdann  ist 


(6.) 


worin  c„i...)C^  willkürliche  Constanten,  fi'il*"), 5^,(0  ^^  ^^'  Umgebung  von 
t  =  0  holomorphe  Fimctionen  von  i*  und  für  i  =  0  von  Null  verschieden  und 
e  =  0  oder  1,  je  nachdem  r^  =  — 1  +  —  oder  r,  =  r^  + 1,  d.  h.  r^  =  — y,  r^  =  +— . 
Setzen  wir  wieder 


A'  = 
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SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (6.) 

(6a.)      A'  =  Kc^- €,,€,,)  t[-Ur[tr^'^g,{t:)g,^^^^ 

Der  Ausdruck  A **"'<*"*  ist  durch  <|— i|  oder  durch  t^  —  t^  theilbar,  je  nach- 
dem e  =  1  oder  e  =  0.     Der  Werth  des  Quotienten  für  <^  =  0,  <^  =  0  ist 

welcher  von  Null  verschieden  ist  ^  weil  f{z) ,  cp  (z)  ein  Fundamentalsystem  von 
Lösungen  der  Gleichung  (A.),  und  weil  5^,(0),  5^,(0)  nicht  verschwinden. 
Setzen  wir 

n^.)tr  =  fM,  9\^.)tr  =  ?.(^), 

so  werden  die  Gleichungen  (E.) 

165]  Ist  a)  e  =  0,  so  ergiebt  sich  an  der  Hand  der  Gleichungen  (Eb.)  auf 
ähnliche  Weise  wie  im  Falle  1.  für  ^j  — fr,  ^,  — 6  an  der  Hand  der  Gleichungen 
(Ea.),  dass  t^  und  t^  selber  oder  t^  +  t^^tj^  und  demnach  auch  ^j  +  ^,  und  z^z^ 
in  der  Umgebung  von  u^  =  v^^  w^  =  v^  eindeutige  Functionen  von  w^,  u^  sind. 

Es  sei  b)  e  =  1. 

Setzen  wir,  je  nachdem  in  den  Gleichungen  (Eb.)  das  obere  oder  untere 
Vorzeichen  gilt, 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (Eb.) 

^  -^       j  n^'trtrdiv,  =  3K<p,(^,)-^s?.(^.)]dt..-3K/-,(0-^/;(^.)]dii,. 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Coeffiicienten  von  rfii^  du^  durch  t\  —  t\  theilbar, 
die  Quotienten  sind  in  ihren  einzelnen  Gliedern  rationale,  homogene,  sym- 
metrische  Functionen  von  t\^  t\.     Ausserdem  ist 

"■'•  =  *("!-^)- 

Daher  sind  ^ ,  -g^,  -g^,  -g^  rational  aus  w^  w^  gebildete  Ausdrücke,  welche 
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fiir  u^  =  v^^  ^1  =  ^i  ^cht  unendlich  werden,  woraus  sich  ergiebt,  dass  ir,, «?,, 
folglich  auch  ^, +  -8^,  und  z^js^  in  der  Umgebung  von  u^  =  v^^  u^  =  v^  eindeutige 
Functionen  von  u^,  w,  sind. 

3.  6  =  oo.  Es  seien  p,,  p,  die  Wurzeln  der  zu  ^  =  oo  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  und  in  Übereinstimmung  mit  den  Sätzen  I.,  U. 
voriger  Nummer 

(öa.)  (>,  =  l  +  ~,     g^  =  i  +  -    oder    Qi  =  j,    ^«  =  "2* 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (A.) 

1 


so  sind 


^  =  mh 

^  =  9'(6) 

ein   Fundamentalsystem   von   Integralen   der  Differentialgleichung   zwischen   y] 
und  |.     Für  diese  Gleichung  ist  |  =  0  ein  singulärer  Punkt,  imd  es  sind 

(6b.)        a,  =  -1  +  1,     a,  =-l  +  |-     oder     <».  =  -y,     ^«  =  +1  t'^ 

die  Wurzeln   der  zu  |  =  0  gehörigen   determinirenden  Fundamentalgleichung. 
Aus  den  Gleichungen  (B.)  folgt  aber,  wenn  man 

setzt, 

^j,,.  (  r(üds.+r(6.)dg.  =  du., 

Aus   diesen  Gleichungen   ergiebt  sich  nun ,  wie   im  Falle  2) ,   dass  S^  +  6,  >  5, 1, 
in  der  Umgebung  von  «1^  =  1;^,  «,  =  v^  holomorphe  Functionen  von  w^,  u^  sind. 
Demnach  haben  z^  +  z^jZ^z^  dieselbe  Eigenschaft. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,   so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Sind   die  Wurzeln  r^^r^  jeder  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, welche  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  der 
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Gleichung  (A.)  gehören,  so  beschaffen,  dass  entweder 
oder 

r=— -       r=+- 
'i  —       t  i     't  —    '1 

und  für  die  Wurzeln  p^  q^  der  zu  ^  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  entweder 


oder 


^1  n        '  n 


(>i   =   T»      Pi  =   ¥> 


80  sind  die  durch  die  Gleichungen  (B.)  definirten  Functionen 
-Fj(Wj,wJ,  i^j(Wj,  wj  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung,  deren 
Coefficienten  eindeutige  Functionen  von  u^jU^. 

7. 

Nach  meiner  Abhandlung  Bd.  66,  p.  145*)  dieses  Journals  ist 

(1.)  S(^  +  ^)  +  pt  +  (^.  ==  ^-1, 

wenn  man  mit  A  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  be- 
zeichnet. 

167]  Ist  A  die  Anzahl  der  singulären  Punkte,  fiir  welche  die  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln  --|,  +v  haben,  Ä'  die  Anzahl  der 
übrigen,  so  geht  die  Gleichung  (l.)  über  in 

(2.)  32:^  +  P,+  (^,  =  ^'+3^"-!, 

wo  die  Summe  sich  auf  die  Nenner  der  Wurzeln  derjenigen  Fundamental- 
gleichungen beziehen,  welche  zu  den  singulären  Punkten  der  zweiten  Art 
gehören.     Da 

so  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

(3.)  |^''+^'<6    oder    Ä  +  iÄ'^6. 

t)  Abh.  VI,  Band  I  dieMr  Aoif  »ba,  8. 186,  18«.    Seh. 
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Hieraus  folgt  : 

Die  Anzahl  der  singulären  Funkte  der  Gleichung  (A.)  ist 
nicht  grösser  als  Sechs. 

8. 

Ein  Beispiel  für  den  Fall  ^  =  6  ist  das  folgende. 
Es  sei  für  jeden  der  sechs  singulären  Funkte 

80  wird  nach  meiner  Abhandlung  Bd.  81^)  die  Gleichung  (A.)  durch  die 
Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt.  Da  überdies  in  den  für 
die  Umgebung  je  eines  singulären  Funktes  oder  des  imendlich  fernen  Fimktes 
geltenden  Entwickelungen  keine  Logarithmen  auftreten  dürfen,  so  giebt  es  noch 
eine  zweite  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function,  welche  die  Gleichung 
(A.)  befriedigt  und  mit  der  ersten  zusammen  ein  Fundamentalsystem  bildet. 
Bezeichnet  man  die  singulären  Funkte  mit  ^p  ^,)  •••>  ^«  ^^^  setzt 

80  hat  das  Fundamentalsystem  die  Form 

WO  g{jsi)j  h{z)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten. 
Da  im  gegenwärtigen  Falle 

9t  =  2,    9,  =  3, 

Bo  folgt,  dass  g{^)j  h(jsi)  den  ersten  Grad  nicht  übersteigen.  Im  gegen-  [i68 
wärtigen  Beispiele  liefern  also  die  Functionen  F^i^^^^^)}  F^{u^y^J  die  hyper- 
elliptischen Functionen  erster  Ordnung. 

9. 

Dass  aber  im  Allgemeinen  die  hier  charakterisirten  Differentialgleichungen 
(A.)  nicht  algebraische  Integrale  besitzen,  imd  demzufolge  die  Functionen 
J\(tt^,  wj,  i^^(ttj,e^J  von  den  AsELschen  Functionen  verschieden  sind, 
ergiebt  sich  an  dem  folgenden  Beispiel. 


i)  Abh.  XX,  8. 11  ff.  dieMt  Bildet.    Seb. 
Fvebs,  motboi.  Wwke.    IL  27 
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Es  sei  A  =  2y  öi>  a,  die  beiden  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.); 
die  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 

die  Wurzeln  der  zu  «,  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 

^        _    5  ^        4, 

^11   —        '«  »      ^u   —        e  > 

die  Wurzeln  der  zu  jgr  =  oo   gehörigen   determinirenden  Fundamentalgleichung 

Qi  =  'ij    Q%  =  2. 
Substituirt  man  in  der  Gleichung  (A.)  für  diesen  Fall 

so  sind  die  Wurzeln   der   determinirenden  Fundamentalgleichungen   der  Diflfe- 
rentialgleichung  für  w  resp.  gehörig 

zu  a,:i,  I;     zu  ö,:^,-^^;     zu  oo:-f,-|, 

also  hat  die  Gleichung  für  w  die  Form 

(1.)  -j-r  =  P«, 

wo  P  eine  rationale  Function  von  z. 

Nach  meiner  Abhandlung  Bd.  81  dieses  Journals  p.  135*)  ist  diese  Diffe- 
rentialgleichung, da  die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determini- 
renden Fundamentalgleichung  grösser  als  zehn,  nicht  algebraisch  integrirbar, 
wenn  nicht  ihre  Integrale  selber  oder  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
ihrer  Integrale  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Da  die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  a^  a^  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  von  den  Zahlen  1,  2,  4  ver- 
schieden sind,  so  bliebe  nach  derselben  Abhandlung  p.  136*)  nur  die  Möglich- 
keit, dass  die  Gleichung  (1.)  vollständig  durch  Wurzeln  rationaler  Function 
integrirbar  wäre. 

Dieses  findet  jedoch  nicht  statt. 
169]   Denn    jede  Wurzel  w    einer    rationalen    Function    von    jgr,    welche    der 
Gleichung  (1.)  genügen  soll,  müsste  die  Form 

1)  Abb.  XX,  8.  58  dieiM  BandM.    Seh. 
>)  Ebenda  8.  51.    Seb. 
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haben  y  wo  ^{z)  eine  ganze  rationale  Function  von  Zy  welche  für  e  =  a^  und 
für  z  =  a^  von  Null  verschieden  ist,  wo  femer  a^  einen  der  Werthe  j,  1;  «, 
einen  der  Werthe  ^,  ~  hätte.     Der  Grad  ^   von   ^{z)  müsste   der  Bedingung 

^  +  aj  +  a,  =  {   oder   ~ 
genügen. 

Diesen  Anforderungen  entspricht  aber  nur  die  Function 

und  keine  andere  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Die    Gleichung   (1.)    ist    demnach    nicht    vollständig    durch    algebraische 
Functionen  integrirbar,  daher  auch  nicht  die  Gleichung  (A.). 

Wir  fugen  zum  Beschluss  noch  folgende  Bemerkung  hinzu: 

Setzt  man,  wie  in  Gleichung  (H.) 

(1.)  ^  =  -^ 

80  ist  nach  No.  5  Satz  I.  z  eine  eindeutige  Function  von  v.  Nach  Satz  ü. 
derselben  Nummer  sind  aber  auch  f{zy  und  cp  {zY  eindeutige  Functionen  von  v. 

Es  sei  daher 

(2.)  ^  =  zW» 

80  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die  Gleichungen  (B.)   lassen   sich   durch   die   eindeutigen  im 
allgemeinen  nicht  rationalen  Substitionen 

^1  =  XM^    ^1  =  xM 
in  die  Form 


(L.) 


f  '   yJgWidv^C  *   \fgjy)dv  =  a, 


^1  ^t 


v\lg{y)dv-\'j     v\fg{y)dv  =  u^, 


-ni  'n% 


bringen,  wo 

Ci  =  Z(^i)»    Cf  =  xM 
und  giy)  eine  eindeutige  im  allgemeinen  nicht  rationale  Function 
von  V  ist. 

Heidelberg,  14.  Februar  1880. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  200,  Zeüe    8  C  =  Ci  atatt  z  =  Ci, 

„210,     „      13  V.  u.  die  Nenner  der  Wurzeln  statt  die  Wurzeln. 

2)  Der  Ausdruck  analytische  Function  (S.  191,  Zeile  2, 1  y.  u.  und  S.  193,  Zeile  15)  ist  hier  und  ebenso 
an  den  entsprechenden  Stellen  der  Abhandlungen  XXX,  XXXII  ^)  in  dem  Sinne  zu  verstehen,  wie  Jacobi 
in  der  Abhandlung  (Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  13,  1834,  Werke,  Bd.  2,  1882,  S.  45ff.),  an 
welche  die  Untersuchungen  von  Fuchs  sich  anschliessen ,  diesen  Ausdruck  gebraucht.  Eine  Function 
einer  Yariabeln  wird')  nach  Jacobi  als  eine  analytische  zu  bezeichnen  sein,  wenn  dieWerthe  der 
unabhängigen  Yariabeln,  für  welche  die  Function  denselben  Werth  annehmen  kann  —  nach  der  von 
Herrn  G.  Cantob  (Mathematische  Annalen,  Bd.  15,  1879,  S.  2)  eingeführten  Terminologie  —  nicht  in 
der  ganzen  Ebene  überall  dicht  sind.  Den  analogen  Begriff  hatte  Jacobi  auch  für  Functionen  von 
mehreren  Yariabeln  gebildet').  Das  von  Fuchs  in  der  No.  1  (S.  193,  Z.  8—16)  formulirte  Problem  stimmt 
demnach  mit  der  Frage  überein,  unter  welchen  Bedingungen  die  durch  die  Transformationen  (ebenda) 

«II  «*1 +«!•«»  + 1^1  c, 

«11  «*!  +  ««  w»  +  Ac 

dargestellte  Gruppe  —  im  Sinne  der  von  Herrn  Poincab^,  in  seinen  an  eben  diese  Arbeit  von  Fuchs 
anknüpfenden  Untersuchungen  (1882),  eingeführten  Terminologie  —  eine  eigentlich  discontinuir- 
liehe  ist. 

Zu  dem  Satze  I.,  S.  202  vergl.  die  Abhandlung  XXXIY  und  die  zu  ihr  gehörige  Anmerkung. 

Eihe  französische  Übersetzung  der  vorstehenden  Abhandlung  (von  Herrn  St^phanos)  ist  im  Bul- 
letin des  Sciences  mathdmatiques,  2«  s^rie,  t.  lY,  1880,  S.  278— 300,  erschienen.  ScH. 


1)  Vergl.  aneh  die  Abhandlung  XLVI  (1835)  dieses  Bandes. 

>)  Vergl.  Schlesinger,  Über  den  Begriff  der  analytischen  Function  bei  Jacobi  etc.,  Bibliotheca  Mathematiea,  S.Folge» 
Bd.  VI,  1905,  S.  88ff. 

s)  Vergl.  Schlesinger,  a.  a.  0.  S.  94. 
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SÜR  UNE  CLASSE  DE  FUNCTIONS  DE  PLÜSIEÜRS  VARIABLES  TIBJfeES 
DE  L'mVERSION  DES  INTEGRALES  DE  SOLUTIONS  DES  EQUATIONS 
DIFFERENTDELLES  LIN^AIRES  DONT  LES  COEFFICIENTS  SONT  DES 

FONCTIONS  RATIONNELLES. 

(Eztrait  d'ane  lettre  adress^e  ä  M.  Hebmite.) 
(Comptes  rendas  hebdomadaires  des  S^ances  de  1' Acad^mie  des  Sciences,  t.  90,  Paris  1880.) 


a. 
(S^ance  du  Lundi  22  Mars  1880,  p^  678—680.) 

De  m^me  que  ces  fonetions  de  plusieurs  variables  que  Ton  appelle  [678 
fonetions  ABSLiennes  doivent  leur  naissance  aux  integrales  des  fonetions 
algöbriques,  en  concevant,  d' apres  Jacobi,  les  limites  superienres  de  p  inte- 
grales d'une  fonction  algebrique  convenablement  choisie  comme  fonetions  de 
la  somme  de  ces  integrales  et  de  p^l  autres  sommes  composöes  d'une  maniere 
semblable,  de  m^me  on  fait  naitre  une  nouvelle  classe  de  fonetions  de  plu- 
sieurs variables,  comme  je  le  d^montre  dans  mon  Memoire,  si  Ton  part  des 
integrales  des  Solutions  des  ^quations  diflf^rentielles  Unfaires  ä  coefficients 
rationnels  comme  fondement. 

Je  me  suis  proposö  d'abord  le  probleme  de  rechercher  la  nature  des 
integrales  d'une  equation  differentielle  lineaire  homogene  de  l'ordre  m,  en 
supposant  possible  de  definir  ^^^r^^...,^^  comme  fonetions  analytiques  des 
variables  u^jU^^  ...^u^  par  les  ^quations 


X  I      fa{^)d^   =   ««a»  (a=  1,2,. ..,«•) 
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oü  Cj,  C,j  ...»  C^  sont  des  constantes, 

un  Systeme  fondamental  de  Solutions  de  requation  differentielle.   # 

J'ai   completement  rösolu   ce  probleme   pour  les  öquations  differentielles 

du  second  ordre ^  et  je  suis  parvenu  aux  resultats  suivants. 
1.    i^tant  donnee  l'^quation  differentielle 

oü  P,  Q  signifient  des  fonctions  rationnelles  de  z^  soit  f{z)^  (f(z)  un  Systeme 
fondamental  arbitraire  de  Solutions  de  cette  ^quation;  que  Ton  döfinisse  z^^  z^ 
comme  des  fonctions  des  variables  u^^  u^  par  les  ^quations 


j'mäz-^j    f{z)dz  =  u„ 
(B.)  {      ^'  ^ 


En  supposant  z^^  z^  fonctions  analytiques  de  w^  u^  et  en  posant 
679]  on  obtient  tout  d'abord  la  propriöt^  suivante  de  ces  fonctions, 

oü  Ton   dösigne  par  c  une   constante,   par  a^^,  a^,,  a^^,  a^  les   ölöments  d'une 
Substitution 


ä  laquelle  on  doit  assujettir  f(z)y  (p{z)  lorsque  la  variable  part  d'une  valeur 
et  y  revient  en  döcrivant  un  contour  ferm^,  et  y^,  y,  ötant  des  quantitös  d6- 
terminöes  relatives  ä  ce  contour. 

Les  fonctions  F^^  F^  reprennent  d'ailleurs  en  g^nöral  les  m^mes  valeurs 
pour  d'autres  systemes  de  valeurs  de  w^,  u^  en  nombre  infini. 

2.  Soit  ö.  un  point  singulier  de  l'öquation  (A.);  soient  rf ,  rj*^  les  racines 
de  requation  fondamentale   döterminante  pour  le  point  a^,   soient,   en   outre. 
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s^j  s^  les  racines  de  l'^quation  fondamentale  d^terminante  pour  z  =  oo.  Je 
d^termine  d'abord  ces  racines  de  maniere  que,  lorsque  w^,  u^  acquierent  des 
valeurs  pour  lesquelles  des  deux  valeurs  a,  b  que  re5oivent  respectivement 
les  quantit^s  z^^  z^^  Tune  coYncide  avec  un  point  singulier  ou  Tune  et  Tautre 
avec  deux  points  singuliers  diff<6rents  entre  eux,  sans  que  l'^quation 

soit  satisfaite  par  z^=^  a^  z^  =  bj  les  derivees  partielles  de  z^  et  z^  deviennent 
fonctions  holomorphes  de  z^^  z^  dans  le  voisinfitge  de  z^  =  a^  z^  =  b. 

II  est  ä  remarquer  que  Ton  comprend  ici  le  point  z  =  oo  parmi  les  points 
singuliers. 

D'ailleurs,  je  fais  la  dötermination  de  maniere  que,  pour  des  systemes  de 
valeurs  finies  de  u^jU^j  ^j,  ^,  peuvent  acquörir  les  valeurs  indiquöes. 

Voici^  ä  cette  effet,  les  conditions  nöcessaires  et  süffisantes  : 

1  k- 

r [•*  =  —  1  + — ,   rjf^  =  - 1  +  — ,    Är^  >  1 ,   *,,  n^  des  nombres  entiers  et  positife ; 

(E.){  1  i 

5,  =  1  +  — ,    5,  =  1  +  — ,    k>  Ij    *,  n  des  nombres  entiers  et  positifs. 

Je  fais  voir  alors  que  les  quantit^s  r|'\  /*\  s^j  s^  peuvent  6tre  d^ter-  [680 
minies,  en  outre,  de  maniere  que,  par  Töquation 

z  se  d^finisse  comme  fonction  monodrome  de  C«  et  que,  partant,  l'^quation 
(D.)  ne  puisse  ^tre  satisfaite  que  pour  z^  =  z^.  Les  conditions  qui  sont  alors 
necessaires  et  süffisantes  sont  les  suivantes: 

,*"  =  ri^+l    ou    *..  =  2, 
et 

«,  =  «,+  !     OU     »,=   1  +  -,     s    =  1  +  -, 

en  ajoutant  la  condition  que  le  developpement  d'une  integrale  de  Töquation 
(A.)  dans  le  voisinetge  d'un  point  singulier  ne   contienne  pas  de  logarithmes. 
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Je  demontre  ensuite  que,  si 

(Gr.)       < 

la  conditioii  6tant  en  outre  remplie  que  le  d^veloppement  d'une  integrale  de 
r^quation  (A.)  dans  le  voisinetge  d'un  point  singulier  ne  contienne  pas  de 
logarithmes ,  ^r^,  z^  sont  des  racines  d'une  ^quation  du  second  degrö  dont  les 
coefficients  sont  des  fonetions  analytiques  et  monodromes  de  w^,  u^. 


(S^ance  dn  Lundi  29  Mars  1880,  p.  735—736.) 

735]    3.   Aux  rösultats  que  j'ai  precedemment  exposös*),   j'ajoute  les  suivants. 
Je  fais  voir  que  le  nombre  q  des  points  singuliers  finis  de  T^quation  (A.)  ne 
surpasse  pas  le  nombre  6,  en  supposant  remplies  les  conditions  (G.). 
Je  marque  ensuite  Texemple 

et  je  fais  voir  que,  dans  ce  cas,  T^quation  (A.)  est  satisfaite  par  le  Systeme 
fondamental 

^'      VW'  V^' 

oü 

g(z)j  h{z)  sont  des  fonetions  rationnelles  et  entieres  dont  le  degre  ne  surpasse 
par  Tunitö.  Dans  ce  cas,  les  fonetions  F^(u^yU^)j  F^(u^jU^)  colncident  avec 
les  fonetions  hyperelliptiques  du  premier  ordre. 

Puis  je  demontre  qu'en  g^nöral  l'^quation  (A.),  sous  les  conditions  (G.), 
n'est  pas  int^grable  completement  par  des  fonetions  alg^briques,   et  que,   par 


*)  Comptes  rendus,  m6me  tome,  p.  678^). 


1)  Nota  pT^eädent«.    Sek. 


SÜR  L' INVERSION  DE  CERTAINES  INTEGRALES.  217 

cons^quenty   nos   fonctions    F^{u^^u^)^  F^{u^yU^)  sont   diflFörentes  des  fonctions 
ABEiiennes. 

•Ty  applique  Texemple  suivant,  compatible  avec  les  conditions  (G.),  savoir: 
nombre  des  points  singuliers  finis  p  =  2, 

^i     —  """»'        «     —  ""Vi 

^1     —         t  t      ^t     —         e  > 

«1  =       V,       ^  =       2, 

et  je  demontre  que  Tintegrale  generale  de  requation  (A.)  n'est  pas  algöbrique 
dans  ce  cas. 

A  la  fin  je  remarque  que,  les  conditions  (G.)  6tant  remplies,  les  equations 
(B.)  sont  transformöes  par  la  Substitution  monodrome,  mais  generalement  non 
rationnelle,  (F.)  en  des  equations  semblables,  dans  lesquelles  f{z)  et  ^{z)  sont 
remplacöes  par  les  racines  carr^es  de  fonctions  monodromes ,  mais  generale- 
ment non  rationnelles  de  C,  et  C  prend  la  place  de  z  comme  variable  d'int6- 
gration. 

J'ajoute  le  theoreme  suivant,  qui  est  semblable  aux  theoremes  d'AsEL 
pour  les  integrales  des  fonctions  alg^briques: 

Etant  donn^es  deux  s^ries  de  valeurs  de  z  arbitrairement 
choisies,  l'une  en  contenant  un  nombre  quelconque*n,  savoir    [736 

Tautre  les  valeurs  Cj>  C,,  ...,  C^,+,;  etant  d'ailleurs  donnöes  les  va- 
leurs qu'acquierent  les  fonctions  f{^)^^{^)  qui  fönt  ensemble  nn 
Systeme  fondamental  d'integrales  de  l'^quation  (A.),  savoir 

?(^.)  =  *.»   ?(Q  =  ft» 

on  peut  toujours  trouver  deux  quantites  z^j  z^j  et  d'une  seule 
maniere,  ßatisfaisant  ä  la  fois  aux  Equations 


et  ä  une  ^quation  du  second  degre  dont  les   coefficients  sont  des 

Pmeki,  BAtkoi.  Werk«.    U.  28 
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fonctions  monodromes  des  quantitös 

Ce  theoreme  decoule  imm^diatement  du  th^oreme  ^noncö  ä  la  fin  du 
no.  2.  Enfin  je  remarque  que,  pour  la  discussion  ultörieur^  des  fonctions 
jPj,  J\,  il  faut  avoir  recours  aux  r^sultats  de  mon  Memoire  contenu  dans  le 
Journal  de  M.  Borchardt,  t.  76,  p.  177*). 


1)  Mtfm.  XVI,  i.  I  de  Mtte  Edition,  p.  416  et  nir.    Seh. 
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ÜBER  DIE  FUNCTIONEN,  WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG 
DER  INTEGRALE  VON  LÖSUNGEN  DER  LINEAREN  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN ENTSTEHEN. 

(Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  nnd  der  G.-A.  Universität^ 
Gottingen  1880,  No.  13,  14.  Jnli  1880,  Sitznng  am  3.  JuH;  S.  445-453.) 


In  einer  Mittheilung,  enthalten  in  den  »Nachrichten  der  Konigl.  Ge-  [445 
Seilschaft  der  Wissenschaften«  Februar  d.  J.  p.  1 7  0  sqq.  *)  habe  ich  Functionen 
mehrerer  Variabein  definirt,  welche  der  Umkehrung  von  Integralen  der  Lö- 
sungen linearer  Differentialgleichungen  ihre  Entstehung  verdanken. 

Ich  habe  daselbst,  imd  ausführlicher  in  Borchardts  Journal  Bd.  89, 
p.  151  sqq.*),  ein  Beispiel  derartiger  Functionen  geliefert,  indem  ich  für  den 
Fall  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  folgende  Einschränkimgen 
einführte: 

Die  Functionen  ^^,  z^  von  w^,  u^  sollen  die  singulären  Stellen  der  Diffe- 
rentialgleichung für  endliche  Werthe  von  w^,  u^  erreichen,  und  die  Darstellung 
der  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  der  singulären 
Punkte  keine  Logarithmen  enthalten.  Ausserdem  sollen  diese  singulären  SteUen 
sämmtlich  so  beschaffen  sein,  dass  die  Lösungen  in  ihnen  unendlich  werden  [446 
oder  sich  verzweigen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  diese  Einschränkungen  nicht  sämmtlich 
nothwendig   sind.     Die   nothwendigen  Einschränkungen  habe  ich  vielmehr  in 


1)  Abb.  XXX,  S.  186  ff.  dietes  Bandes.    Scb. 
•)  Abb.  XXXI,  8. 191  ff.  diefM  BuidM.    Scb. 

28* 
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einer  Arbeit,  welche  nächstens  erscheinen  wird,  für  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  entwickelt. 

Die  gegenwärtige  Notiz  bezweckt  nur  die  Tabelle  derjenigen  Differential- 
gleichungen aufzustellen,  welche  den  im  obengenannten  Beispiele  gemachten 
Einschränkungen  entsprechen,  indem  ich  in  den  Bezeichnungen  auf  die  oben 
erwähnte  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Societät  enthaltene  Notiz  unter  dem 
Zeichen  N.  Bezug  nehme. 

In  dieser  Tabelle,  welche  ich  hier  folgen  lasse,  bezeichnen  />,  q  die 
Coefficienten  der  Differentialgleichung 

imd'^  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (A.)  in  N. 
Bei  jeder  Differentialgleichung,  welche  algebraische  Integrale  besitzt,  ist 
der  Kürze  halber  nur  die  Bemerkung  »algebraische  Integrale«  angeführt, 
während  für  die  übrigen  ein  Fundamen talsystem  von  Integralen  co^,  (o^  der 
Differentialgleichung  für  m  angegeben  ist. 

I.   J.  =  6. 
R  =  (^-aj(-8r-a,)...(-s^-ae),    y  =  B~^u); 

p  =  0,     q  =  0, 

algebraische  Integrale. 

447]  n.   A  =  b. 

1)  -B  =  (£r-aj)...(;8r-.aj,    y  =  ä""*(ü; 

_   1  /     1  1     \  _       1  1 

algebraische  Integrale. 

2)  B  =  (^-aj...(ir-aj,     y  =  B""*a); 

i>  =  0,     5  =  0, 

algebraische  Integrale. 

m.   .1  =  4. 

1)  i2  =  (^-a,)(^-«9)(^-a.)(^--«4)i    y  =  iJ""*«>; 

_    1   d\ogR  _  jr^  J_ 

^  ""   2       dz      '     ^  '"   ü^  R' 
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-* 


WO  Q  einen  Periodicitätsmodul  des   elliptischen  Integrals  fR     dz  bezeichnet, 


CD,   =  g 


jE'^dz 


O),    =    g 


-4/iJ-*de 


2) 


-t 


-*„.. 


y  =  [(^ _«,)(«- ff,) (ir-o,)]    '(ir-oj    *«o; 


1»  == 


fl  = 


11  11 

+ 


2 


2*  —  O,         2;S  —  O,         3ä  —  O4* 

^(2a,+  2a.  +  aJ- A^]  ^^_^^^^^_\^^^^ 


-oj' 


algebraische  Integrale. 


3) 


y  =  [(•?-«i)---<*-a4)]  *"»; 


i»  = 


_   1    dlog.R  _       11 


2  d^r 


2  =  ---^,     B  =  (ir-a,)(ir-oJ, 


algebraische  Integrale. 


4) 


y  =  [(«-«.)('»-«.)]  *i2  *">, 


R  = 


_   2   dlogi?  _  _2^  J^ 


^=3       d^ 


2  J. 
9  iJ' 


-aj; 


algebraische  Integrale. 

5) 


algebraische  Integrale. 


—  JL 


y  =  [(^-a,)(^-o,)(«-o,)]    'm; 
1>  =  t(«-«4)"S     8  =  0, 


P 


IV.    ^ 

1  dlogR 

2  de      ' 


=  3. 
«  = 


y  =  iJ  *«o; 
•  1 


7t 


Q»   iJ' 


-* 


WO  £2  ein  Periodicitätsmodul  des  elliptischen  Integrals  J'R     dz. 


«i>,  =  e 


S^/^-*'^ 


U),    =    g 


-4/^-*^ 


2) 


y  =  [(^-«i)(^-«.)]  *(^-ö»)  *«>; 


p  = 


1     1 


1 


1  2 

+ 


2jer--a,       2  z  —  a^       3  g  —  a^^ 


[448 


[449 
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algebndsche  Int^rale. 

2  dlogR 

«,  =  const.,     a>,  =  /B      o^. 
4)  («-a.)"*(*-«»)"*(^ -«.)"*  =  B,    y  =  ü«; 

11  2        1  6        1 


2z  —  a,       3;s  —  a,      6«  —  a,  ' 
5  =  0, 

<D,  ^  const.,     o),  =  jRdz. 

h)  y  =  (z-a,)~'Ä~*o.,    i?  =  («^-o,)(;s-o,); 

_   6   dlogJK  _  _  A  J_ 

^  ~   6  ~d^       '     *  ~        36  jB  ' 

aIgd>T%Mche  Integrale. 

Ki  y  =  (z-o,)~*iJ~*m,     i2  =  («-o,)(«-o,); 

—  1  ^^  log  -R        _  _  U_ 

^  ""    3  ""di""'     ^  ~  ~9  R' 

^ig^f^ijfMiichH  Integrale. 

**■']  7>  y  =  (^-aj"*il{"'«),    ü  =  (z-o,)(ä-o,); 

_    1   dlog-R  _        11 

^  ~   2       dz      '    2  —       36  jB  ' 

algel/rauche  Integrale. 

«)  y  =  («-a.)~*(^-a,)~*(«-a,)~*m; 

112        1  1  1 


2  z-a,       3  2-a,'     ^  18    (^-o,)(a;-«,)  ' 

algebraische  Integrale. 

p  =  ;(«-«.)"',    2  =  0, 
algebraische  Integrale. 
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V. 

A    : 

^ 

2. 

(«- 

-0.)-»(ir 

-«1 

.)-* 

— 

Ä, 

y  = 

Rm-, 

p 

2 
~    %  z 

1 
-«I 

5 
+  6 

z 

1 

2  = 

=  0, 

(Uj  =  const.,    a>,  =  J  Rdjs, 


2)  ie  =  (^-aj(ir-a,),     y  =  R    *a,; 

(Uj  =  const.,     CD,  =  jBT^de, 

3)  12  =  (-^-aj~*(£r-a,)"*,     y  =  Bo); 


i)  =  ^^ +  ^ ,    ff  =  0,  [45 


cDj  =  cpnst.,     cDj  =  jlidss. 


4)  B  =  (ir-aJ(ir-o,),     y  =  i2    *«.; 

2   dWB 

o),  =  const.,     a>,  =  Cr   *de. 

5)  B  =  (;s-a,)~*(^-a,)"*,    y  =  Bw; 

113       1 


0> 


,  =  const.,    m,  =  jRdz. 

6)  ü  =  (^-o.)~*(^-a,)"*,    y  =  -R»; 

112       1 

0),  =  const.,    «0,  =:  jRdz. 

-     7?-*„.. 


7)  R  =  (z-a,)iz-a,),    y  =  R 


0> 


1 


_   6    dlogJt  _         5     1 

^  ~    6*       d^       '     *  ■"        36  B' 

algebraische  Integrale. 

8)  y  =  (^-a,)""^(^-a,)"*«>; 

1>  =  0,     «  =  0, 

algebraische  Integrale. 
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452]  Für  diejenigen  Differentialgleichungen,  denen  algebraische  Integrale  zu- 
gehören, ist  z  eine  rationale  Function  5^(C)  von  C.  Substituirt  man  in 
Gleichung  (B.)  in  N. 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Cj?  C,  als  Functionen  von  u^^  u^  die  Glei- 
chungen, welche  £ur  die  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  be- 
stehen. 

Für  die  Fälle  IV.  3),  4),  V.  1),  2),  3),  4),  5),  6)  ergiebt  sich  aus  der 
Abhandlung  der^  Herren  Briot  et  Bouquet,  im  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique,  t.  XXI,  p.  222,  dass  z  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function 
5^(0  von  C  ist. 

Ebenso  stellt  für  die  Fälle  III.  1),  IV.  1),  z  eine  eindeutige  Function 
5^(0  von  C  dar,  von  der  Beschaffenheit 

X(2ir»C)  =  z(C), 

WO  Q*  einen  zweiten  von  Q  verschiedenen  Periodicitätsmodul  des  Integrals 
JR     dz  bedeutet.     Substituirt  man  in  die  Gleichungen  (B.)  in  N. 

so  gehen  diese  Gleichungen  für  III.  1),  IV.  1),  über  in 

^1  +  ^»    —  ~Q"    *' 

dagegen  für  IV.  3),  4)  und  V.  1)  bis  6)  in 

c:  +  q  =  w„ 

so  dass  in  allen  diesen  Fällen  die  Coefficienten  der  quadratischen  Gleichung 
für  z^j  z^  (N.  p.  174^))  sich  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  darstellen 
lassen. 

Heidelberg,  Juni  1880. 

1)  8. 188  diefM  BuidM.    8oh. 
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AUSZUG  AUS  EINEM  SCHREIBEN  DES  HERRN  L.  FUCHS 

AN  C.  W.  BORCHARDT. 

(Journal  für  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  Bd.  90,  1881,  S.  71—73.) 


In  einem  Resumö  der  Resultate  meiner  Arbeit  »über  eine  Klasse  von  [71 
Functionen  etc.«,  welche  ich  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen,  Februar  1880  p.  170 — 176*)  veröffentlicht  habe, 
befindet  sich  p.  173*)  daselbst  folgender  Satz: 

I.  Sind  fijsi)  und  cp  (z)  ein  willkürliches  Fundamentalsystem  von  Lösungen 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten,  und  genügen  für  jeden  singulären  Punkt  die  Wurzeln  r^,  r^  der 
zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  den  Bedingungen 

1  2 

r,  ==  r^  +  l     oder     r,  =  —1  +  — ,    r,  =  — 1  +  —     (n  ganze  positive  Zahl), 

mW  WW 

sowie    die  Wurzeln   q^^  q^   der   zu   -s:  =  cx>   gehörigen    determinirenden   Funda- 
mentalgleichung den  Bedingungen 

1  2 

Q^  =  (>, +  1     oder    (>==  i  +  — ,     ^^  =  i  +  _    (y  ganze  positive  Zahl), 

V  V 

und  enthalten  die  Entwickelungen   der  Lösungen   der  Differentialgleichung  in 
der  Umgebung  eines   singulären   Punktes   keine  Logarithmen,   so   wird   durch 


1)  Abb.  IXX,  S.  185  ff.  dieses  Bandes.    Scb. 
*)  Ebenda,  S.  187.    Seh. 

Fachs,  mathem.  Werke.    IL  29 
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die  Gleichung 

(F.)  -^  =  C 

z  als  eindeutige  Function  von  C  definirt. 

In  meiner  in  Ihrem  Journal  Bd.  89,  p.  151  sqq.  ^)  enthaltenen  Arbeit,  in 
welcher  die  oben  genannten  Resultate  entwickelt  wurden,  ist  der  obige  Satz 
als  Satz  I.  p.  161*)  aufgenommen  worden,  in  einer  etwas  veränderten  Form, 
welche  weniger  deutlich  ist  und  die  Möglichkeit  eines  Missverständnisses  nicht 
72]  ausschliesst.  Auf  diesen  Umrtand  wurde  ich  aufmerksam  gemacht  durch 
eine  gütige  Mittheilung  des  Herrn  Henri  Poincarä,  professeur  ä  la  Faculte 
des  Sciences  de  Caen. 

Ich  erlaube  mir  daher  hier  einige  Erläuterungen  zu  diesem  Satze  hinzu- 
zufügen. 

Man  ziehe  in  der  -sr-Ebene  von  jedem  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  ...,  a 
der  Differentialgleichung  einen  beliebigen  Schnitt,  von  a^  den  Schnitt  q^. 
Diese  Schnitte  erstrecken  sich  sämmtlich  bis  zum  Punkte  ^  =  00,  und  sind 
nur  der  Beschränkung  unterworfen,  weder  sich  selbst  noch  einer  den  anderen 
zu  schneiden.  Bezeichnen  wir  die  so  zerschnittene  ^-Ebene  mit  T.  Werden 
für  einen  willkürlichen  Werth  z  •=■  z^^  f{z)  und  cp(^),  sowie  ihre  ersten  Ab- 
leitungen willkürlich  gewählt,  so  sind  diese  Functionen,  folglich  auch  C  in  T 
überall  eindeutig  bestimmt.  Überschreitet  man  nach  und  nach  die  einzelnen 
Schnitte  ?i?  j',»  •••1  9'«  i^  beliebiger  Reihenfolge  und  jeden  beliebig  oft,  so 
mögen  die  so  entstehenden  Flächen  mit  T^,  T^,  T^  etc.  bezeichnet  werden. 
Ihre  Anzahl  ist  unendlich  gross,  wenn  nicht  f{z)  und  (f(z)  algebraische 
Functionen  sind.  In  jeder  dieser  Flächen  T^  ist  C  eine  eindeutige  Function 
von  z.  —  Wir  stellen  nunmehr  in  der  C-Ebene  durch  die  Gleichung  (F.)  die 
Abbildungen  der  einzelnen  Blätter  T,  T^,  T,,  T^  etc.  her.  Die  der  Fläche  T. 
entsprechende  Abbildungsfläche  in  der  C-Ebene  möge  mit  8^  bezeichnet  werden. 
So  lange  nicht  in  einem  Blatte  T,.,  f{z)  und  <f{z)  identisch,  d.  h.  für  jeden 
Werth  von  ^,  unendlich  werden,  erfiillt  die  zugehörige  Abbildung  8^  ebenfalls 
eine  Fläche,  mag  T.  durch  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl  von 
Überschreitungen   der  Schnitte   g'^,  3',)  •••)  ?p   erhalten   worden   sein.     Sind   da- 


1)  Abh.  XXXI,  8. 191  ff.  dleMt  BaadM.    Seh. 
•)  Ebends,  &  202.    B§h. 
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gegen  in  einem  Blatte  T^,  welches  durch  unendlich  oft  wiederholtes  Über- 
Ischreiten  der  Schnitte  q  erhalten  worden,  f{jsi)  und  ^(z)  identisch  unendlich, 
so  ist  die  Abbildung  S.  von  T.  ein  Punkt. 

Die  Gesammtheit  der  Abbildungen  S,  Ä^,  S^y  ...  bildet  eine  zusammen- 
hängende Fläche  in  der  C-Ebene.  Diejenigen  dieser  Abbildungen,  welche 
nicht  solchen  Flächen  T.  zugehören,  in  denen  f{z)  und  ^(/)  identisch  un- 
endlich werden,  enthalten  nach  den  Entwickelungen  meiner  Arbeit  in  Ihrem 
Journal  p.  158 — 160*)  keinen  Verzweigungspunkt;  die  Gesammtheit 
solcher  Abbildungen  'constituirt  daher  eine  Fläche  o  in  der 
C-Ebene,  welche  diese  Ebene  überall  nur  einfach  bedeckt.  An 
der  Begrenzung  dieser  Fläche  o  befinden  sich  die  Punkte,  welche  als  Ab- 
bildungen solcher  Flächen  T.  auftreten ,  innerhalb  deren  f{z)  und  cp  (z)  identisch 
xmendlich  werden,  da  diese  durch  Grenzübergang  aus  den  die  Fläche  o  [73 
constituirenden  Flächen  erhalten  werden. 

Der  Sinn  des  Satzes  I.  p.  1 6 1  *)  meiner  Arbeit  in  Ihrem  Journal  geht 
nun  dahin,  dass  z  innerhalb  der  Fläche  o  eine  überall  meromorphe 
Function  von  C  sei.  Aus  ihm  geht  alsdann  das  gleich  nachfolgende  Corollar 
hervor,  wovon  in  den  späteren  Theilen  der  Arbeit  Gebrauch  gemacht  wird, 
dass  nämlich  -^-f  nicht  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  z  einen  und  den- 
selben  Werth  annimmt,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  dieser  Quotient  nicht 
von  z  u&abhängig  wird,  oder  was  dasselbe  besagt,  dass  nicht  f{z)  und  cp(^) 
identisch  unendlich  werden. 

Wird  einer  der  Grenzpunkte  nach  jeder  Richtung  von  Flächen  iS  um- 
geben, so  ist  zu  den  obengenannten  Bedingungen  noch  eine  auf  die  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  enthaltenen  Constanten  bezügliche  hinzu- 
zufügen. 

Heidelberg,  den  7.  Juni  1880. 


1)  Abh.  XXU,  8.  19&-202  diMM  Budes.    S«h. 
•)  S.  202  diätes  Budes.    Seh. 
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ANMERKUNGEN» 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S,  226,  Zeile    6  p.  161  statt  p.  159, 

„      „  ,     „     13  Man  ziehe  statt  Zieht  man. 

2)  Die  in  dem  Schlussabsatze  der  vorstehenden  Abhandlung  erwähnte  Bedingung  für  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung,  die  in  gewissen  F&llen  den  in  dem  Satze  I.  (S.  226)  enthaltenen  Bedingungen  hinzu- 
gefügt werden  muss ,  tritt  bei  den  Fällen  m.  1)  und  lY .  1)  der  in  der  Abhandlung  XXXm  (S.  220  ff.) 
aufgestellten  Tabelle  auf;  sie  ist  transcendenter  Natur  und  besteht  darin,  dass  beidemal  die  in  dem  Coeffi- 
cienten q  Torkommende  Constante  Q  gleich  einem  Periodidtätsmodul  des  elliptischen  Integrals  yiß~'(22; 
zu  wählen  ist  (a.  a.  0.  S.  221).  Sch. 


XXXIVa. 

SUR  LES  FUNCTIONS  PROVENANT  DE  L'INVERSION  DES  INTE- 
GRALES  DES   SOLUTIONS  DES  l^QUATIONS  DIFFl^RENTIELLES 

LIN^AIRES '). 

(Biilletm  des  Sciences  math^matiques  et  astronomiqnes,  2*  s^rie,  t.  4,  1880,  p.  328-~336.) 


Dans  une  Communication ,  inseree  dans  les  Nachrichten  von  der  [328 
K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gottingen,  numöro  de  fövrier 
1880,  p.  170  et  sniv.*),  j'ai  döfini  des  fonctions  de  plusieurs  variables  qui 
doivent  lenr  naissance  ä  l'inversion  des  integrales  des  öquations  diff(^  [329 
rentielles  Unfaires. 

J'ai  donn6  en  ce  lieu,  et  avec  plus  de  details  dans  le  Journal  de  Bor- 
CHARDT,  t.  89,  p.  151,  etc."),  un  exemple  des  fonctions  de  cette  sorte,  en 
introduisant,  pour  le  cas  des  equations  difförentielles  du  second  ordre,  les 
restrictions  suivantes: 

Les  fonctions  z^^  z^  de  w^,  u^  doivent  atteindre  les  points  singuliers  de 
r^quation  diffl§rentielle  pour  des  valeurs  finies  de  w^,  t^,,  tandis  que  dans  la 
repr^sentation  des  Solutions  de  Töquation  difförentielle  aux  environs  des  points 
singuliers  ne  doivent  pas  entrer  de  logarithmes.  De  plus,  tous  ces  points 
singuliers  doivent  avoir  la  propri^tö  que  les  Solutions  y  deviennent  infinies 
ou  bien  y  subissent  des  ramifications. 

II  est  manifeste  que  ces  restrictions  ne  sont  pas  n^cessaires  toutes  ä  la 
fois.     Quant    aux    restrictions    necessaires,   je    les    ai    dövelopp^es,    pour    des 

1)  Tradoction  des  Mtfmoircs  XXXUI  et  XXXIV.    Seh. 
t)  Mein.  XXX,  p.  185  et  sair.  de  ce  Tolame.    Seh. 
•*})  Mem.'XXXI,  p.  191  et  laiT.  de  ce  Tolaine«    Seh« 
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^quations  diffi^rentielles  d' ordre  quelconque,  dans  un  travail  qui  doit  paraitre 
bientot. 

Le  but  de  la  Note  actuelle  est  de  präsenter  le  Tableau  des  öquations 
difförentielles  qui  röpondent  aux  restrictions  faites  pour  les  exemples  dont  je 
viens  de  parier.  La  Note  döjä  mentionn^e ,  ins^röe  dans  les  Nachrichten 
de  Goettingue,  ä  laquelle  nous  aurons  ä  nous  reporter,  sera  dösign^e  par  la 
lettre  N. 

Dans  ce  Tableau,  que  nous  dressons  ci-apres,  p  et  q  d^signent  les  coeffi- 
cients  de  Töquation  diflfi^rentielle 

d*  (i>         dcD  _ 

et  Ä  le  nombre  des  points  singuliers  de  Töquation  diff^rentielle  (A.)  de  N. 
Four  toute  ^quation  difförentielle  admettant  des  integrales  algöbrique^ 
nous  nous  bomerons,  pour  abröger,  ä  la  remarque  »integrales  algebriqueser, 
tandis  que  pour  les  autres  nous  donnons  un  Systeme  fondamental  d'integrales 
<i)j,  (Oj  de  Tequation  differentielle  en  co. 

I.    ^  =  6. 

B  =  (Ä-a,)(«-a,)..,(^-o,),    y  =  R'^ia; 

p  =  0,    2  =  0, 

integrales  algebriques. 

330]  II.   A  =  b. 

1)  JB  =  («-o,)(Ä-a,).. .(«-«,),    y  =  B~*<ii; 

^        2U-O4      «-öj'    ^  4:  {e-a,){e-a,y 

integrales  algebriques. 

2)  Ä  =  (^-oJ...(^-a,),    y  =  B~*o>; 

p  =  0,    3  =  0, 
integrales  algebriques. 

in.  X  =  4. 

_  1   dlog.R  _  J!l  J_ 

^  ~   2       d*      '    *  ~   «•  Ä' 
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Q  d^signant  un  module  de  pöriodicit6  de  Tint^grale  elliptique  fR     dzy 


nt    /•«— 


m^  ^  e  ,     0»,  =  « 


2)  y  =  [(^-o,)(«-o,)(*-o,)]    *ijs-a,)   *«; 


11  11  2       1 


2  =  [-^(2«'+'«»  +  «*)-^ 


1 


e 


(^-o.)(«-o.)(^-a«)' 


integrales  algebriques. 

3)  y  =  [(*-o,)...(«-oJ]~*co; 

1   dlogiJ  1    1        „        ,  .,  . 

integrales  algöbriques. 

4)  y  =  [(^-aj(^-a.)]-*ü-*«»,    B  =  (^-a.)(*-aj; 

_   2   dlog.R  _  _^JL 

^~"¥      d«      »3—       92J. 

integrales  algöbriques.  [331 

5)  y  =  [(«-oJ(£r-o.)(«-a,)]"*a); 

i>  =  h{z-a^-\  '«  =  0, 

integrales  algebriques. 

IV.   A  =  3. 
1)  B  =  («-o.)(«-a,)(*-a.),    y  =  iJ"*a>; 

_  1  dlog-R  _   K»   1 


^  ~   2       d«      '    *  "~  Q'  JB ' 


-* 


Q  etant  un  module  de  periodicite  de  1' integrale  elliptique  iJi     dz, 

2)  y  =  [(^-o.)(*-a.)]~*(*-o,)~*ü>; 

11  11  2        1 


2ir  —  a,       2^  —  ö,       3   z  —  a,' 
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2  = 


(2o,  +  2a,+  a,)-^r:r« 


36 


36 


(z-a,){z-a,)iz-a,)' 


integrales  algäbriques. 


3) 


2   dlogR 


4) 


R  = 


o),  ^  const.,    o>,  =  fR   'dg. 

(£r-0j"*(ir-a,)~*(«-O,)"*,     y  =  Rm; 


P  =  -^ 


112        16        1 

+  ^ -  +  -- — -,    g  =  0, 


6) 


(Dj  =  const.,     CO,  =  J  Rd'js, 


y  =  (e^a^)    ^R    *«>,     ü  =  (^-a,)(£-a,); 
_  6   dlogR  __AJ_ 


6       djs 


,    ?  = 


36  R' 


33a]  integrales  algöbriques. 


6) 


y  = 


_   2   dlogR 


tt>,     jß 


p=  3 


rf,er 


(«-o.)(«-a,); 

2  J_ 
9  :«' 


2  =  --KS 


integrales  alg^briques. 


7) 


-t»-i 


y  =  (z-a,)    'R 


(1> 


JB  = 


P  = 


1   dlogR 


1     1 


-öT.); 


2        rf^ 


•  > 


2  =  - 


36  JB' 


integrales  alg^briques. 


8) 


y  =  (^-o,)    *(^-a,)    *(^-o,)    *o); 


—    1       1  2       1 


«  =  - 


18   (^-a,)(^-a,)  ' 


integrales  algebriques. 


9) 


integrales  algebriques. 


y  =  [{z-a,){e-a,)]    *(^-a,)    *co; 
P  =  t(^-«8)"S    2  =  0, 


8UR  L'raVEBSION  DE  CERTAINE8  INTEOBALE8.  283 

V.    Ä  =  2. 

2       15       1 
m^  s=  const.,    (o,  =i  jReU. 


I 


2)  iJ  =  («-a,)(*-o,),    y  =  iJ    -o> 

_   3  dlogR 

^=4— ST-'    «  =  ^' 

o),  ^  const.,    o),  =  J'R~^cU!. 

3)  B  =  (^-o.r*(^-a,r*,    y  =  JB«; 

116       1 

* 

o>,  a=  const.,    o),  =  Cr  dz. 

4)  iJ  =  (ir-a,)(«^-o,),    y  =  R~*m;  [33$ 

2   rflogJB  - 

«),  =  const.,    o),  =  fR~*de. 

6)  B  =  (^-a,)-*(^-o.)-*,    y  =  B«.; 

113       1 

0),  =  const.,    <o,  =  jRde. 

6)  R  =  (^_o,)"'(^-o,)"*,    y  =  iJ«; 

112       1 
^  =  -2  7:1^  +  1-7:1^'     «  =  ^' 

coj  =  const.,    «>,  =  jRdß. 

7)  ü  =  (^-a.)(^-a.),    y  =  iJ-*-- 


CO 


9 


5   dlogÄ 
1>  =  -^ — t: — I    2  =  - 


5    1 


6        d^      '     ^  ~       36  Ä ' 
integrales  alg^briques. 

8)  y  =  (^-a,r*(^-aj"*«>; 

p  =  0,    2  =  0, 
integrales  algöbriques. 

Fttohf,  ■»thtm.Warite.    H.  30 


s 
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Pour  les  ^quations  difförentielles  qui .  admettent  des  integrales  algöbriques, 
z  est  une  fonction  rationnelle  ^(C)  de  C*  En  substituant  dans  Töquation  (B.) 
de  N. 

^1  =  x(-i)»    ^1  =  x(c,), 

on  obtient,  pour  la  dötermination  des  d,  C,  comme  fonetions  de  u^^  w,  les 
öquations   qui   ont  lieu  pour  les  fonetions  hyperelliptiques  du  premier  ordre. 

Pour  les  cas  IV.  3),  4),  V.  l),  2),  3),  4),  5),  6),  il  r^sulte  du  Memoire  de 
MM.  Briot  et  Bouquet  (Journal  de  Tifecole  Polytechnique,  t.  XXI,  p.  222) 
que  z  est  une  fonction  uniforme  et  doublement  pöriodique  j^(C)  de  C. 

De  m^me,  pour  les  cas  III.  1),  IV.  1),  z  represente  une  fonction  uni- 
334]  forme  x(C)  de  C,  teile  que 

X(2,r»C)  =  X(C),     x(-|-2^ic)  =  X(C), 

oü  Qj  d^igne  un  second  module  de  pöriodicit^  de  Tintögrale  JR  ^  dz^  diff^rent 
de  Q.     £n  substituant  dans  les  ^quations  (B.)  de  N. 

^1  =  X(C,),    «t  =  x(^)» 
ces  öquations  deviennent,  pour  les  cas  III.  1),  IV.  1), 

tandis  que,  pour  les  cas  IV.  3),  4)  et  V.  1),  2),  ...,  6),  elles  deviennent 

de  Sorte  que  pour  tous  ces  cas  les  coefficients  de  T^quation  quadratique  pour 
z^^  z^  (N.,  p.  174*)  sont  representables  au  moyen  des  fonetions  elliptiques. 

Heidelberg,  juin  1880. 


1)  P.  188  d«  06  TOlam«.    Seh. 
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Extrait  d'une  Lettre  adress^e  par  M.  Fuchs  ä  M.  Borchardt. 

Dans  uti  r6sum^  des  rösultats  de  mon  travail  Sur  une  classe  de 
fonctions,  etc.,  que  j'ai  publik  dans  les  Nachrichten  de  Goettingue 
(f^vrier  1880,  p.  170 — 176*)),  se  trouve  (p.  173*))  la  proposition  suivante: 

I.  Si  f{z)  et  ^{z)  forment  un  Systeme  fondamental  arbitraire 
de  Solutions  d'une  ^quation  diff^rentielle  lin^aire  et  homogene 
du  second  ordre  ä  coefficients  rationnels,  et  que  pour  tout  point 
singulier  les  racines  r^,  r^  de  T^quation  fondamentale  dötermina- 
trice  correspondante  satisfassent  aux  conditions 

r,  =  r,+  l     ou    rj  =  ~l  +  --,     r,  =  -1  +  -. 

(n  ötant  un  nombre  entier  positif),  tandis  que  les  racines  p^,  q^  [335 
de  r^quation  fondamentale  d^terminatrice  correspondante  ä 
^  =  cx)  satisfont  aux  conditions 

Pt  =  Pi  +  l    ou    p,  =  1  +  -.,     p,  =  1  +  - 

V  V 

(v  ^tant  un  nombre  entier  positif),  et  que  de  plus  les  d^veloppe- 
ments  des  Solutions  de  T^quation  differentielle  aux  environs  des 
points  singuliers  ne  con|;iennent  pas  de  logarithmes,   l'^quation 

d^termine  z  comme  fonction  uniforme  de  C 

Dans  mon  travail  inserö  dans  votre  Journal  (t.  89,  p.  151,  et  suiv.*)), 
dans  lequel  j'ai  d^veloppe  les  r^sultats  mentionnes,  la  proposition  pr^c^dente 
a  et^  pr^entee  (p.  161*))  comme  proposition  I.,  sous  une  forme  un  peu  mo- 
difi^e,  laquelle,  ötant  d'une  moindre  clart^,  n'öloigne  pas  la  possibilit^  d'une 
m^sintelligence.  C'est  M.  H.  Foincare,  professeur  ä  la  Facultö  des  Sciences 
de  Caen,  qui  par  une  aimable  Communication  a  attir^  mon  attention  sur 
cette  circonstance. 


1)  Mtfin.  XXX,  p.  186  et  iniT.  de  ee  Tolnme.    Seh. 
>)  Ibid.  p.  187.    Seh. 

S)  Mto.  XXXI,  p.  191  et  ittiT.  de  oe  folnme.    Seh. 
«)  IMd.  p.  802.    Sek. 
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Je  prends  maintenant  la  libertö  de  joindre  ici  quelques  öclaircissements 
sur  cette  proposition. 

Soit  menee  dans  le  plan  des  ^,  par  chacun  des  points  singuliers  a^^  a,, ...,  a 
de  röquation  diflF^rentielle ,  une  coupure  quelconque,  la  coupure  q.  par  le  point 
a^.  Que  toutes  ces  coupures  soient  suppos^es  continuees  jusqu'au  point  ^  =  00 
et  soumises  seulement  ä  la  restriction  de  ne  pas  se  croiser  ni  avec  elles-m^mes 
ni  entre  elles.  Designons  par .  T  le  plan  des  js  ainsi  decoup^.  Si  pour  une 
valeur  arbitraire  z  =  z^  on  attribue  ä  f(z)  et  9(2^),  ainsi  qu'ä  leurs  premieres 
d^rivees,  des  valeurs  arbitraires,  ces  fonctions,  ainsi  que  C,  se  trouvent  d6- 
terminöes  uniformement  dans  toute  l'^tendue  de  T.  £n  franchissant  successi- 
vement  les  diverses  coupures  ?,  ?  3',  1  •  •  •  1  ^«  dans  un  ordre  quelconque  et  un 
nombre  quelconque  de  fois  chacune,  on  obtient  des  surfaces  que  Ton  peut 
d^signer  par  T^,  T^,  T^,  ... .  Ces  surfaces  sont  en  nombre  infini  quand  les 
fonctions  f{jsi)  et  (f(z)  ne  sont  pas  alg^briques.  Dans  chacune  de  ces  surfaces 
Tp  C  est  une  fonction  uniforme  de  z.  ^fitablissons  maintenant  au  moyen 
336]  de  Tequation  (F.)  la  representation  des  diverses  feuilles  T,  T^,  T^,  ...  sur 
le  plan  des  C.  Soit  design^e  par  8^  la  surface  qui  reprösente  ainsi  sur  le 
plan  des  C  la  surface  T^.  Tant  que,  sur  une  feuille  T.,  f{z)  et  (f(z)  ne  sont 
pas  identiquement  infinis,  c'est-ä-dire  infinis  pour  toute  valeur  de  ^,  8^^ 
qui  correspond  ä  T^,  remplira  ^galement  une  surface,  soit  que  T^  provienne 
d'un  nombre  fini  de  transgressions  des  coupures  9^,1  5^,,  ...,  5^«»  soit  qu'il  pro- 
vienne d'un  nombre  infini.  Au  contraire,  si  f(z)  et  (f{z)  sont  identiquement 
infinis  sur  une  feuille  T.  provenant  d'un  nombre  infini  de  transgressions  des 
coupures  q^  la  reprösentante  8^  de  T.  se  reduira  en  un  point. 

L'ensemble  des  reprösentantes  S,  S^,  S,,  ...  forme  une  surface  non  d^- 
coup^e  (zusammenhängend)  dans  le  plan  des  C  Celles  de  ces  repr^sen- 
tantes  qui  ne  correspondent  pas  ä  des  surfaces  T^  sur  laquelles  f{z)  et  cp(£^) 
sont  identiquement  infinis  n'admettent  pas  de  points  de  ramification 
d' apres  les  developpements  de  mon  Memoire  (p.  158 — 160  de  votre  Journal*)); 
Tensemble  de  ces  representantes  constitue  donc  sur  le  plan  des 
C  une  surface  o,  qui  couvre  ce  plan  partout  simplement.  Sur  les 
bomes  de  cette  surface  o  se  trouvent  les  points  qui  jouent  le  röle  des  reprö- 
presentantes  des  surfaces  T  dans  Tinterieur  desquelles  f{z)  et  ^(z)  sont  iden- 

1)  P.  196—208  de  ee  Tolsme.    Seh. 
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tiquement  infinis  parce  que  ces  points  peuvent  Stre  obtenus  par  le  passage  ä 
la  limite  des  surfaces  qui  constituent  o. 

Le  sens  de  la  prOposition  I.  de  mon  travail  (p.  161  de  votre  Journal^)) 
revient  maintenant  ä  ce  que  z  est  une  fonction  m^romophe  de  C  dans  Tintö- 
rieur  de  la  surface  o.  De  la  d^coule  le  corollaire  imm^diatement  suivant, 
dont  il  est  fait  usage  dans  la  partie  ult^rieure  du  m^me  travail,  que  ^^  ne 
peut  pas  admettre  une  m^me  valeur  pour  deux  valeurs  diff(§rentes  de  z^  ^tant 
suppos^  n^cessairement  que  ce  quotient  n'est  pas  independant  de  ^,  ou,  ce 
qui  est  la  mSme  chose,  que  f{z)  et  ^{z)  ne  sout  pas  identiquement  infinis. 

Si  maintenant  un  des  points  limites  est  entour^  en  tous  sens  par  des 
surfaces  8^  il  faut,  en  dehors  des  restrictions  d^jä  mentionnöes ,  qu'une  autre 
relation  ait  lieu  encore  entre  les  constantes  contenues  dans  les  coefficients 
de  r^quation  diffi^rentielle. 

Heidelberg,  7.  juin  1880. 


X)  P.  809^d«  ee  toIud«.    Sdi. 
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ÜBER  FUNCTIONEN  ZWEIER  VARIABELN,  WELCHE  DURCH  ÜM- 
KEHRÜNG  DER  INTEGRALE  ZWEIER  GEGEBENER  FUNCTIONEN 

ENTSTEHN. 

(Abhandlungen  der  Königl«  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  GKittingen,  Bd.  27, 

Mathematische  Klasse,  2,  S.  1—39.) 

In  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  vorgelegt  am  8.  Januar  1881. 


In  einer  Mittheilung,  enthalten  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Ge-  [i 
Seilschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  (Februar  1880,  p.  170  sqq.*)),  habe 
ich  Functionen  mehrerer  Variabein  definirt,  welche  der  Umkehrung  von  Inte- 
gralen der  Lösungen  linearer  homogener  Differentialgleichungen  ihre  Entstehung 
verdanken.  Ich  habe  daselbst  und  ausfuhrlicher  in  Borchardts  Journal  Bd.  89, 
p.  151  sqq.*)  ein  Beispiel  derartiger  Functionen  geliefert,  indem  ich  für  den 
Fall  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gewisse  Einschränkungen 
machte.  Später  habe  ich  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  (Juni  1880,  p.  445  sqq. ^)  die  Tabelle  derjenigen  Differential- 
gleichungen aufgestellt,   welche   diesen  Einschränkungen  entsprechen,  und  in 

m 

dieser  Tabelle  zugleich  die  Integrale  dieser  Differentialgleichungen  angegeben. 
Indem  ich  nun  bemüht  war,  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen aufzufinden,  welchen  die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  zu  genügen  haben,  um  durch  die  erwähnte  Umkehrung  zwei 
Functionen  zweier  unabhängiger  Variabein  zu  ergeben,  von  der  Beschaffenheit 


1)  Abh.  XXX,  S.  186  ff.  diMM  Bando«.    Seh. 
t)  Abh.  XXXI,  S.  191  ff.  dieMS  B««de8.    Seh. 
8)  Abh.  XXXIiI,  S.  219  ff.  dieMi  Bandet.    Seh. 
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dass  jede  symmetrische  Function  jener  Functionen  eine  eindeutige  Function 
dieser  Variabeln  werde ,  gelangte  ich  zu  einer  Verallgemeinerung  des  Problems, 
indem  ich  an  die  Stelle  der  Losungen  linearer  Differentialgleichungen  zweiter 
2]  Ordnung  gewisse  näher  charakterisirte  Functionen  setzte.  Im  Folgenden  er- 
laube ich  mir  die  Lösung  dieses  Problems  für  die  so  charakterisirten  Functionen 
zu  geben.  —  Zu  diesen  Functionen  gehören  beispielsweise  die  Lösungen  linearer 
Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  (also  auch  die  algebraischen 
Functionen,  welche  immer  solchen  Differentialgleichungen  genügen),  so  dass 
in  dem  Folgenden  auch  die  Beantwortung  des  speciellen  Problems  enthalten 
ist,  die  Beschaffenheit  dieser  Lösungen  anzugeben,  damit  durch  die  Umkehrung 
ihrer  Integrale  zwei  Functionen  zweier  Variabein  entstehen,  deren  symmetrische 

Functionen  sich  eindeutig  verhalten. 

• 

1. 

Es  seien  f{z\  ^{js)  zwei  Functionen  von  ^,  deren  Quotient  nicht  einen 
Constanten  Werth  habe,  und  welche  für  jeden  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl  bestimmter  Werthe  an- 
nehmen und  für  jeden  Werth  z  ^=  a  dieser  Veränderlichen,  für  den  sie  un- 
endlich werden  oder  sich  verzweigen,  und  ebenso  für  ^  =  00  Entwickelungen 
zulassen  nach  ganzen  Potenzen  resp.  von 

{e^aY  j    [—)  y    (w  eine  positive  ganze  Zahl) 

mit  nur  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Exponenten  und  Producten  solcher 
Potenzen  mit  ganzen  positiven  Potenzen  resp.  von  log(-8r— a)  und  log—,  deren 
Exponenten  eine  endliche  Zahl  nicht  übersteigen.  Hierbei  machen  wir  jedoch 
die  Einschränkung,  dass  die  kleinsten  Exponenten  der  mit  logarithmischen 
Factoren  behafteten  Potenzen  von  z—a  und  —  die  negative,  resp.  die  positive 
Einheit  nicht  überschreiten.  Wir  wollen  die  Werthe  a  im  Folgenden  als 
singulare  Punkte  der  Functionen  f{z)^  cp(^)  bezeichnen. 

Wenn  z  unzählig  viele  Umläufe  vollzieht,  so  kann  der  Quotient 

r  —  iM 

~  m 

einen  von  z  unabhängigen  Werth  annehmen.    Wir  wollen  im  Folgenden  solche 
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Werthe  von  C  kurz  mit  y  bezeichnen.  Wir  setzen  voraus ,  dass  alsdann 
wenigstens  eine  der  Functionen  ff{^)dz^  f^{jg)dz  nach  Vollziehung  dieser  [3 
Umläufe  für  jeden  Werth  von  z  unendlich  gross  wird.  Wenn  ausserdem  nach 
Vollziehung  einer  endUchen  Anzahl  von  Umläufen  für  einen  Werth  z  =  b, 
C  einen  der  Werthe  y  erhält,  so  soll  ebenfalls  wenigstens  eine  der  Functionen 
jf{z)dz^  f^{z)dz  für  z  ^=  b  unendlich  gross  sein. 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen  können  wir  annehmen,  dass 
für  jeden  singulären  Punkt  a  und  für  z  =  00  die  in  den  Exponenten  der  ver- 
schiedenen Potenzen  von  ^r— a,  resp.  —  auftretenden  Brüche  gleichen  Nenner 
haben,  und  zwar  für  beide  Functionen  f{z)y  ^{z)^  denselben,  da  wenn  dieses 
nicht  der  Fall  ist,  man  als  Nenner  n  das  kleinste  Vielfache  der  verschiedenen 
Nenner  einführen  kann. 

Ein  Beispiel  derartiger  Functionen  liefern  die  Losungen  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  von  der  in  meiner  Abhandlung  Bd.  66  des 
BoRCHARDTschen  Journals  p.  146*)  GL  (12.)  characterisirten  Gattung. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Au%abe,  die  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  anzugeben,  damit  die  durch  die  Gleichungen 

r'az)dz+f''f{z)dz  =  ti„ 

(A.)  {    \  \ 

f   <f{z)dz+  I    ^{e)dz  =  tt, 

—  worin  d^,  d^  willkürliche  Constanten,  für  welche  den  Ghrossen 

/•(*i),  /•(*.),  ?(*J,  ?('.) 

bestimmte  Werthe  zugeschrieben  werden,  und  die  zwischen  denselben  Grenzen 
in  beiden  Gleichungen  sich  erstreckenden  Integrationen  längs  desselben  Weges 
auszuführen  sind  —  definirten  Functionen  z^^  z^  der  willkürlichen  Ver- 
änderlichen u^ ,  u^  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  werden ,  deren 
Coefficienten  in  der  Umgebung  aller  endlichen  Werthenpaare  dieser  Veränder- 
lichen sich  eindeutig  verhalten. 

1)  Abh.  YI,  Band  I  diaMr  Awgaba,  S.  186.    Sek. 
F«f  hl,  mathtn.  Wtrka.    IL  31 
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4]  2. 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  z^  =  d^^  z^  =  d^ 

so  ergeben  die  Gleichungen  (A.) 

.g.  (     «o(^i-'i)  +  ^o(^«-'i)  +  ---    =   «*1» 

Da  djj,  d,  willkürliche  Grössen  bedeuten,  und  da  ^~  der  Voraussetzung  ge- 
mäss nicht  einen  constanten  Werth  hat,  so  kann  man  voraussetzen,  dass  die 
Grosse  «o^o"'^o/'o  ^^^  Null  verschieden  sei.  Alsdann  ergeben  sich  (cf.  Jacobi 
in  Grelles  Journal  Bd.  6,  p.  274*))  für  ^j  — *,,  ^^—^^  Entwickelungen  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  u^^u^^  welche  in  der  Umgebung  von  «^^  =  0,^^  =  0 
gültig  sind.  Diese  Entwickelungen  definiren  zunächst  die  Functionen  z^^  z^ 
in  dieser  Umgebung.  Indem  wir  nun  w^,  u^  auf  willkürlichen  von  einander 
unabhängigen  Wegen  von  0,  0  ausgehend  fortsetzen,  werden  ^^,  z^  sich  auf 
entsprechenden  Wegen  fortsetzen  und  in  den  Umgebungen  der  durchlaufenen 
Werthe  von  w^  u^  holomorph  sein,  so  lange  keine  der  Grössen  z^^  z^  unendlich 
geworden,  oder  mit  einem  der  singulären  Punkte  der  Functionen  f{z)^  ^{z) 
coincidirt,  so  lange  femer  nicht  einer  der  Quotienten 

einen  der  Werthe  y  erreicht,  endlich  so  lange  ^^  z^  nicht  solche  Werthe 
erhalten  haben,  für  welche  die  Gleichung 


(B.)  A  = 


=  0 


erfüllt  ist.  Denn  sind  ^,  =  &,,  2^  =  \  Werthe,  welche  diesen  Einschränkungen 
imterliegen ,   und  welche  den  Werthen  u^  =  v^,  «,  =  v^  entsprechen,  so  folgt 


1)  jMobli  Vak»,  Bd.  t  (1891),  8. 47.    Seh. 
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auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  es  fiir  die  Umgebung  von  w^  =  0,  w^  =  0  nach-  [5 
gewiesen,  dass  ^^—61,  ^t'^K  ^^  ^^^  Umgebung  von  u^  =  v^^  ^i  =  ^t  ^^^^  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  u^  —  v^^  ^i""'^«  entwickeln  lassen. 

Da  u^y  u^  von  einander  unabhängige  Veränderliche  sind,  so  hat  man  die 
Stellen  w^  =  t?^,  w^  =  t?,,  für  welche  eine  der  Grössen  js^^^  z^  mit  gewissen  singu- 
lären  Punkten  der  Functionen  f{z)^  tC-^^)?  wozu  unter  Umständen  der  unendlich 
ferne  Punkt  gehört,  coincidirt,  oder  eine  der  Grössen  C,,  C,  gleich  einem 
Werthe  y  wird,  oder  endlich  z^y  z^  der  Gleichung  (B.)  genügen,  nur  dann 
einer  besonderen  Untersuchung  zu  unterwerfen,  wenn  z^^  z^  in  die  angegebenen 
Werthe  einrücken,  ohne  dass  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  mit  welchen 
u^^  u^  resp.  in  i?^,  v,  eintreffen,  eine  bestimmte  Beziehung  vorausgesetzt  werden 
muss. 

Wenn  dagegen  keiner  der  angegebenen  Werthe  von  ^^  z^  für 

Wi  =  Vi,     w,  =  v, 

erreicht  werden  kann,  ohne  dass  zwischen  den  letzten  Wegelementen  der 
Veränderlichen  u^j  u^  eine  Beziehung  vorausgesetzt  wird,  so  müssen  die  Func- 
tionen z^y  z^  der  unabhängigen  Veränderlichen  u^j  u^  in  diesen  Stellen  auch 
andere  als  die  genannten  Ausnahmswerthe  annehmen,  also  bei  Umkreisung 
dieser  Stellen,  so  lange  u^j  u^  von  einander  unabhängig  bleiben,  sich  eindeutig 
verhalten,  in  diesen  Stellen  jedoch  unbestimmt  werden. 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  bemerken  wir,  dass  wir  im  Folgenden 
voraussetzen  können ,  dass  für  f{z) ,  cp  {£)  in  den  zur  Umgebung  eines  singulären 
Punktes  dieser  Functionen  oder  eines  nicht  singulären  Punktes  derselben  oder 
endlich  des  unendlich  fernen  Punktes  gehörigen  Entwickelungen  die  niedrigsten 
Dimensionen  der  Glieder  übereinstimmen,  und  dass  wenn  C  mit  einem  der 
Werthe  y  coincidirt,  Jf{^)dzyj\f{z)dz  gleichzeitig  unendlich  werden.  Denn 
wenn  dieses  nicht  stattfindet,  so  seien 

/*i(^)  =  yii/*(^)  +  yi2?(^)» 

wo  y^p  y^,,  y,j,  y„  willkürliche  Grössen  bedeuten.     Setzt  man  alsdann 

i  ^,  =  y^i^  +  y««*. 

31* 
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6]  so  gehen  die  Gleichungen  (A.)  über  in 

(A'O  {       *'  '• 

Es  haben  nunmehr  f^{z)  und  cp^(ir)  wegen  der  Willkürlichkeit  von  r^^ ...  y„  die 
verlangte  Eigenschaft,  und  es  sind  die  symmetrischen  Functionen  von  ^^,  z^ 
alsdann  in  der  Umgebung  bestimmter  Werthe  von  u^,  u^  eindeutig,  wenn  die- 
selben Functionen  in  der  Umgebung  der  entsprechenden  Werthe  von  w^^  w^ 
eindeutig  sind,  und  wenn  andererseits  die  letzten  Wegelemente,  mit  welchen 
Wp  w^  in  gewisse  Werthe  ti;|,  w'^  einrücken,  von  einander  abhängig  werden,  so 
werden  dadurch  auch  bestimmte  Beziehungen  zwischen  den  letzten  Weg- 
elementen, mit  welchen  w^,  u^  in  die  w[y  w\  entsprechenden  Werthe  von  u^^  u^ 
eintreffen,  festgestellt. 

3. 

Zunächst  ergiebt  sich  der  Satz: 

I.  Die  Functionen  f{z)  und  ^^{z)  dürfen  nicht  für  ein  und  den- 
selben endlichen  Werth  von  z  verschwinden. 

Es  sei  in  der  That  z  =  b  zunächst  ein  nicht  singulärer  Werth  der  Func- 
tionen f{z)^  cp(^),  für  welchen  beide  gleichzeitig  verschwinden,  und  man  habe 
in  der  Umgebung  von  z  =  b 

wo  k  eine  positive  ganze  Zahl. 

Es  bezeichne  z  =  c  einen  willkürlichen  ebenfalls  nicht  singulären  Werth 
von  Zj  in  dessen  Umgebung 

7]  und  es  mögen  den  Werthen  z^  =  b^  z^  =  c  die  Stellen  w^  =  r^  «^^  =  v^  ent- 
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sprechen,  alsdann  folgt  aus  den  Gleichungen  (A.) 

(2.)       {  ^  .  , 

Lassen  wir  nunmehr  z^  —  b  und  ^^  —  c  derartig  unendlich  klein  werden,  dass 

wo  6  eine  beliebige  Grösse,  yj  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung 
als  (-2^1  —  6)*"^"  werde,  so  wird  |  derart  bestimmt  werden  können,  dass 

unendlich  klein  höherer  Ordnung  als  (-2^,-6)*^*  wird,  wenn  man  mit  X  einen 
beliebig  gegebenen  Werth  bezeichnet.  In  der  That  ergiebt  sich  |  aus  der 
Gleichung 

Da  ^rrl  nicht   constant  ist,   so   kann   man  ^.  =  c  so  wählen,   dass   keine 
der  Gleichungen 

erfüllt  werde.  Alsdann  ist  6  eine  endliche  bestimmte  Grösse,  wenn  X  einen 
endlichen  Werth  hat,  und  es  sind  die  Grössen 

von  Null  verschieden.  Demnach  stellen  u^—v^yU^  —  v^  unendlich  kleine  Grössen 
gleicher  Ordnung  mit  (^j— i»)*"^*  vor,  während  ^,~^'  den  willkürlich  gegebenen  [8 
Werth  X  erhält.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  ^^,  z^  resp.  die  Werthe  6,  c  an- 
nehmen, wenn  die  letzten  Wegelemente,  mit  welchen  w^,  w,  resp.  in  v^,  r,  ein- 
rücken, von  einander  unabhängig  sind. 

Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  (2.) 

bis  auf  unendlich  kleine  Grössen   höherer  Ordnung.     Da  der  Coefficient  von 
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(z^—Vf^^  in  dieser  Gleichung  nicht  verschwindet,  so  folgt  . 

(5.)  ..  -  6  =  'v/sisb^sk;^, 

d.h.  z^  erhält  k  +  1  von  c  verschiedene  Werthe,  wenn  u^^u^  resp.  um  t?^  v^ 
Umläufe  vollziehen.  Es  sind  deshalb  z^i-^^y  z^z^  in  der  Umgebung  von 
ii^  =  V,,  ^a  =  V,  nicht  eindeutig,  wenn  ä;>  1.  Hieraus  folgt,  dass  f{z)  und 
cp(^)  nicht  für  einen  nicht  singulären  Werth  h  gleichzeitig  ver- 
schwinden dürfen. 

Es  sei  nunmehr  a  ein  singulärer  Punkt  von  der  Beschaffenheit,  dass 
f(a)  =  0,  9(a)  =  0. 

In  diesem  Falle  enthalten  nach  den  Voraussetzungen  der  No.  1  die  Ent- 
wickelungen  von  f{z),  (p{z)  in   der  Umgebung   von   z  =  a  keine  Logarithmen. 

Enthalten  diese  Entwickelungen  die  ganzen  'Potenzen  von  {z  —  a)* ,  so  setzen  wir 

(z-ay  =  t. 
Es  sei  in  der  Umgebung  von  z  =  a 

^  '^  \  <f{z)  =  a;^*+«i^,^*-^^  +  -.-. 

9]  Lässt  man  z^  in  a  einrücken  und  gleichzeitig  z^  in  einen  beliebigen  nicht 
singulären  Punkt  c,  und  bezeichnet  wieder  die  zugehörigen  Werthe  von  w^  u^ 
mit  Vj,  V,,   so   ergiebt  sich   auf  dieselbe  Weise  wie  in   dem  eben  behandelten 

Falle,  wo  z^  in  den  nicht  singulären  Punkt  6  einrückte,  dass  t^  =  {Zj^  —  ay  in 
der  Umgebung  von  «^,  =  v,»  ^a  =  ^»i  k  +  n  von  c  verschiedene  Werthe  annimmt. 
Demnach  sind  z^'\-z^,  z^z^  in  der  Umgebung  dieser  Werthe  nicht 
eindeutig,   wenn  f{z)  und  ^\z)  fiir  z  =  a  gleichzeitig  verschwinden. 

Der  am  Anfang  dieser  No.  ausgesprochene  Satz  ist  hierdurch   bewiesen. 

Ist  in  Gl.  (6.) 

so  können  demnach  z^-i-z^^  z^z^  nur  dann  in  der  Umgebung  von  «^^  =  v^,  w^  =  v^ 
eindeutig  sein ,  wenn  ä;  +  n  =  1 ,  also 

Tc  =  -(n-1). 
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Es  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 

n.  Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  z  —  a  in  ^%tl  Ent- 
wickelungen  von  f{z)^  cp(^)  in  der  Umgebung  eines  singulären 
Punktes  a  ist  eine  negative  Zahl,   welche   entweder  die  negative 

Einheit  nicht  überschreitet  oder  den  Werth hat  (n  pos.  ganze 

Zahl). 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  ^  =  00  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz 

in   den   Entwickelungen   von  f{z)  und  ^{z)  grösser   als   die   positive   Einheit. 

Alsdann    enthalten    nach    No.  1    diese    Entwickelungen    keine    Logarithmen. 

\_ 

Treten  in  denselben  die  ganzen  Potenzen  von  i-A    auf,  so  setzen  wir 


er = '■ 


Es  sei 


10 


Lässt  man  z^  unendlich  werden,  während  z^  mit  einem  willkürlichen  nicht 
singulären  Punkte  c  zusammenfallt,  und  bezeichnet  wieder  die  zugehörigen 
Werthe  von  w^,  u^  mit  t?^,  t?,,  so  folgert  man  wie  in  dem  Falle  eines  endlichen 

singulären  Werthes,  dass  t^  =  f— j  in  der  Umgebung  von  u^  :=  v^^  u^  =  v^^ 
k  —  n  von  c  verschiedene  Werthe  annimmt ,  dass  also  -?,  +  ^, ,  z^  z^  in  der  Um- 
gebung von  u^  =  v^yU^  =  v^  nicht  eindeutig  sind,  wenn  Ä  — n>l.  Hieraus 
folgt: 

m.  Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  —  in  den  Ent- 
wickelungen von  f{z)  und  ^{z)  in  der  Umgebung  von  z  =  00  ist  ent- 
weder eine  Zahl,  welche  die  positive  Einheit  nicht  überschreitet, 
oder  derselbe  hat  den  Werth  1  +  —  (w  pos.  ganze  Zahl). 

4. 

Es  mögen  sich  nunmehr  z^^  z^  den  von  einander  verschiedenen  Werthen 
6j,  b^  annähern,  welche  nicht  zu  den  singulären  Punkten  gehören,  aber  der 
Gleichung  (B.)  genügen. 
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Es  sei  in  der  Umgebung  von  z^  =  \,  z^  =  6,  resp. 

so   sind  nach   dem   Satze  I.   voriger  No.   nicht  gleichzeitig  «^  und  «^   oder  ß^ 
ii]  und  ßl  Null.     Wir  können   daher  nach   der  Bemerkung  am  Schlüsse    der 
No.  2  voraussetzen,  dass  «o,  a^,  /S^^,  /J^  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind.   Aus 
den  Gleichungen  (A.)  folgt,  wenn  ^^  ==  6^  z^  =  b^  die  Werthe  w^  =  t?^,  u^  =  v^ 
entsprechen, 

+  -^('-6J'+4(-».-M*+-, 

(2.)       .'  .  ., 

u,-v,  =  a;(^.-6J  +  ^;(z.-6.)  +  -|-(£r.-6.)«+^(^.-6.)« 

Der  Voraussetzung  gemäss  findet  die  Gleichung: 

(3.)  «oft-«;/»o  =  o 

statt. 

Wenn  ^j,  ^^   sich  resp.    den  Werthen   6^,  6,   annähern,    ohne   dass   die 
Gleichung 

erfüllt  wird,  so  werden  ^l—v^JU^—v^  unendlich  kleine  Grössen  gleicher  Ord- 
nung mit  derjenigen  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  -sf^—^jj  -3^,-6,,  welche 
von  der  niedrigeren  Ordnung  ist.  Es  sei  ^^—\  von  gleicher  oder  höherer 
Ordnung  als  ^,— 6^.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (2.)  mit  /S^, 
die  zweite  mit  ß^  und  subtrahirt,  so  folgt  nach  Gleichung  (3.) 

(5.)  ft(t*x-t^j-AK-t;,)  =  iK^;-«;^o)(^i-6j*+  H/».ft-/»;/»o)(^.-6.r+-- 

Die  linke  Seite   dieser  Gleichung  ist  demnach  von  höherer  Ordnung  als 
Wj— t?,,  Wj— t^,,  d.  h.  man  muss 

(60  /»;(t*i-t^i)-/»o(«*a-t^>)  =   0 
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setzen.  Welches  daher  auch  die  letzten  Elemente  der  Wege  sind,  auf  [la 
welchen  z^^  z^  in  h^^  \  eintreten  —  wenn  sie  nicht  in  der  durch  die  Gleichung 
(4.)  angegebenen  Beziehung  stehen  — ,  so  findet  zwischen  den  zugehörigen 
letzten  Wegelementen  von  u^y  w,  die  bleibende  Relation  (6.)  statt 

Von  einander  unabhängig  können  die  ebengenannten  Wegelemente  von 
u^.u^  nur  werden,  wenn  zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  z.  —  b^.  z^—b 
die  Relation  (4.)  besteht,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 

(7.)  <  =   «o(^i-6i)  +  /»o(^.-^) 

eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  als  jede  der  Grössen  ^^—b^^  '^«""^i 
ist,  welche  gleich  hohe  Ordnung  besitzen. 

Führen  wir  die  Bezeichnung  aus  Gl.  (7.)  in  (2.)  ein  und  setzen 

/Q  \  ^0     -  Po     ^0     j 

^'•^  ~ft  - ''    Ä -  ^ - '' 

so  erhält  man 

(9.)      {  '^^  '^; 

Man  kann  t  so  unendlich  klein  werden  lassen,  dass 
(10.)  t  =  6(^.-6.)*, 

wo  I  eine  willkürlich  bestimmte  Grösse  bedeutet.  Aus  den  Gleichungen  (9.) 
ergiebt  sich  dann  bis  auf  unendlich  kleine  Grrössen: 

rii  ^  ».-^  _  n  +  \ («;  +  Ä «•) 

Indem  man  |  stetig  ändernd  dasselbe  alle  möglichen  Werthe  durch-  [13 
laufen  lässt,  nimmt  ^~.^*  jeden  beliebigen  Werth  an,  also  treffen  z^^  z^  resp. 
in  fejj,  6,  ein,  welches  auch  die  letzten  Wegelemente  sind,  mit  denen  u^^  w, 
resp.  in  v^,  v,  einrücken,  wenn  nicht  die  Gleichung 

(12.)  «;  +  ^'e'-A(«,  +  ^,E')  =  0 

stattfindet,  in  welchem  Falle  das  Verhältniss  ^-^-^  in  Gleichung  (11.)  einen 
von  i  unabhängigen  Werth  erhält. 

Fvelii,  nmthem.  Werkt,    n.  32 
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Andererseits  folgt,  wenn  man  das  Verhältniss  "'~^'  willkürlich  annimmt, 
aus  Gleichung  (9.)  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 

(13.)  t*,-t;,-AK-t;,)  =  -iK  +  ^;e«-A(«,  +  ^,s«)](^,-6,)\ 

Diese  Gleichung  lieferte  demnach  in  der  Umgebung  von  u^  =  v^^  u^  =  v^ 
zwei  von  6.  verschiedene  Werthe  von  z, ,  und  es  könnten  deshalb  z,  +  z,  und 
z^z^  in  dieser  Umgebung  nicht  eindeutig  sein,  wenn  nicht  die  Gleichung  (12.) 
erfüllt  wäre. 

Findet  demnach  die  Relation  (4.)  statt,  so  erfordert  die  Ein- 
deutigkeit von  ^i  +  ^t^^i^t  auch  das  Bestehen  der  Relation  (12.). 

Setzt  man 

und 

(14.)  9\^)m-9i^)ri^)  =  F(z), 

so  geht  die  Gleichung  (12.)  über  in 

(15.)  Fib,)a\y+F(b,)nb,y  =  o. 

Da,  6^,  6,  ein  willkürliches  Werthenpaar  bedeutete,  welches  der  Gleichung 
(B.)  genügt,  so  folgt: 

14]  I.  Die  Eindeutigkeit  von  ^j  +  ^ji^j-s^,  als  Functionen  von  u^^u^ 
erfordert^  dass  für  alle  Werthenpaare  ^^^ -?,,  welche  der  Gleichung 
(B.)  genügen,  die  Gleichung 

(C.)  FMazJ  +  F{z,)azJ  =  0 

erfüllt  werde. 

Es  sei  durch  die  Gleichung 

z  als  Function  von  C  definirt.     Aus  dieser  ergiebt  sich 

^^'  du  -  F{z) 

Sind  ^,,  ^,  zwei  Zweige  der  Function  z  von  C«  so  hat  man 
^     '  dC    ~  Fiz,)'         dC    ~  F{e,)' 


''Vw  +  ^^/'W-o. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  mit  Hülfe  von  Gleichung'  (C.) 

(F.)  -dr'^''''"~d^' 

Da  andererseits  die  Gleichung 

(G.) 
Stattfindet,  so  ei^ebt  sich  aus  Gleichung  (F.)  auch 
(F'O 
Es  sei 


jpfc) 
rt',) 


« 


d: 


Setzt  man  in  die  Gleichungen  (2.) 


«i-'i  =  SÄQ-SÄ"), 
«■-'.  =  a(t)-J.(«). 


[■5 


so   wird   den  Gleichungen  (F.),  (F'.)   entsprechend   die  rechte  Seite  identisch 
Null,  d.  h.  für  jeden  Werth  von  C- 

Demnach  wird  auch,  wenn  man  mit  Rücksicht  dturauf,  dass  t  ^(Gleichung 
(7.))  unendlich  klein  höherer  Ordnung  werden  muss,  in  Gleichung  (2.) 


(17.) 


6,  =  dz,  =  <?;(«)dC, 
b,  =  dz,  =  iU,  +  vdz,, 
dz,  =  g,(a)d: 


substituirt,  wo  v  eine  unendlich  kleine  Grösse  und  wo  g'^(Ji)  =  -'3^, 


(18.) 


-V,  =  du,  =  vdz^<f{b,)  +  äz\(2v  +  v*)^-^  + 


Es  sind  also  rf«,,  rf«,  von    gleicher  Ordnung  mit  vdz,.     Muitiplicirt  man 
die  erste  Gleichung  (18.)  mit  <?(*,),  die  zweite  rait  f{b^)  und  subtrahirt,  so  ist 

(19.)  ?(*,)<*«,-/■('',)  rf«,  =  -vdi\F{b,)  +  --. 
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Demnach  ist  die  linke  Seite  von  der  Ordnung  von  vdzl^  oder  es  ist 

(20.)  9{h)du,^f{b,)du,  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

n.  Ist  für  jedes  System  von  Lösungen  z^  =  6^,  js^  =  6,  der  Glei- 
chung (B.)  die  Gleichung  (C.)  erfüllt,  so  können  ^,,  ^,  nicht  in  6^6, 
einrücken,  wenn  die  letzten  Wegelemente  auf  welchen  w,,  u^  in 
r^,  t?j  anlangen,  von  einander  unabhängig  sind. 

i6]  5. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten,  dass  für  u^  =  v^yU^  =  v^^z^  =  ajZ^  =  b 
werde,  wo  b  einen  nicht  singulären  Punkt,  a  einen  solchen  singulären  Punkt 
bezeichnet,  für  welchen  ff{^)dz^f<f{z)dz  endliche  Werthe  erhalten,  und  gleich- 
zeitig die  Gleichung  (B.)  durch  z^  =  a^  z^  =  b  erfüllt  werde. 

Nach  Satz  II.  in  No.  3  ist  alsdann  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz 
von  z  —  a  in  den  Entwickelungen  von  f{z)  und  <f{z)  in  der  Umgebung  von 
jg  :=  ß^  welche  nach  No.  1  keine  Logarithmen  enthalten,  von  der  Form 
(n  pos.  ganze  Zahl). 

Setzt  man  daher 

(1.)  i  (--«)"-='. 

und  substituirt  in  den  Gleichungen  (A.) 

^  \  9^  =  «  +  >):,    *.  =  a  +  Ü, 

so  verwandeln  sich  dieselben  in 

Wenn  ^^  =  a,  -?,  =  6  wird,  so  wird 

/,  =  0,    t,  =  ß^  \lb^, 
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und  es  sind  nimmehr  <  =  0,  t  :=  ß  keine  singulären  Punkte  der  Functionen 
/i(0?  ?i(0'  Damit  t^  in  0,  t^  in  ß  nur  unter  Voraussetzung  einer  gewissen 
Beziehung  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen  w^,  u^  in  t?^,  v 
einrücken,  anlangen  können,  ist  vermöge  derselben  Discussion  wie  in  der  [17 
vorigen  No.  erforderlich,  dass  gleichzeitig  mit  der  Gleichung 


(3.) 

die  Gleichung 

(4.)  F,{o)f,{ßy+F,{ß)f,{oy=:0 


erfüllt  werde,  wo 

Da  aber 

(6.)  F,(t)  =  nU*^"'F{e), 

so  besagt  die  Gleichung  (4.),  dass  die  Gleichung  (C.)  auch  für 
iTj  =  a,  z^  =  b  bestehen  müsse. 

Umgekehrt  folgt  wie  in  voriger  No.,  dass  wenn  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  z^  in  a,  z^  in  b  nur  anlangen,  wenn  zwischen  den  letz- 
ten Wegelementen,  auf  denen  w,,  «*,  in  v^,  v,  eintreffen,  eine  Be- 
ziehung besteht. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich:  Wenn  für 


«*i  =  ^t,    «*t  =  ^,f    ^1  =  «1,    ^1  =  öi 


1) 


wo  a^,  a,  zwei  verschiedene  singulare  Punkte  bedeuten,  wovon  auch  einer  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  coincidiren  kann,  und  wenn  vorausgesetzt  wird, 
dass  z^  =  a^j  z^  =  a^  die  Gleichung  (B.)  befriedigen,  und  dass  ff(js)dz^  /?W^^ 
für  z  ^=  a^^  z  =^  a^  endlich  sind,  so  ist  die  noth wendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafor,  dass  z^^  z^  die  angegebenen  Werthe  nur  unter  der  Voraus- 
setzung gewisser  Relationen  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen 
tip  tt,  in  Vj,  v,  eintreffen,  erreichen  können,  dass  diese  Werthenpaare 
z^  =  a^,  z^  =  a,  gleichzeitig  die  Gleichung  (C.)  befriedigen. 
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6. 

Wenn  für 

«*i  =  v.i    w,  =  V, 

^p  z^  einen  gleichen  Werth  h  annehmen,  so  können  ({z^^  f{e^)  resp.  9(^j),  tC'^«) 
i8]  verschiedene  Werthe  erreichen.  Diese  Werthe  seien  /*(&),  cp(6)  für  e^=^  h 
und  /*j(6),  ?i(6)  für  -8^^  =  6.  Findet  nun  die  Gleichung  (B.)  für  z^  =  z  =  b 
statt,  d.  h. 

<p(5)    <f,ib) 


(1.) 


=  0, 


so  muss  nach  der  Schlussweise  von  No.  4,  wenn  man 

(2.)  [F{z,)]^^^^  =  F{b),     [F(0],^_5  =  J^x(6) 

setzt,  die  Gleichung 

(3.)  F(b)f,iby+F,{b)aby  =  o 

erfüllt  sein. 

Die  Gleichung  (1.)  kann  unter  den  angegebenen  Umständen  nur  erfüllt 
werden,  wenn  z  als  Function  von  C  betrachtet,  für  einen  gewissen  Umlauf 
der  letzteren  Veränderlichen  zu  seinem  ursprünglichen  Werthe  zurückkehrt, 
ohne  dass  gleichzeitig  f{z)  und  cp  (z)  zu  ihren  Werthen  zurückkehren.  Findet 
dieses  statt,  und  sei  z  ein  einem  willkürlichen  Werthe  von  C  entsprechender 
Werth,  f{z)j  <f{z)  die  zugehörigen  Werthe  der  beiden  Functionen,  f^{z)^  ^^(z) 
die  Werthe,  in  welche  dieselben  nach  dem  angegebenen  Umlaufe  von  C  über- 
gehen, wenn  z  zu  seinem  ursprünglichen  Werthe  zurückkehrt,  alsdann  ergiebt 
sich  nach  Gleichung  (3.),  dass  für  einen  willkürlichen  Werth  von  z 
die  Gleichung 

(H.)  F{z)u,y  +  F,iz)f{j>y^o 

bestehen  muss. 

Durch  denen  der  No.  4  analoge  Betrachtungen  ergiebt  sich  alsdann, 
dass  -öTj,  ^,  den  gemeinschaftlichen  Werth  nicht  erreichen  können, 
wenn  nicht  zwischen  den  letzten  Wegelementen  von  w^,  u^  eine 
Relation  besteht. 

Aus  Betrachtungen,  welche  denen  der  vorigen  Nummer  analog  sind,  er- 
giebt  sich   ebenfalls,    dass   die   Gleichung   (H.)   für   singulare    und   unendlich 
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grosse  Werthe  von  z  in  gleicher  Weise  wie  für  nicht  singulare  besteht,  und 
dass  auch  ^r^,  z^  einen  gemeinsamen  so  beschaffenen  Werth  nicht  erreichen  [19 
können,  ohne  dass  gleichzeitig  f{z^)  =  f{z^)^  (p(^J  =  cp(^J  werde,  wenn  nicht 
zwischen  den  letzten  Wegelementen  von  u^^  u^  eine  Relation  besteht. 

7. 

Lässt  man  w^,  u^  willkürliche  Wege  durchlaufen  und  setzt  längs  derselben 
die  Functionen  z^^  z^  stetig  fort,  so  möge  für  w^  =  v^,  u^  =  v,,  wo  v^,  v,  end- 
liche Werthe  bedeuten,  einer  oder  beide  der  Quotienten 

einen  der  mit  y  bezeichneten  Werthe  annehmen,  oder  eine  oder  beide  der 
Functionen  z^^  z^  solche  singulare  Werthe  der  Functionen  f(z)^^(z)  erreichen, 
dass  eines  oder  beide  der  Integralwerthenpaare 

ffM^^ij  /t(^,)<*^„  ffM^^tj  /t(^.)^^. 

unendlich  werde,  ohne  dass  ^^  z^  unendlich  viele  Umläufe  vollzogen. 

Es  seien,  wenn  die  Fortsetzungen  z.  B.  mittelst  Kreisen  vollzogen  werden, 
-K,,  Ä,  die  ersten  Kreise  resp.  für  die  Variabein  w,,  w,,  auf  deren  Peripherien 
u^=zv^yU^  =  v^  werden.  Es  haben  alsdann  innerhalb  dieser  Kreise  Xj,Ä, 
und  in  beliebig  kleiner,   aber  nicht   unendlich   kleiner  Entfernung  von  v^,  v^ 

ff{^i)^^iy  f^M^^iy  ffM^^.f  /t(^.)^^. 

endliche  Werthe.  —  Seien  demnach  v^  — e^  v,— e,  Werthe  von  w^,  u^  resp.  inner- 
halb Xj,  X,,  beliebig  nahe  an  v^,  v^,  und  mögen  diesem  Werthenpaare  w,,  u^ 
die  Werthe  fe,,  fe,  von  ^^  z^  entsprechen.  Führen  die  beiden  Wege  F^,  F^  für 
u^yU^  von  t?^  — e^  in  1?^,  resp.  v,— e,  in  t?,,  so  mögen  z^^  z^  gleichzeitig  resp.  auf 
den  Wegen  PF,,  W^  in  c,,  c,  anlangen.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Weg- 
strecken FF,,  W^  unendlich  lang  sein  können,  während  die  entsprechenden 
Strecken  auf  F^,  F,  beliebig  klein  sind.  Sind  t?,-e,  + A,,  t?,—  e,+  A,  Werthe  von 
w,,w,  zwischen  t?,-e,  und  t?,,  resp.  v,-e,  und  t?,  längs  F,,  F,,  und  c[,  c^  die 
zugehörigen  Werthe  von  ^,,  z^  längs  W^^W^y  so  folgt,  dass 
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beliebig  kleine  Werthe  annehmen  müssen. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  für  w^  =  t?^,  e*^  =  v^  wenigstens  einer  der 
Quotienten 

gleich  einem  der  mit  y  bezeichneten  Werthe.  Es  wird  also  nach  No.  2  wenig- 
stens je  einer  der  Summanden  von  o^,  o^  unendlich  werden,  wenn  fe^,  c[\  fe,,  c[ 
längs  FTp  W^  sich  c^,  c^  annähern,  folglich  wird  auch  jedesmal  der  andere 
Summand  unendlich. 

Oder  es  hat  eine  oder  beide  der  Grössen  z^^  z^  einen  solchen  singulären 
Werth  der  Functionen  f{z)^  ^{z)  erreicht,  dass  eines  oder  beide  der  Integral- 
werthenpaare 

ffi^i)^^ii  /tK)^^!»  ffM^^ff  f?Md^t 

unendlich  werden,  ohne  dass  z^^  z^  unendlich  viele  Umläufe  vollzogen,  dann 
gilt  dasselbe. 

Da  aber  o^,  o^  beliebig  klein  werden,  so  folgt,  dass  die  Werthenreihen 
€[j  c\  längs  TFj,  W^  beliebig  wenig  verschieden  von  Werthenpaaren  z^^  z^  sind, 
welche  den  Gleichungen 

f  \{z)dz+  f    <f(e)dg  =  0 

genügen.  Stetige  Reihen  von  Werthenpaaren  z^^  e^  welche  den  Gleichungen 
(1.)  genügen,  befriedigen  aber  die  Gleichung 

ai]  und  ausserdem  entweder  die  Gleichung  (C.)  oder  die  Gleichung  (H.).   Dem- 
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nach  müssten  cj,  c^  beliebig  wenig  von  einem  Werthenpaare  verschieden  sein, 
welches  gleichzeitig  den  Gleichungen  (B.)  und  (C.)  oder  (H.)  Genüge  leistet. 
Nach  No.  4  bis  6  werden  aber  solche  Werthenpaare  nur  erreicht,  wenn  w^,  u^ 
von  einander  abhängige  Wege  beschreiben. 

Da  andererseits  nicht  ^^  z^  sich  gleichzeitig  ein  und  demselben  Werthe 
der  angegebenen  Art  annähern  können,  wenn  gleichzeitig  f{z^)  und  f{z^)  so 
wie  ?(^J  und  ^(z^)  ein  und  denselben  Werth  anstreben,  ohne  dass  u^^u^ 
unendlich  gross  werden,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Für  willkftrliehe  Wege  von  u^^u^  können  für  endliche  Werthe 
dieser  Variabein  nicht  solche  Werthe  ^^  ^,  erreicht  werden,  dass 
einer  oder  beide  der  Quotienten 

einen  der  mit  y  bezeichneten  Werthe  ann'ehmen,  und  auch  nicht 
solche  singulare  Werthe  ^,j^,  der  Functionen  f{z)i^{js)^  für  welche 
eines  oder  beide  der  Integralwerthenpaare 

ffM^^if  /?(^i)^^i,  ffM^^f^  /?(^.)^^. 

unendlich  werden,  ohne  dass  die  Variabein  ^,, -sr,  unendlich  viele 
Umläufe  vollzogen  haben.  • 

8. 

Aus  Gleichung  (F.)  ergiebt  sich: 

L    Die  Function  /s  von  C  kann  nicht  mehr  als  zweiwerthig  sein. 
Denn  wären  ^,i -s^,,  ^,  drei  verschiedene  Zweige   der  Function  ^r  von  C,   so 
wäre  nach  Gleichung  (F.) 


also 

Fueki,  natli««.  Werk«.    IL  33 
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Andererseits  ist  nach  derselben  Gleichung  (F.) 

(2.)  ^A'.)  +  $^('.)  =  0- 


Es  müsste  demnach 


^fM  =  0,      ^fM  =  0 


sein,   d.  h.  es   müsste  z  von  C  unabhängig  seiui   was   für  willkürliche  Werthe 
von  C  nicht  stattfindet. 

Dividirt  man   die  Gleichung '(H.)  durch  F{z)F^{z)  und   setzt  nach  Glei- 
chung (E.) 

,o^  n^y  _  äz  _  azy 

^'^  F{z)  ~   dC   ~  F,{z)' 

so  folgt 

(4.)  ^[/"W  +  f,W]  =  0 

oder 

(j.)  /•w+/;w  =  o. 

Nach  Satz  I.  ist 

(K.)  4    z  =  p{q  +  Q{q>JW)f 

wo  P(C),  Q(C),  12(0  eindeutige  Functionen  von  C  sind. 
Setzen  wir 

(5.)  m'  =  ^(c), 


so  folgt  aus  der  Gleichung  (J.),  dass  einem  gegebenen  Werthenpaare  C,  V-B(-) 
ein  einziger  Werth  von  ^'(C)  entspricht.  Ebenso  entspricht  ein  einziger  be- 
stimmter Werth  dieser  Function  einem  Werthenpaare  C,  —  V^ß(C).  Wir  wollen 
denselben  mit  ^^(C)  bezeichnen.     Alsdann  ist 

-3]  j     ^(C)    +   //,(C)    =  2S(C), 

(6.)  9iQ         g.(C)    ^  2y,,x 

(    \fm      VW) 

wo  Ä(C),  r(C)  eindeutige  Functionen  von  C  bedeuten. 
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Multiplicirt  man  die   zweite   der  Gleichangen  (6.)  mit  ^B(Z)  und  addirt 
die  beiden  Gleichungen,  so  folgt: 

(L.)  /-w  =  //(c)  =  S(C)  +  r(c)  >JW)' 

Setzt  man 


wo  P,(C),  Q|(C)  nach  Gleichung  (K.)  eindeutige  Functionen  von  C  sind,  so 
folgt  aus  Gleichung  (F.),  dass 

(7.)  t  =  -T= ^-^ r=- 

als  Function  von  C  aufgefasst  durch  die  Umläufe  von  C,  welche  V-R(^)  ii^ 
—  V-ß(0  überfuhren,  ungeändert  bleibt.  Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  danach 
auch  t*.  Daher  ist  nach  Gleichung  (L.)  t*  eine  eindeutige  Function  von  C* 
Setzen  wir  demgemäss 


(8.)  t  =  vä:(c), 

so  folgt: 


wo  i2j(C)  eine  eindeutige  Function  von  C,  und  ^RjC)  durch  die  Umläufe  von 
C,  welche  ^R{Q)  in  —  \JR{^)  überfahren,  ungeändert  bleibt. 

Aus  Gleichung  (£.)  und  den  Gleichungen  (K.)  und  (L.)  ergiebt  sich 

(M.)  F{z)  =  w{q  +  u{q  Vä(c), 

wo  W^(C),  Ü'(C)  eindeutige  Functionen  von  C. 

IL  Demnach  sind  die  Functionen  f{zy  und  F(z)  zweiwerthige  [24 
Functionen  von  C,  welche  durch  die  Umläufe  von  C  gleichzeitig 
mit  js  unverändert  bleiben  oder  geändert  werden. 

9. 

Betrachtet  man  z  als  Function  von  C,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 
(C.)  und  (H.),  dass  -^^  fiir  dasselbe  C  nur  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werthe  annimmt.     Es  ist  also 

33* 
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WO  W(C)  eine  eindeutige  Function  von  C  darstellt.     Es  ist  nämlich  nach  Gl. 
(7.)  und  (8.)  vor.  No. 

(N'O  V(r)  =  Ä(C)iJ,(C). 

Ein  Umlauf  von  C,  welcher  V^(C)  in  —  Vä(C)  überfuhrt,  fuhrt  daher  auch 

\/V(C)  in  -0F(Ö  fil>er. 

Transformirt  man  die  Gleichung  (A.)  in  die  Variable  C  und  bezeichnet 
mit  «j,  e,  zwei  Werthe  von  C,  welche  resp.  z^  =  d^y  a^  =  d^  entsprechen,  so 
verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 

fr  f 


10. 

Für  diejenigen  Werthe  von  C,  welche  wir  mit  y  bezeichnet  haben,  erhält 
jer  jeden  beliebigen  Werth  (s.  No.  1 ),  es  sind  daher  diese  Werthe  y  singulare 
as]  Punkte  der  Function  z  von  C  (Gl.  (K.)),  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
eine  Entwickelung  von  z  nach  steigenden  Potenzen  von  C  — «  mit  nur  einer 
endlichen  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  nicht  mogUch  ist. 
Wir  wollen  für  solche  singulare  Punkte  dieselbe  Bezeichnung  wesentlich 
singulare  Punkte  anwenden,  welche  Herr  Weierstrass  für  eindeutige  Func- 
tionen angewendet  hat  (x\bh.  der  Berliner  Akademie  Jahrg.  1876,  p.  11  — 15*;). 

Da  die  Functionen  P(C),  Q(C),  12(C)  in  einem  wesentlich  singulären 
Punkte  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  (cf.  Weierstrass  1.  c.  p.  59 — 60*)), 
so  ergiebt  sich,  dass  -^—^  =  C  für  einen  solchen  Punkt  von  z  unabhängig 
werden  muss. 

Demnach  sind  die  Werthe  C  =  y  die  einzigen  wesentlich  singu- 
lären Punkte  der  Function  z  von  C 

Ist  C  =  «  ein  Werth,  welcher  mit  keinem  der  wesentlich  singulären 
Punkte   coincidirt,   und   z  =  a   einer   der   beiden  Werthe  von  Zj  welche  ihm 


1)  Wtitntnn*  W«rk«,  B4.  U  (1895),  S.  77  it..    Seh. 
t)  Bbtnd»  8.  ISS— IM.    Sek. 
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nach  Gl.  (K.)  entsprechen,  so  ist  in  der  Umgebung  von  C  =  « 

(1.)     ir-a  =  (?.^(C-«)     "  +  C(*.„(C-«)      •  +--  +  r,  +  ^,(:-a)*+c,(C-a)^+..., 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  eine  endliche  mit  h 
bezeichnete  Grösse  ist. 

Ist  a  ein  singulärer  Punkt  der  Functionen  f{2)^  (p(^),  so  ist  nach  No.  t 
in  der  Umgebung  von  z  =  a 

(2.)       fizy  =  Po+^.log(^-a)  +  P.[log(^-a)]«+...  +  PJlog(ir-atf, 

wo   P^^  P^^  ...^  Pj^  in   der  Umgebung   von  js  =  a   nach   ganzen  Potenzen   von 

(js—ay  entwickelt   sind,   mit   nur   einer   endlichen  Anzahl  von   GUedem  mit 
negativen  Exponenten. 
Aus  Gl.  (I.)  folgt 

(3.)  2-a  =  (C-ar*x(C),  [«« 

wo  }((C)  für  C  =  «  weder  Null  noch  unendlich,  und   demnach  logx(C)   nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  (C— «)    entwickelbar  ist. 
Demnach  ist 

(4.)       /•(*)•  =  i^.+  P;iog(C-fc)  +  l>:[log(!:-«)]'+-..  +  l^[log(C-«tf, 
wenn  man 

(6.)  (-■|)'{^  +  J'*+.(<  +  l).logx(C)  +  P,^.(»  +  2).[logx(C)]'+- 

m(m  — 1)...  (m  — Z  +  1)  

17277^  -  '"' 

setzt.  Die  Coefficienten  P^',  P|,  ...,  P;[  sind  nach  steigenden  Potenzen  von 
C  — a  mit  rationalen  Exponenten  entwickelbar,  so  dass  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl  auftreten. 

Nach  Satz  n.  No.  8  ist  aber  f{zy  eine  zweiwerthige  Function  von  C, 
erhält  also  bei  Umläufen  von  C  um  a  nur  zwei  Werthe,  während  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (4.)  durch  Wiederholung  dieser  Umläufe  unendlich  viele 
Werthe  annimmt.     Demnach  muss 

F[  =  0,   p;  =  0,   ...,   p;  =  0 
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sein.     Hieraus  folgt  aber 

(6.)  P,  =  0,    P,  =  0,    ...,    P,  =  0. 

Demnach  enthält  die  Entwickelung  von  f{z)  in  der  Umgebung 
von  -gr  =  a  keine  Logarithmen.  Da  ^{zj  =^  l^f{zy  ebenfalls  eine  zwei- 
wejthige  Function  von  C  ist,  so  folgt,  dass  auch  die  Entwickelung  von 
^(js)  keine  Logarithmen  enthält. 

Aus  der  Gl.  (4.)  ergiebt  sich 

(7.)  ty?  =  1^, 

d.  h.  es  ist  auch  f{zy  in  der  Umgebung  von  C  =  «  nach  steigenden  Potenzen 
27]  von  C  — tt  mit  rationalen  Exponenten  entwickelbar ,  derart  dass  die  Anzahl 
der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  eine  endliche  ist. 

Demnach  ist  C  =  a  auch  kein  wesentlich  singulärer  Punkt  für 
die  Function  f{zY  von  C 

Es  sei  nunmehr 

wo  e  ^e    von  Null  verschieden  sind.     Setzt  man 

und  entwickelt  4^  nach  steigenden  Potenzen  von  (^— a)*,  so  erhält  man 

(9.)  C-a  =  P,(^-a)«  +  p,(^-a)»  +  ..., 

wo 

Ist  der  Coefficient  p^  nicht  Null,  so  folgt,  dass  {z  —  ay  in  der  Umgebung 
von  C  =  a  eindeutig  ist.  Ist  dagegen  pj  =  0,  so  kann  p^  nicht  ver- 
schwinden, weil  sonst  z  —  a  in  der  Umgebung  von  C  =  a  mehr  als  zwei 
Werthe  annehmen  würde,  was  mit  dem  Satze  I.  in  No.  8  in  Widerspruch 
stände. 
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Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 
I.    Die  Functionen  z  und  f{zf  von   C  haben   dieselben   wesent- 
lich   singulären    Punkte,    und    zwar    sind    es    diejenigen   Werthe 
C  =  y,  für  welche 

A^)  ~  ^ 

für  jeden  Werth  von  z.     Die  beiden  Werthe  von  z^   welche   einem 

nicht   wesentlich    singulären   Punkte   C  =  «   der  Function  z  von  C 

entsprechen,  sind  entweder  nicht  singulare  Punkte  der  Functio- 

^len  i(z)  und  ^[z)   oder  solche  singulare  Punkte  a,   dass  die  für  [28 

die  Umgebung  von  a  gültigen  Entwickelungen  von  f{z)y  <p(z)  keine 

Logarithmen    enthalten,    und    dass    in    der    Entwickelung    nach 

i_ 

steigenden  Potenzen  von  (z  —  ay 

^-  =  a  +  p,(^-.a)"+p.(^-a)~^>... 

nicht  gleichzeitig  q^  und  p,  verschwinden.  Einem  Werthe  Zy  für 
welchen  ff{z)dzy  f<f(z)dz  endliche  Werthe  erhalten,  entsprechen 
nur  nicht  wesentlich  singulare  Werthe  der  Function  z  von  C 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  hier  z  =  00  den  singulären  Punkten  beigezählt 
worden  ist. 

Aus  der  Gleichung 

(10.)  C-a  =  (>,(^-«)"  +  p,(i•-o)»  +  ••• 

folgtfur|- 
a)  in  dem  Falle,  dass  p,  von  Null  verschieden  ist, 

(11.)  ^  =  (z-a)      -  L+x.(^-a)»  + 


•  •  • , 


b)  in  dem  Falle  aber,  dass  p,  verschwindet, 

(IIa.)  -^  =  (^-a)'""|A,  +  A.(^-a)^>...j, 

wo  X,,  l    von  Null  verschiedene  Grössen  bedeuten. 

Bezeichnen  wir   mit  ^  den  Exponenten   der  niedrigsten  Potenz  von  z  —  a 
in    der   Entwickelung   von   f(z)   in    der   Umgebung   von   ^  =  a,    so    ist   nach 
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Satz  II.  No.  3 


-n  — jfc  +  l 
*»  =  1 . 


n 


wo  k  die  Null   oder  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.     Es  folgt  daher  aus 
Gl.  (E.),  dass  im  Falle  a) 


«9]   (12.) 

im  Falle  b) 
(12a.) 


F{£i)         ^        ' 
F{e)        ^        ' 


x;+x;(ä-o)*  + 


*±lr  i.  1 

•  ^i;+A;(*-a)- +  ...]. 


Im  Falle   a)  ergiebt  sich  aus  Gl.  (10.)   (^— a)"    als  eindeutige  Function 
von  C— « 

(13.)  (^_a)-  =^.(C-a)  +  ^.(C-«)»+-- 

Im  Falle  b)  wird  {z—a)*  eine  eindeutige  Function  von  (C— «)' 


(14.) 


{z-aY  =  ^;(C-a)'+^;(C-a)"*  + 


wo  f*,,  ^',  von  Null  verschiedene  Grössen  bedeuten. 

Demnach  ist  nach  Gl.  (N.)  in  der  Umgebung  von  C  =  «  im  Falle  a) 


(15.) 

im  Falle  b) 
(16a.) 


V/4KC)  =  (c-«)-*{<+<(':-«)  +  -|, 


»+i 


V4KC)  =  (<:-«)    •  1a."+a:(c-«) +  •••}, 


wo  x',  X"  von  Null  verschieden  sind. 

0  '       0 

Diese  Gleichungen  finden  auch  statt,  wenn  C  =  «,  z  =-  oo  entspricht 
(s.  Satz  III.  No.  3). 

Hieraus  folgt 

IL  Die  nicht  wesentlich  singulären  Punkte  der  Function  z 
von  C  sind  auch  nicht  wesentlich  singulare  Punkte  der  Func- 
tion V(C). 

Sei  C  =  /J  ein  nicht  wesentlich  singulärer  Funkt  der  Function  z  von  C, 
für  welchen  4^(C)  unendlich  wird,  von  der  Art,  dass  die  C  =  /J  entsprechenden 
beiden  Werthe  von  z  nicht  zu  den  singulären  Funkten  der  Functionen  f{z)^  ^{z) 
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gehören.    Ist  z  =  b  einer  dieser  Werthe,  so  muss  nach  GL  (N.)  F{b)  =  0  [30 
sein  und  F{js)  in  der  Umgebung  von  a  ^=  b  die  Entwickelung  haben: 

(16.)  FW  =  (^-6yK+ ^1(^-6) +  •••], 

wo  l  eine  positive  ganze  Zahl  und  v^  von  Null  verschieden  ist.    Man  hat  hier 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Es  ist  f{b)  von  Null  verschieden.    Alsdann  ergiebt  die  Gleichung  (E.) 
in  der  Umgebung  von  C  =  /J 

(17.)  ^  =  (^_6y[^;  +  ^;(^-t)  +  ...], 

wo  v^  von  Null  verschieden.     Durch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 

C-^  =  -^(^-i)'^^  +  .... 

Da  z  —  b  eine  eindeutige  Function  von  (C  — /J)  ,  so  folgt,  dass 

Sl  =  1   und 

wo  v^  von  Null  verschieden.    Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  -^y  folgt, 
dass  in  der  Umgebung  von  C  =  /J 


(19.)  S/W)  =  Q-Ä^-ß)    '  +  P,(C-^)^  +  ..., 

wo  p_j  von  Null  verschieden. 

ß)  Es  sei  f{b)  =  0.  Da  nach  Satz  I.  No.  3  nicht  gleichzeitig  cp(6)  =  0 
sein  kann,  so  folgt,  dass  in  diesem  Falle  C  unendlich  gross  wird.  Gehört 
nun  C  =  cx>  nicht  zu  den  wesentlich  singulären  Punkten  von  js  als  Function 
von  C,  nnd  ist  in  der  Umgebung  von  z  =  b 

wo  e^  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

w  44 = I 

(21.)  (^_t)«je;+e;(^_i)  +  ...j  =  i.,  [3, 

wo  «^  von  Null  verschieden.     Da  z  —  b  eine  einwerthige  Function  von  i-A    in 

Fmelit,  inatliein.  Worke.    IL  34 
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der  Umgebung  von  C  =  oo  ist,  so  folgt:  entweder 

Im  =  1   und 

oder 

m  =  2   und 


(18b.) 


-6». ;(!)'+ <(!)%.., 


t[  in  beiden  Fällen  von  Null  verschieden. 

Ist  (f{b)  =  y^,  so  ist  y^  von  Null  verschieden,  und  man  erhält 

also 

Substituirt   man    hierin  die  Werthe  (18a.)  und  (18b.),   so   folgt,   dass   in   der 
Umgebung  von  C  =  c»  entweder 


.  • «  . 


(22.)  S/W)  =  Q,(fj  +  Q<{\J  + 


oder 


(22a.)  \/W)  =  9.[\)  +P,(|)+-- 


Demnach  ist  im  Falle  ß)  V(C)  nicht  unendlich. 

Es  sei  nunmehr  C  =  /J  ein  Werth,  welcher  nicht  zu  den  wesentlich  singu- 
lären  Punkten  von  ^  als  Function  von  C  gehört,  und  wiederum  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  die  beiden  ihm  entsprechenden  Werthe  von  z  nicht  zu  den 
sa]  singulären  Punkten  der  Functionen  f{js)^  (p(^)  gehören,  und  für  welchen 
V(C)  verschwindet.  Ist  b  einer  der  beiden  zu  C  =  /J  gehörigen  Werthe  von  ^, 
so  muss  nach  Gl.  (N.)  f(b)  =  0  sein.  Da  aber  nach  Satz  I,  No.  3  nicht 
gleichzeitig  9(6)  verschwindet,  so  ergiebt  sich,  dass  ß  =  00  sein  müsse. 

Ist  demnach  C  =  00  nicht  ein  wesentlich  singulärer  Punkt  der  Function 
jg  von  C,  und  wird  vorausgesetzt,  dass  V(oo)  =  0,  und  bedeutet  z  =^  b  einen 
der  beiden  Werthe  von  ^,  welche  C  =  c»  entsprechen  (nach  der  in  No.  2  ge- 
machten Bemerkung  entspricht  C  =  cx>,  wenn  dieser  Punkt  nicht  zu  den 
wesentlich   singulären  Punkten   der  Function  z  von  C  gehört,  keinem   singu- 
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lären  Punkte  der  Functionen  f{z)^  9W)j  so  ergeben  sich  eben  dieselben 
Gleichungen  (20.) — (22a.).  Die  vorhergehende  Untersuchung  ergiebt  den  fol- 
genden Satz: 

in.  Es  sei  C  = /J  ein  endlicher  Werth,  welcher  nicht  zu  den 
wesentlich  singulären  Punkten  der  Function  z  von  C  gehört. 

Ist  einer  der  beiden  Werthe  von  z,  welche  C  = /J  entsprechen, 
ein  singulärer  Punkt  a  der  Functionen  f{z)  und  ^{z)^  und  be- 
zeichnet man  den  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz  von  z  —  a  in 
den  für  f{z)^<f{z)  in  der  Umgebung  von  a  bestehenden  Entwicke- 
lungen   mit  ^^,    wo   &  =  0  oder   eine   ganze  positive  Zahl,   so 

bleibt  V**(0  entweder  mit  (C  — /3)*  oder  mit  (C  — /3)  '  multiplicirt  in 
der  Umgebung  von  C  = /3  eindeutig  und  für  C  = /3  endlich  und  von 
Null  verschieden.  Es  ist  der  erstere  Multiplicator  oder  der 
zweite  anzuwenden,  je  nachdem  z  in  der  Umgebung  von  C  = /3 
einwerthig  oder  zweiwerthig  ist.  —  Dasselbe  findet  statt,  wenn 
a  =  oo  und  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  —  mit 
**"*"  "^      bezeichnet  wird. 

n 

Entspricht  dem  C  =  ß  ein  nicht  singulärer  Werth  z  =  b  der 
Functionen  f{z),<f{z),  und  ist  V(/3)  =  oo,  so  ist  (C-/J)^V^  in  der  [33 
Umgebung  von  C  =  /3  eindeutig  und  für  C  =  /3  endlich  und  von 
Null  verschieden. 

Die  Function  V(C)  kann  für  keinen  endlichen  Werth  von  C 
verschwinden.  Gehört  C  =  00  nicht  zu  den  wesentlich  singulären 
Punkten  der  Function  z  von  C,  so  ist  CV^(C)  oder  C  v*^(0  i^  der 
Umgebung  von  C  =  00  eindeutig  und  für  C  =  00  endlich  und  von 
Null  verschieden,  je  nachdem  z  in  der  Umgebung  von  C  =  00  ein- 
oder  zweiwerthig  ist. 

11. 

Nach  den  in  No.  2  bis  7  angestellten  Untersuchungen  verbleibt  uns  noch 
das  Verhalten  von  z^^  z^  als  Functionen  von  w^  u^  zu  untersuchen,  in  der 
Umgebung  solcher  Werthe  u^  =  v^^  e^^  =  v^,  für  welche 

^i  =  -sr,  =  a,    f{z,)  =  f{z,)  =  f{a),     <f{z,)  =  tf{z^)  =  (p(a) 

34* 


268  Ober  Functionen  zweier  variabeln. 

werden )  sei  es  dass  a  nicht  unendlich  wird  oder  mit  einem  singulären  Punkte 
der  Functionen  f{z)j  <p{z)  zusammenfallt«  sei  es  dass  a  mit  einem  solchen 
Punkte  zusammenfallt  oder  unendlich  wird,  wenn  nur  Jf{z)dz^  f^{z)dz  für 
jg  =  a  nicht  unendlich  werden. 

Ist  C,  =  ß  einer  der  Werthe  von  C»  welche  z  =  a  entsprechen,  so  ist 
nach  Satz  I.  No.  10  ß  von  den  wesentlich  singulären  Punkten  der  Function 
z  von  4  verschieden. 

Ist  a  ein  singulärer  Punkt  der  Functionen  f{z)  und  ^{z)j  so  ergiebt  sich 
aus  der  Forderung,  dass  Jf{z)dz^  f^i^)^^  ^^  z  =^  a  nicht  unendlich  werden^ 
nach  den  in  No.  1  und  2  gemachten  Voraussetzungen,  dass  die  Entwickelungen 
von  f{z)  und  9  (z)  in  der  Umgebung  von  z  =  a  keine  Logarithmen  enthalten, 
und  dass  nach  Satz  IE.  No.  3  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  z  —  a 
die  Form   ~**"^     habe. 

n 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  im  Satze  III.  No.  1 0  Ä;  =  0,  so  dass  diesem 
Satze  gemäss  in  der  Umgebung  von  C,  =  ß  entweder 


(1.)  VTO  =  n+ei(c-^)  +  - 

oder 

34]    (la.)  VTO  =  e.,(C-^r*  +  e.(C-^r+..-, 

wo  e^,  «_j  von  Null  verschieden. 

Ist  a  =  00  oder  ein  nicht  singulärer  Punkt  der  Functionen  f(z)  und  <f{z)j 
und  ß  ein  endlicher  Werth ,  so  hat  nach  demselben  Satze  VV(C)  in  der  Um- 
gebung von  C,  —  ß  wiederum   eine  der  beiden  Entwickelungen  (1.)  oder  (la.). 

Ist  aber  /J  =  00,  so  ist  entweder 

(2.)  \fW)  =  (fn{\)'+(f.(jj+-' 

oder 


(2a.)  V»ir(Q  =  p^(i.)+p,(ij+..., 


p,,  p,  von  Null  verschieden. 

Wir  setzen  gemäss  Gleichung  (K.) 


'^.  =  ■p(c.)+«(c)\/ä(c;j 


ÜBER  FUNCTIONEN  ZWEIER  YARIABELN.  269 

und  gemäss  Gleichung  (N.) 

(4.)  ^-mr).    ^^  =  m^ 

Der  Voraussetzung  gemäss  ist  ^r^  =  ^^  =  a  fiir  4,  =  Ca  =  Z^-  Es  erhalten 
also  auch  V/^ß(CJ,  V-B(^t)  ^  C^  =  C,  =  /*  dasselbe  Vorzeichen.  Deshalb  haben 
auch  -g=^ ,  -^  für  4,  =  C,  =  /*  gleiche  Werthe.  Da  aber  vorausgesetzt  worden, 
dass  f(z^)  =  f{z^  =  f{a)^   so   folgt   aus   der  Gl.  (E.)   und  den  Gin.  (4.),   dass 

WiQ,  ^IWt)  für  C,  =  C,  =  /J  dasselbe  Vorzeichen  erhalten. 

Durch  die  Substitutionen  (3.)  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (A.)  in 
(Aj.),  und  man  erhält  aus  diesen  in  der  Umgebung  von  w^  =  v^,  f#^  =  t?^: 

a)  Wenn  die  Gleichung  (1.)  stattfindet:  [35 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

(6.)  C,-^  =  ^.,     C.-^  =  U. 

Da  die  Glieder  der  beiden  Reihen  die  Form  haben 

const.  (^J^+^j"*), 

so   lassen   sich   dieselben   so   umformen,   dass   sie  nach  positiven  ganzen  Po- 
tenzen von 

(7.)  t.-k-t^  =  w,,     tl-^-t]  =  w, 

entwickelt  erscheinen: 


(8.) 


/3e,  +  £o 


WO  wir  bloss  die  Glieder  erster  Dimension  verzeichnet  haben. 

Da  So(/'^i  +  ^«)""^^«^i  ~  ^0  ^^^  ü'iuil  verschieden,  so  ergeben  nach  dem 
Satze  von  Jacobi,  welchen  wir  in  No.  2  citirt,  die  Gleichungen  (8.)  w^,  w^ 
als  nach  positiven   ganzen  Potenzen  von  u^  —  v^^  ^t'~^2  fortschreitende  Reihen. 
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Demnach   sind  w^  w^   in   der  Umgebung   von   e^^  =  v^,  w^  =  v^   eindeutig,   also 
haben  Ci  +  C,  ^nd  CjC,  dieselbe  Eigenschaft. 

b)  Wenn  die  Gleichung  (la.)  erfüllt  ist,  so  folgt 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

36]    (6a.)  (C,-^)^  =  ^,     (C.-^)*  =  ^,. 

Die  Glieder  der  beiden  Reihen  haben  die  Form 

const.(^r"''  +  C')- 

Die  sämmtlichen  Glieder  sind  also  durch  t^-\-t^  theilbar.  Werden  also 
^i""^!' ^i""^«» 'i' 'i  ^i^^iidlich  klein,  so  sind  die  Glieder,  welche  auf  2e_j(ij  +  <,) 
resp.  2/Je_j(^j  +  f^)  folgen,  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  als  diese 
letzteren.  Demnach  sind  u^  —  v^^  ^i""^!  gleicher  Ordnung  mit  t^  +  t^*  Multi- 
plicirt  man  die  erste  der  Gin.  (5a.)  mit  ß  und  subtrahirt  die  zweite,  so  ergiebt 
sich,  dass 

/»(Wi-vJ-O^-v.) 

unendlich   klein   von   höherer  Ordnung  als  t^  +  t^^   demnach   höherer  Ordnung 
als  Wj— Vj  oder  ^g  — v,,  d.  h.  es  muss 

(9.)  ß{t^i-v,)^{u,^v,)  =  0 

sein. 

Demnach  rücken  d?  C,  ^^  denselben  Werth  ß  nur  ein,  wenn  zwischen 
den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen  w^,  w,  in  v^,  v^  eintreffen,  die  Kelation 
(9.)  besteht. 

c)  Für  den  Fall  des  Bestehens  der  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich: 

,5^.  j    ^^-V,   =  -|p,(^+^J)-|p^(^+^J)-..., 

wenn  man 


(6b.)  t;  =  *''  "^^^^ 


setzt. 
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Die  Keihen  (5b.)  gestatten  wieder  eine  derartige  Umformung,  dass  sie 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

(7a.)  /,  +  /,  =  w.,    il^t\  =  w, 

entwickelt  erscheinen: 

,Q^  ,  (   «^-«^t  =  -iPs«<'.  +  ---»  [37 

i  «*,-t;,  =  -    Qs^i-iQ^^t 

Mit  Hülfe  des  citirten  Satzes  von  Jacobi  folgt,  dass  w^,  w^  sich  in  der 
Umgebung  von  u^  =  v^^u^^  v^  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  u^—v^^  ^i""^! 
entwickeln  lassen.  Es  sind  demnach  u;^ ,  m?^  ,  folglich  auch  C^  +  C,  ^i^d  Cj  C,  ^^ 
derselben  Umgebung  eindeutig. 

d)  Findet  endlich  die  Gl.  (2a.)  statt,  so  ist 

i   u,^v,  =  -2p,(^,  +  0-ip.(^  +  ^J)  +  -, 
wenn  man  setzt: 

(6c.)  :r^  =  ^,  er*  =  ^. 

Die  Glieder  der  Reihen  sind  sämmtlich  durch  t^  +  t^  theilbar.  Werden 
also  «*i  —  V,  >  w, — V, ,  ^p  t^  unendlich  klein ,  so  wird  u^  —  v^  von  höherer  Ordnung 
als  ^j  +  ^,,  während  w,  — v,  von  gleicher  Ordnung  mit  t^-\-t^  ist.  Es  findet  also 
wieder  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen  w^,  u^  in  v^  v^  ein- 
treffen, eine  Relation  statt.  Für  willkürliche  Wege  von  w^  u^  werden 
daher  nicht  C,»  C,  gleichzeitig  unendlich  gross. 

In  der  Umgebung  von  C  =  /3,  wenn  die  Gleichung  (l.)  besteht,  und  von 
^  =  00,  wenn  die  Gleichung  (2.)  erfüllt  ist,  ist  S/^V{^)j  folglich  nach  einer  Be- 
merkung in  No.  9  auch  \Jß{^)  eindeutig. 

Entspricht  daher  unter  gleicher  Voraussetzung  den  Werthen  C,^  =z  C,^  =  ß 
oder  Ci  =  C,  =  00  das  Werthenpaar  u^  =  v^^  u^  =  v^^  so  werden  V^(CJ,  V^ICJ, 
wenn  w^,  u^  in  hinlänglicher  Nähe  an  v^  v^  um  diese  Werthe  Umläufe  voll- 
ziehen, ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  daher 


in   derselben  Umgebung   eindeutig   sein,   wenn  G(C)  eine   eindeutige  Function 
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von  C  bedeutet.  Sind  daher  z^^  z^  diejenigen  Werthe  von  z^  welche  dfen 
Werthenpaaren  (C,,  V-B(^i))>  (C,»  V^(CJ)  nach  den  Gleichungen  (3.)  entsprechen, 
38]  so  folgt,  dass  z^-\-z^  und  z^z^  in  der  Umgebung  derselben  Werthe  u^^  u^ 
eindeutig  sind ,  in  deren  Umgebung  sich  C,  +  C,  ?  Cj  C,  eindeutig  verhalten. 

12. 

Aus  den  vorhergehenden  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  unter  der  in 
No.  2  gemachten  Voraussetzung  die  durch  die  Gin.  (A.)  definirten  Functionen 
z^^  z^  der  Variabein  w^  u^  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  sind,  deren 
Coefficienten  für  endliche  Werthe  der  willkürlichen  Variabein  u^^  u^  sich  ein- 
deutig verhalten.    Wenn  y„?  y»,?  y,»?  y„  willkürliche  Grössen  bedeuten,  so  sind 

die  Grössen 

Yn^i-^  7x2^2^   y«w,  +  y„w, 

endlich  für  jedes  endliche  Werthenpaar  von  u^^  e*,,  unendlich,  wenn  eine  oder 
beide  der  letzteren  Grössen  unendlich  gross  werden.  Es  sind  also  auch  ohne 
die  Voraussetzung  von  No.  2  ^^  +  ^^jZ^z^  eindeutige  Functionen  von  u^^  u^  für 
alle  endlichen  Werthe  dieser  Veränderlichen. 

Fassen  wir  nunmehr  die  Untersuchungen  von  No.  2  bis  7  und  No.  11 
zusammen,  so  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 

Damit  die  durch  die  Gleichungen  (A.)  definirten  Functionen 
^^,  z^  der  willkflrlicheii  nnd  von  einander  nnabhängigen  Variabeln 
u^j  w,  einer  quadratischen  Gleichung  genügen,  deren  Coefficienten 
für  alle  endlichen  Werthe  dieser  Variabeln  sich  eindeutig  ver- 
halten, wenn  die  Functionen  f{z)j  ^(z)  die  in  No.  1  angegebene  Be- 
schaffenheit haben,  sind  folgende  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingungen  zu  erfüllen:  Die  beiden  Functionen  f(z)  und  cp(^) 
dürfen  nicht  für  ein  und  denselben  endlichen  Werth  von  z  ver- 
schwinden. Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  z  —  a  in  der 
Entwickelung  von  yf(z)-{-d'^{z)  (y,  *  willkürliche  Grössen)  in  der  Um- 
gebung eines  singulären  Punktes  a  der  Functionen  fiz)^^{z)^  muss 
eine  negative  Zahl  sein,  welche  entweder  die  negative  Einheit 
39]  nicht  übersteigt,  oder  den  Werth  -1  +  —  hat  (n  eine  positive  ganze 
Zahl).  Dagegen  muss  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  ~ 
in   der  für   die   Umgebung  von  z  =^  00    gültigen  Entwickelung   von 
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yf{^)'\-8^(^)  entweder  eine  Zahl  sein,  welche  die  positive  Einheit 
nicht  übersteigti  oder  den  Werth  1  +  —  hat  (n  eine  positive  ganze  Zahl). 
Die  durch  die  Gleichung  (D.)  definirte  Function  ^  von  C  darf  nicht 
mehr  als  zweiwerthig.sein  (Gl.  (K.)),  während  f(z)  als  Function  von 
C  die  durch  die  Gleichungen  (L.),  (L'.)  festgesetzte  Beschaffenheit 
haben  muss. 

Heidelberg,  December  1880. 


Fachs,  matlMtQ.  Werke.    IL 
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ANMERKUNGEN.    . 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  242,  Zeüe  12  aoft-<(?o  statt  a^ß'o-a'oßo,  , 

„    245,  246  in   den  Gleichungen  (2.),  (4.),  (5.)   und   S.  245  in  den  Formeln  Zeile  12,  9  und 
2  Y.  u.  ttj^  an  Stelle  von  ccj^+i,  «jt+i  an  Stelle  von.  a^+^  und  aj^  an  Stelle  von  a]t4i> 
„    249,  Zeile  7  wenn  statt  dass, 

„      „  ,  Gl.  (9.)  +f^(z,-b,)t  statt  -^(z,-b,)t 

Po  Po 

und  +e-|^(iEri-&,)«  statt  -y-(^ri-fri)t, 

„    253,  Gl.  (3.)  /-,(/?)  statt  <p,((J), 

„    265,  Zeile  9  v.  u.  ß)  Es  sei  statt  Es  sei  ß), 

„    266,      „     4  V.  u.  bedeutet  z  =  b  einen  statt  es  sei  z  =  b  einer. 

Es  wurde  hinzugefügt: 

S.  252,  Zeile  1  das  zweite  »vonc, 

„    269,  in  der  ersten  der  Gin.  (5.)  und 

„    271,  in  der  zweiten  der  Gin.  (8a.)  H — . 

2)  Eine  französische  Übersetzung  dieser  Abhandlung  (von  Herrn  Stephanos)  ist  im  Bulletin  des  Sciences 
math^matiques,  2«  s^r.,  t.  V,  1881,  S.  52— 89  erschienen.  ScH. 
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SÜR  LES  FONCTIONS  DE  DEUX  VARIABLES  QÜI  NAISSENT  DE  L'IN- 
VERSION  DES  INT]feGRALES  DE  DEÜX  FONCTIONS  DONNlfeES. 

(Extrait  d'ane  Lettre  adress^  ä  M.  Hermite.) 

(Comptes  rendos  hebdomadaires  des  S^nces  de  TAcad^mie  des  Sciences,  t.  92,  Paris  1881.) 


a. 
(S^ance  du  Limdi  6  Juin  1881,  p.  1330—1331.) 

J'ai  publik  80U8  ce  titre^  dans  les  Mömoires  de  la  Soci6t^  royale  [1330 
de  Göttingue  (t.  XXVII)*),  un  travail   dont  voici   les  principaux  r&ultats. 

Je  considere  des  fonctions  f{^)j^{^)^  uniformes  ou  non  uniformes ,  qui 
admettent  pour  les  points  critiques  js  =  a  et  ^  =  00  des  developpements  suivant 
les  puissances  entieres  de 


(^-«)"  ou  (y) 


(n  6tant  entier  et  positif),  le  nombre  des  termes  oü  les  exposants  de  ces 
puissances  sont  negatifs  ^tant  fini.  J'admets  encore  que  ces  puissances  puis- 
sent  6tre  multipliees  par  des  puissances  de  log(^— a)  ou  log—,  dont  les  ex- 
posants entiers  et  positifs  soient  toujours  finis.  Eniin,  je  pose  la  restriction 
que  les  plus  petits  exposants  de  £r  — a  ou  de  — ,  dans  les  termes  multipli6s 
par  des  logarithmes,  ne  surpassent  pas  Tunit^  positive  ou  negative,  ce  qui 
revient  ä  dire  que  les  integrales  de  ces  termes  sont  respectivement  infinies 
pour  z  =  a  et  z  =  cx>. 


1)  Utfm.  XXXY,  p.  289  et  fair,  de  ce  Tolame.    Seh. 
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Si  la  variable  z  döcrit  un  chemin  entourant  une  infinit^  de  fois  une  partie 
des  points  critiques,  il  peut  arriver  que  le  quotient 

r  _   ?W. 

^  ~  m 

prenne  une  valeur  y,  independante  de  z.  Je  suppose  alors  que,  z  decrivant 
le  m^me  chemin,  une  au  moins  des  integrales 

1331]  devienne  infinie.  De  m^me,  si  pour  une  valeur  dötermin^e  z  =  bj  et  en 
suivant  un  chemin  d'une  ötendue  finie,  C  acquiert  une  de  ces  valeurs  que  je 
viens  de  d^signer  par  y^  je  suppose  aussi  qu'au  moins  une  des  integrales 

Jf{z)dz,  f<f(e)dz 

devient  infinie  pour  z  =  b. 

Cela  etant,  je  me  propose  de  trouver  les  conditions  nöcessaires  et  süffi- 
santes pour  que  les  fonctions  z^j  z^  des  variables  independantest«^,  t«,,  döfinies 
par  les  ^quations 


/     mdz-\-         fiz)dz  =  u„ 

(A.)  {      '■  '' 

I     (f{z)dz-{-  I     (f{z)dz  =  a„ 

satisfassent  ä  une  ^quation  du  second  degr^  dont  les  coefficients   soient  uni- 
formes pour  toutes  les  valeurs  finies  des  variables  u^j  u^. 

Les  fonctions  ^^  z^  ne  pourraient  cesser  d'^tre  holomorphes  que  lorsque 
Wj,  u^  deviennent  Egales  respectivement  aux  valeurs  v^,  v^  pour  lesquelles  Tune 
ou  l'autre  des  quantit^s  z^^  z^  devient  infinie  ou  ögale  ä  im  des  points  criti- 
ques des  fonctions  f{z)^  ^{ß)i  ou  bien  quand  un  des  quotients 

acquiert  une  valeur  y  independante  de  z^  ou  z^^  ou  enfin  lorsque  les  quantites 
z^^  z^  sont  li^es  par  l'equation 

V 

(B.)  /'(*.)?('^.)-/^('.)?('.)  =  0. 
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Mais  ici  Ton  doit  faire  une  remarque  importante ,  qui  constitue  une  distinction 
caract^ristique  entre  les  fonctions  d'une  seule  variable  et  Celles  de  plusieurs 
variables,  et  dont  il  suffit  de  donner  Texplication  pour  notre  exemple,  Ou 
les  valeurs  de  JSf^y  z^  qui  correspondent  aux  valeurs  u^  =  v^^  u^  =  v^  peuvent 
6tre  atteintes  quels  que  soient  les  demiers  elements  des  chemins  par  lesquels 
les  variables  u^ ,  u^  tendent  aux  points  v^ ,  v, :  alors  les  points  v^ ,  r,  peuvent 
^tre  des  points  de  ramification  des  fonctions 

de  u^yU^y  c'est  ä  dire  qui  ont  la  propri^te  que,  w^,  u^  toumant  autour  de  r^,  r, 
les  fonctions 

changent  de  valeurs.  Ou  ces  valeurs  de  z^j  z^  ne  peuvent  6tre  atteintes  qu'en 
supposant  une  relation  entre  les  demiers  elements  des  chemins  de  u^ ,  u^ :  alors 
les  points  v^,  v,  ne  peuvent  6tre  que  des  points  d'indetermination,  mais  non 
de  ramification,  parce  que  Ton  suppose  que  les  variables  w^,  u  sont  indöpen- 
dantes  l'une  de  Tautre. 


b. 
(Söance  du  Lundi  13  Juin  1881,  p.  1401-1403.) 

Je  montre  d'abord  que  les  fonctions  f(z)y  <p{z)  ne  doivent  6tre  zero  [1401 
pour  une  m^me  valeur  finie  de  la  variable  z  et  que  Texposant  le  plus  petit 
de  ^— a  dans  les  d^veloppements  de  f{z)j  <p{z)  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  a  de  ces  fonctions  doit  ^tre  un  nombre  negatif  qui  ou  ne  surpasse 
pas  l'unit^  negative   ou,   si  la  puissance  n'est  pas  multipliee  par  un  facteur 

logarithmique ,   peut   aussi   avoir   la   valeur (w   nombre   entier  positif ), 

et  de  m^me  Texposant  le  plus  petit  de  —  dans  les  developpements  dans  le 
voisinage  de  -3^  =  00  est  un  nombre  qui  ou  ne  surpasse  pas  Tunit^  positive  ou, 
si  la  puissance  n'est  pas  multipliee  par  un  facteur  logarithmique,  peut  aussi 
avoir  la  valeur  1  +  —  (w  nombre  entier  positif). 

Je  recherche  alors   quelles   sont  les   conditions   nöcessaires   et  süffisantes 

pour  que  les  valeurs 

w,  =  y„    w,  =  r, 
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auxquelles  correspondent  des  valeurs  z^^  z^  li^es  par  requation  (B.)  ne  soient 
pas  des  points  de  ramification  pour  les  fonctions 

et  je  trouve,  en  posant 

les  conditions  que  voici: 

Tout  Systeme  z^j  z^  qui   satisfait  ä  requation  (B.)  doit  aussi  satisfaire  ä 
requation 

(C.)  F{z,)a^J  +  F{z,)azJ  =  0. 

Je  montre  alors  que,  pour  des  valeurs  finies 

«1  =  «'i,    ^*f  =  ^1» 
aucun  des  quotients 

A^J'    fM 

ne  peut  atteindre  une  des  valeurs  que  j'ai  designees  ci-dessus  par  y,  et 
aucune  des  integrales 

ffMdz,,  f<fiz,)dz,,  Jf{z,)dz^,  fvi^,)dz,, 

en  supposant  les  chemins  d' Integration  finis,  ne  devient  infinie,  sinon  il  y  a 
une  relation  entre  les  derniers  Clements  des  chemins  par  lesquels  u^^  u^  tendent 
aux  points  v^  v,. 

1402]  La  coexistence  des  ^quations  (B.)  et  (C.)  entraine  les  thöoremes  suivants: 
En  posant 

^    ^^  f{^)  ' 

et  considerant  z  comme  fonction  de  C,yZ  doit  avoir  au  plusdeux  valeurs  pour 
une  valeur  donn^e  de  C;  donc 

(E.)  z  =  P(C)  +  Q(C)Vfi(C), 

oü  P(C))  Q(C)j-R(C)  sont  fonctions  uniformes  de  C- 

De  m^me,  la  fonction  /*(-e)',  comme  fonction  de  Cj  i^'a  pas  plus  de  deux 
valeurs  pour  une  valeur  donn^e  de  C;  donc 

(F.)  /•W'  =  ä(C)  +  T(C)Vä(C), 

Ä(C),  T{Q  ötant  fonctions  uniformes  de  C- 
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On  a  de  m^me,  pour  f{z) 
en  posant 


■^  =  p.(!:)  +  «.(QVä(c), 

i2j(Q  6tant  une  fonction  uniforme  de  t,  teile  que  les  chemins   de  la  variable 

C,  qui  changent  V-B(»)  en  -V-B(C),  ne  changent  pas  la  fonction  V-Bj(Q . 
En  posant 

et 

(J.)  -KO  =  -B(:)ii.(:), 

les  ^quations  (A.)  se  transforment  en 

en  d^signant  par  e^,  e,  deux  valeurs  de  C  correspondantes  aux  valeurs        [1403 

respectivement. 

Je  montre  alors  que  les  fonctions  z  et  /*(^)',  considerees  comme  fonctions 
de  ^,  ont  les  m^mes  points  singuliers  essentiels,  savoir  les  valeurs  y  pour 
lesquelles 

m     ^ 

pour  toute  valeur  de  z.  Les  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent  ä  un  point 
^  =  «  non  essentiellement  singulier  pour  la  fonction  -e^  de  C  sont  ou  des  points 
non  singuliers  de  f{z)  et  ^(z)  ou  des  points  singuliers  -^  =  a  de  ces  fonctions, 
tels  que  leurs  developpements  dans  le  voisinage  de  z  =  a  ne  contiennent 
point  de  logarithmes.     II  faut  de  plus  que,  dans  Texpression 
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leB  coefßcients  q^  et  q^  ne  s'annulent  pas  simultanöment,  et  enfin  qu'ä  toute 
valeur  de  z  qui  ne  rend  pas  infinies  les  integrales 

Jf{z)dz,  j\{si)dz 

ne  correspondent  que  des  valeurs  de  t,  non  essentiellement  singulieres  pour 
la  fonction  z  de  C 

Je  dömontre  alors  les  th^oremes  que  voici: 

Soit  C  =  /*  iine  valeur  finie  non  essentiellement  singuliere  pour  la  fonction 
z  de  C-  Si  Tune  des  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent  ä  C  =  /*  est  un 
point  singulier  ^  =  a  des  fonctions  f{z)^  cp(-2r),  en  representant  par 

{k  =  0  ou  un  entier  positif ) 

le  plus  petit  exposant  Ae  z  —  a  dans  leurs  d^veloppements ,  dans  le  voisinage 
de  z  =  a^  Tune  des  quantit^s 


(c-^)*VHö  ou  (C-/J) «  \Ai;(c) 

est  uniforme  dans  le  voisinage  de  C  =  /*  et  ne  devient  ni  z6ro  ni  infinie  pour 
4  =  /J.     Cela   a  lieu  6galement  pour  ^  =  oo,   en  dösignant  T exposant  le  plus 

petit  de  —  par 

n  +  l  — ÄJ 

■  — • 

n 

Si  ä  la  valeur  C  =  /3  correspond  une  valeur  non  singuliere  6  des  fonctions 
f{z)^  cp(^),  mais  qu'on  ait  cj;(/J)  =  c»,  alors 

reste  uniforme  dans  le  voisinage  de  C  =  /*•  I^^  fonction  (}^(Q  ne  peut  s'an- 
nuler  pour  aucune  valeur  finie  de  C-  Si  C  =  o^  n'est  pas  un  point  essentielle- 
ment singulier  pour  la  fonction  -sr  de  C?  les  quantit^s 

ne  deviennent  ni  nuUes  ni  infinies  pour  ^  =  oo  et  sont  uniformes  dans  le 
domaine  de  z  =  oo.  Au  moyen  des  equations  (A.),  je  d6montre  alors  que 
z^-\-z^  et  z^z^  sont  des  fonctions  uniformes  de  u^iU^  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  ces  variables. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  278,  Zeile    8  v.  u.  das  zweite  z  statt  z 
„    280,      „     14,  15  C  =  /J  statt  «  =  /J. 


—  n, 


SCB. 


Fnebi,  mftthem.  Werke.    II. 
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SOK  ÜNE  SQÜATION  DIFFfiRENTIELLE  DE  LA  FORME  f{«,^)  =  0. 

(ExtTkit  d'ane  lettre  adreae^  k  M.  Hebmite.) 

(Comptes  rendag  hebdomadaires  des  S^ances  de  l'Acadämie  des  Sciences,  t.  98,  Paris  1881, 

p.  1063—1065;  S^ance  da  19  D^cembre  1681.) 


Je  T0U8  ai  d^jä  parl^  du  prix  qae  j'attache  ä  la  methode  pour  integrer  [1063 
le3  ^quatious  diff^rentielles  de  la  forme 

^(«.^)  =  ». 

que  V0U8  avez  donnöe  dans  vos  Le^ons  ä  l'ficole  Polytechnique.  Je  croia 
qu'il  serait  possible  d'en  tirer  le  Tableau  de  toutes  les  ^quations  de  ce  geare 
qui  admettent  pour  Solutions  des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Voici 
un  exemple:  supposons  que  Ton  cherche  toutes  les  equations 

<'•'  ©"-  -^M  =  («-»,)"'(«-».)"'■.. 

qui  s'integrent  pai  des  fonctions  uniformes  et  doublement  periodiques,  probleme 
qu'ont  r^olu  MM.  Briot  et  Bouquet.  La  difficulte  principale  qu'il  faut  [1064 
vaincre  consiste  dans  la  d^termination  des  denominateurs  des  fractiou  — ,  sup- 
pos^es  r^duites  ä  leur  plus  simple  expression.  On  y  parrient  comme  il  suit, 
en  employant  votre  möthode  d'integration.     Je  pose 

n,  Vi 

m         Hf ' 
oü  Vf,  ftj  n'ont  aucun  diviseur  commun,  et  semblablemeut 
"!  +  "■+•••  V 


V  et  n  ^tant  premiers  entre  eux.     Cela  pos6,  si  l'eqnation  (1.)  est  int^able 


284  SUR  UNE  EQUATION  DIFFERENTIELLE  DE  LA  FORME  /"(!#,  dujdz)  =  0. 

par  des  fonctions  uniformes  et  doublement  pöriodiques,  il  faut  que  le  nombre 
Pj  d^signant  la  classe  de  la  fonction  alg^brique  t]  de  ti,  d^finie  par  röquation 
(2.)  73~  =  F{u) 

soit  ^gal  ä  Tunit^.  Nommons  co  le  nombre  des  points  de  ramification  simple 
de  cette  fonction,  et  employons  une  formale  connue  de  Kiemann  (Theorie 
des  fonctions  ABELiennes,  Journal  de  Borchardt,  t.  54,  no.  7^)) 

(o-2w  =  2(p-l); 
vous  voyez  qu'on  en  conclut 

(3.)  io  =  2  m. 

Or,  dans  le  point  a.  se  confondent  -^^"^  m  points  de  ramification  simple; 
d'ailleurs  les  entiers  w^,  w,,  ...  n'ont  point  tous  un  m^me  facteur  commun  avec 
le  nombre  t»,  et  comme,  dans  ^  =  oo,  se  confondent  encore  ^^^^^m  points  de 
ramification  simple,  Tequation  (3.)  donne: 

(4.)  C-1  =  S-  +  -» 

en   d^signant  par  C  le  nombre   des  points  a,,  «,,...   pour  lesquels  f*  >  1,  le 
signe  2)  se  rapportant  ä  tous  ces  points. 
De  cette  ^quation  r^sulte  d'abord 

(5.)  C>2, 

1065]  et  d'autre  part,  ayant 

on  conclut  de  Töquation  (4.) 

(6.)  C  <  4. 

On  a  donc  ces  trois  cas  ä  distinguer: 

I.  C  =  2,    _  +  — +  -  =  1; 

r        «       1        1        1       1        « 

n.  C  =  3,    —  +  —  +  —  +  -=2; 

f*i      f*.      f*i      f* 
III.  C  =  4,     ±  +  ±  +  ±  +  ±  +  1  =  3. 

f*l  f*i  f*3  f*4  f* 

Les  Solutions  de  ces  öquations  foumissent  le  Tableau  qu'ont  donn^  MM. 
Briot  et  BouQUET  dans  le  Journal  de  l'^cole  Polytechnique  (XXXVI 
Cahier,  p.  222). 

1)  Werke  (1892),  p.  144.    Seh. 
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ÜBER  FUNCTIONEN,  WELCHE  DURCH  LINEARE  SUBSTITUTIONEN 

UNVERÄNDERT  BLEIBEN. 

(Nachrichten  von  der  Eönigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  G.-A.-Universität, 
Gottingen  1882,  Nr.  5,  4.  März  1882,  Sitzung  am  4.  März;  S.  81—84.) 


In  einer  Note  d.  d.  30.  December  1881,  welche  Herr  F.  Klein  einer  [8i 
in  den  Mathematischen  Annalen  unter  dem  17.  December  1881  gedruckten  [8a 
Arbeit  des  Herrn  H.  Poincare  in  Paris:  »sur  les  fonctions  uniformes  qui  se 
reproduisent  par  des  substitutions  lineaires«  angehängt  hat,  sagt  Herr  Klein, 
dass  ich  über  die  Functionen,  welche  durch  lineare  Substitutionen  unverändert 
bleiben,  nirgends  etwas  veröffentlicht  habe. 

Dieser  Ausspruch  ist  nicht  den  Thatsachen  entsprechend.  Ich  begnüge 
mich  zum  Nachweis  der  Unrichtigkeit  desselben  meine  folgenden  Arbeiten  zu 
citiren : 

1.  Meine  Arbeit:  »sur  quelques  propri^tes  des  integrales  des 
equations  diff^rentielles,  auxquelles  satisfont  les  modules  de 
p^riodicite  des  integrales  elliptiques  des  deux  premieres  especes. 
Extrait  d'une  lettre  adressee  ä  M.  Hermite.  Borchardts  Journal  für 
die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  83,  p.  13,  November  1876*). 

In  dieser  Arbeit  ist  für  die  in  dem  Titel  genannten  Differentialgleichungen 
die  durch  die  Gleichung 

?W 

1)  Abh.  XXIV,  8.  65  ff.  diese«  BandoA.    ßch. 
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definirte  Function  z  von  C  (wo  f{z) ,  9  {£)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
bedeutet)  einer  eingehenden  Behandlung  unterworfen  worden. 

2.  In  meiner  Arbeit:  »Über  eine  Klasse  von  Functionen  mehre- 
rer Variabein,  welche  durch  Umkehrung  der  Integrale  von  Lö- 
sungen der  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Co- 
efficienten  entstehen«  in  Borchardts  Journal  für  die  reine  und  ange- 
83]  wandte  Mathematik,  Band  89,  p.  151,  14.  Februar  1880*),  habe  ich  für  die 
allgemeinen  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  durch  die 
Gleichung 

definirte  Function  z  von  C  (wo  f{z) ,  <p  [z)  videder  ein  Fundamentalsystem  von 
Integralen  bedeutet)  als  Grundlage  für  meine  dortigen  Untersuchungen  einge- 
führt (S.  daselbst  p.  158*)).  (Vergl.  auch  die  Notiz  in  den  »Nachrichten  der 
Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vom  4.  Februar  1880^, 
worin  die  Resultate  der  vorgenannten  Arbeit  angegeben  sind.  —  Vergl.  auch 
meinen  Brief  an  Borchardt,  veröffentlicht  in  Borchardts  Journal,  Bd.  90, 
p.71*)). 

Wie  aus  Briefen  hervorgeht,  mit  welchen  unmittelbar  nach  Erscheinen 
meiner  unter  2.  bezeichneten  Arbeit  Herr  Poincare  mich  beehrte,  hat  dieselbe 
Herrn  Poincare  zu  seinen  ausgezeichneten  Untersuchungen  über  die  Functionen, 
welche  durch  lineare  Substitutionen  unverändert  bleiben,  den  directen  Anlass 
gegeben. 

Ich  unterlasse  es  in  eine  Erörterung  darüber  einzutreten,  in  wie  weit 
meine  beiden  vorgenannten  Arbeiten  auf  die  Arbeiten  des  Herrn  Kxein  einen 
Einfluss  ausgeübt  haben  mögen.  Ich  begnüge  mich  vielmehr  eine  Note  des 
Herrn  Klein  anzuführen,  welche  Bezug  nimmt  auf 

3.  meine  Arbeit:  »Über  die  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welche  algebraische  Integrale  besitzen,  und 
eine  neue  Anwendung  der  Invariantentheorie«  in  Borchardts  Journal, 


1)  Abh.  XXXI,  8. 191  ff.    d{M06  BaadM.    Seh. 
S)  8.  199  diMes  Bandes.    Seh. 
S)  Abh.  XXX,  8. 1867.  dl«Mi  Bandes.    Seh. 
4)  Abh.  XXXIY,  8.  225  ff.  diesee  Bandes.    8ch. 
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Band  81,  p.  97,  Juli  1875*).  (Vergl.  auch  die  Angabe  der  Resultate  dieser 
Arbeit  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  Juli  1875*).) 

Die  Note  des  Herrn  Klein,  welche  auf  diese  Abhandlung  Bezug  nimmt,  [84 
steht  in  seinem  ersten  Aufsatze  über  lineare  Differentialgleichungen.  Dieser 
befindet  sich  in  den  Mathematischen  Annalen,  Band  XI,  p.  115  sqq.  In  der- 
selben (p.  118)  bemerkt  Herr  Klein,  dass  er  durch  das  Studium  meiner  unter 
3.  erwähnten  Arbeit  zu  seinen  Entwickelungen  veranlasst  worden  sei. 

Heidelberg,  Februar  1882. 


1)  Abh.  XX,  S.  11  ff.  dieiea  Bandes.    Seh. 
S)  Abh.  XIX,  8. 1  ff.  diMM  Bandaa.    6cb. 
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ZWISCHEN  DEREN  INTEGRALEN  HOMOGENE  RELATIONEN 

HÖHEREN  ALS  ERSTEN  GRADES  BESTEHEN. 

(Sitzungsberichte  der  Konigl.  prenssischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1882,  XXX,  S.  703—710;  vorgelegt  am  8.  Juni;  ausgegeben  am  29.  Joni.) 


Ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  homogenen  linearen  [703 
Differentialgleichung  ist  dadurch  characterisir t ,  dass  zwischen  den  Elementen 
des  Systems  keine  homogene  Gleichung  ersten  Grades  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  stattfinden  darf.  Man  kann  aber  voraussetzen,  dass  zwischen  den 
Elementen  homogene  Relationen  höheren  Grades  bestehen.  Ist  die  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  die  !»*•,  so  ist  nur  erforderlich,  dass  die  An- 
zahl solcher  Relationen  nicht  grösser  als  tn  —  2  sei.  Es  ist  alsdann  die  be- 
sondere Natur  der  Integrale  unter  Voraussetzung  solcher  Relationen  zu  er- 
grunden. 

Im  Folgenden  sind  die  hauptsächlichsten  Resultate  einer  Arbeit  angegeben, 
welche  ich  ausfuhrlicher  zu  veröffentlichen  gedenke,  und  welche  ausser  einer 
Reihe  von  Sätzen  über  Differentialgleichungen  einer  beliebigen  Ordnung  die 
Lösung  des  eben  in  Anregung  gebrachten  Problems  £ur  den  Fall  der  Diffe- 
rentialgleichungen dritter  Ordnung  enthält. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Differentialgleichungen,  welche  algebraisch 
integrirbar  sind,  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen  gehören,  zwischen 
deren  Integralen  homogene  Relationen  bestehen. 

F n eh I,  matkem.  Werke.    U.  37 
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1. 

Es  sei 

eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  in  z  rationalen 
704]  Coefficienten ,  gehörig  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen,  welche 
sich  in  meiner  Arbeit  (Borchardts  Journal  für  Mathematik  Bd.  66,  S.  146*) 
Gl.  (12.))  characterisirt  finden,  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln 
sämmtlicher  determinirender  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen  sind, 
und  dass  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen 
der  Gleichung  (A.)  y^,  y^,  y^  eine  irreductibele  Gleichung 

(B.)  fiyuy,^yn)  =  o 

stattfinde,  wo  f{y^^y^^y^)  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  n**"* 
Grades  von  y^,  y,,  y,  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  mit  H{f)  die  HESsEsche  Covariante  von  /*,  so  ist 

(1.)  H{f)  =  X{z) 

Wurzel  einer  rationalen  Function  von  ^,  welche  nicht  identisch  verschwindet. 
Substituirt  man  in  (A.) 


(2.)  y=X(^)»"-t;, 

so  geht  dieselbe  über  in 

Ist  Vj,  v,,  Vg  das  y^j  y^j  y,  entsprechende  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  Gleichung  (A'.),  so  ist 

(B'O  av,,v,,v,)  =  0. 

Ist  z  ein  beliebiger  Werth,  und  nimmt  auf  geeigneten  Wegen  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  von  (A.)  für  z  =  z^  je  einen  gleichen  Werth  an, 
wie  für  z  ^  Zj  so  erhalten  v^,  v,,  v^  auf  denselben  Wegen  in  z^  Werthe, 
welche  aus  denen  für  z  durch  Multiplication  mit  derselben  Einheitswurzel 
hervorgehen. 


t)  Abh.  YI,  Bukd  I,  8.  186  diettr  Ai^gftbe.    Seh. 


Ober  lineare  homogene  Differentialgleichungen.  291 

Ist  n  grosser  als  Zwei,   so  ist  z^  eine   algebraische  Function  von  z^ 
und  es  sind  sämmtliche  Integrale  der  Gleichung  (A.)  algebraisch. 

2. 

Bezeichnen    wir   mit   «*,,  w,,  w,   das   resp.   y^,  y,,  y,   entsprechende   Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  zu  (A.)  adjungirten  Differentialgleichung: 

so  finden  wir 

(C.)  ^  =  Mu,,  (t  =  l,2,8) 

wo  M  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z. 

Ist  insbesondere  n  gleich  Zwei,  so  ergiebt   sich  zwischen  p^q^r  in  [705 
der  Gleichung  (A.)  die  Relation: 

(1.)  2r  =  -  ii><«  -  Ip^"  -  irp'  +  ipq  +  a^" , 

wo  y^  =  -^,  q^*^  =  -^  gesetzt  ist,  und  man  hat 

(2.)  M  =  e"*-^^^. 

Findet  umgekehrt   die  Relation  (1.)   statt,   so   besteht   zwischen  y^,  y,,  y, 
eine  Gleichung  (B.)  vom  zweiten  Grade. 

'Bestimmt  man  zwei  Functionen  p^^  p^  aus  den  Gleichungen: 

(3.)  3ft  =  p,    2pJ+l>l»+  41),  =  q,    Pf  =  -^, 

so  ergiebt  Gleichung  (1.) 

(4.)  r  =  4l>,l>,  +  2l>i^    l>i"  =  -^, 

d.  h.  ist  n  gleich  zwei,  so  ist  die  Gleichung  (A.)  übereinstimmend  mit  derjenigen 
Differentialgleichung,  welcher  das  Quadrat  jedes  Integrals  der  Gleichung: 

genügt. 


D  Vergleiche  über  die  Definition  adjongirter  Differentialgleichungen  meine  Arbeit  in  Boschabdts 
Jonm.  für  Matiiem.  Bd.  76,  S.  183^),  und  eine  Arbeit  des  Hm.  Frobenius  in  demselben  Journal,  Bd.  77,  S.  245« 


1)  Abb.  XYI,  Bukd  I,  8. 421  diefw  Augtbe.    Sch. 
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3. 

I 

Es  seien  sämmtliche  Integrale  der  Gleichung: 

(1.)  •^  +  /;w^^  +  -  +  /«wy  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten ,  algebraisch.  Gehören  zu  einem  beliebigen  Werthe 
z  genau  die  Werthe  z^^  z^^  ...^  z^^^  von  der  Beschaffenheit,  dass  auf  geeigneten 
Wegen  jeder  Quotient  zweier  Integrale  von  (1.)  in  z^^  z^^  ...^  z^_^  je  einen 
gleichen  Werth  erhält  wie  in  ^,  so  kann  man  eine  rationale  Function  ^{z)  von 

z  angeben,  von  der  Art,  dass  auf  denselben  Wegen  y^{z)    '*  in  ^,,  ^,,  ...j'S^ö-i 

Werthe   erhält,    die   sich  nur   durch   Einheitswurzeln   als   Factoren   von   dem 

i_ 

Werthe  von  y^{z)    ^  m  z  unterscheiden,  wo  y  ein  willkürliches  Integral  der 
Gleichung  (t.)  und  fi  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 
Setzt  man 

(2.)  y  =  ^{zfw, 

so  genügt  w  der  Gleichung 

(3.)  ^^9M^  +  "-^9M^  =  0 

706]  mit  rationalen  Coefficienten.     Ein  willkürliches  Integral  dieser  Gleichung 
erhält  auf  geeigneten  Wegen  in  ^^ ,  -s^j ,  . . . ,  z^_^  Werthe ,  welche  sich  von  dem 
Werthe  desselben  in  z  durch  Einheitswurzeln  als  Factoren  unterscheiden. 
Es  sei 

(4.)  t  =  (a-z)(a-z^)...(a-'Z^_,), 

wo  a  eine  willkürliche  Grösse,  so  ist  t  eine  rationale  Function  von  z. 
Die  Gleichung  (3.)  lässt  sich  in  eine  Gleichung: 

(5.)  ^  +  Mi)^^  +  -  +  Kit)to  =  0 

mit  der  unabhängigen  Variabein  t  transformiren,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  von  t  werden. 

Die  Gleichung  (5.)  besitzt  die  beiden  Eigenschaften,  dass  erstlich  zu 
einem  beliebigen  Werthe  t  kein  anderer  t^  gehört,  für  welchen  jeder  Quotient 
zweier  Integrale  der  Gleichung  (5.)  je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  wie 
in  t\  und  dass  zweitens  die  Anzahl  der  Werthe,  welche  ein  willkürliches  Inte- 
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gral  derselben  Gleichung  durch  alle  Umläufe  von  t  annimmt,  und  wovon  nicht 

der   Quotient   zweier   constant,    übereinstimmt    mit   der   Anzahl   der  Werthe, 

welche   ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung  (1.)  durch  alle  Umläufe  von 

^  annimmt,  und  wovon  nicht  der  Quotient  zweier  constant. 

Ist  V  die  Anzahl  derjenigen  allen  Umläufen   der   unabhängigen  Variabein 

z  entsprechenden  Werthe  eines  willkürlichen  Integrals  einer  linearen  homogenen 

algebraisch    integrirbaren    Differentialgleichung   m**'  Ordnung,    mit    rationalen 

Coefficienten,   von   welchen  Werthen  nicht   der  Quotient   zweier  constant,   so 

ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  ^,  welche  zu  einem  Werthe  des 

Quotienten   zweier  willkürlicher  Integrale   derselben  Differentialgleichung   ge- 

hören,  nicht  kleiner  als  — s — v. 

^# 

4. 
Die  Gleichung  (B.)  können  wir  als  eine  algebraische  Gleichung  zwischen 

(1.)  >]  =  — ,    '.  =  — 

betrachten. 

Wir  bezeichnen  nach  Riemann  mit  p  die  Klasse  dieser  algebraischen 
Gleichung,  d.  h.  die  Anzahl  der  linearunabhängigen  Integrale  erster  Gattung, 
welche  zu  derselben  gehören. 

Seien  e/^,  /,,...,  /^  solche  linearunabhängige  Integrale  erster  Gattung,  [707 
in  der  Form,  welche  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Aronhold*)  von  Clebsch 
und  Herrn  Gordan**)  für  die  AsELschen  Functionen  eingeführt  worden  ist, 
so  dass  also 

(2.)  dj,=     az-'^'^^'^a/'^'^  a^  S±g.y.<^y..     «  =  1.2,. ..,1» 

wo  9<  =  0  eine  Curve  n—Z*"  Ordnung  darstellt,  welche  durch  die  sämmtlichen 
Doppel-  und  Rückkehrpunkte  der  Curve  (B.)  hindurchgeht. 
Wir  finden  zunächst 

(^^                      S  ±  g.  y.  <^y.  —  (n-t\*i/^^^de  — —dM 

(3.)  —Qf öf 'W'  ~  ^       ^  y/xiz)^'  -  m'*'' 


'*')  Monatsberichte  der  Akademie,  April  1861. 
**)  Theorie  der  ABELschen  Functionen,  S.  2. 
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WO  X(^),  3f,  A  Wurzeln  rationaler  Functionen  von  z  sind,  und  zwar  X(^) 
dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Gleichung  (1.)  No.  1,  M  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  Gleichung  (C),  und  endlich 

(4.)  A  =  ^--^^^. 

Wir  zeigen  alsdann,  dass  9^,  9,,  ...,9^  als  Functionen  von  z  ein  Funda- 
mentalsystem  von  Integralen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
f^  Ordnung 

(D.)  __  +  (2,__  +  ...  +  g,«;  =  0 

mit  in  z  rationalen  Coefiicienten  bilden. 

Giebt  es  einen  Umlauf  U  von  z^  welcher  y,pg/,,  y,  resp.  in  y[y  y,',  y,'  über- 
fuhrt und  zugleich  den  Quotienten  X  zweier  willkürlicher  Integrale  der  Glei- 
chung (D.)  ungeändert  lässt,  ohne  dass  -^^  =  ^,  ^  =  ^^  so  muss  eine  zwei- 

malige  Anwendung  dieses  Umlaufes  — ,  —  ungeändert  lassen. 

Ist  V  die  Anzahl  der  allen  Umläufen  von  z  entsprechenden  Werthe  eines 
willkürlichen  Integrals  der  Gleichung  (A.),  wovon  nicht  der  Quotient  zweier 
constant,  so  ist  yv  oder  v  die  Anzahl  der  allen  Umläufen  von  z  entsprechenden 
Werthe  eines  willkürlichen  Integrals  der  Gleichung  (D.),  wovon  nicht  der 
Quotient  zweier  constant,  je  nachdem  es  Umläufe  der  Art  U  giebt  oder  nicht 
giebt. 

Die  Anzahl  der  Stellen  (iQjC)  der  KiEMANNSchen  Fläche,  welche  einem 
gegebenen  Werthe  des  Quotienten 

708]  wo  c,,  c,,  ...,  Cp,  cj,  Cj,  ...,  c^  willkürliche  Constanten,  entsprechen,  ist  be- 
kanntlich 2;?  — 2*). 

Ist  daher  die  Gleichung  (A.)  so  beschaffen,  dass  nicht  jeder  Quotient 
zweier  Integrale  derselben  fiir  einen  beliebigen  Werth  von  z  und  noch  für 
einen  anderen  Werth  ^,  je  einen  gleichen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  die 
Anzahl  der  Werthe  ^,  welche  einem  gegebenen  Werthe  des  Quotienten  X  zweier 

*)  RiEMANK,  ABELsche  Fonctioneii  ^). 


1)  W«rke  (1892),  8. 117.    Seh. 
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willkürlicher  Integrale  der  Gleichung  (D.)  entsprechen,  p—1  oder  2/>  — 2,  je 
nachdem  es  Umläufe  der  Art  U  giebt  oder  nicht  giebt.  In  dem  einen  oder 
dem  anderen  Falle  folgt  aus  No.  3 

p-l^^^^-g— g-v    oder 

also  für  p>  \ 

(F.)  v  <  4. 

Nach  No.  3  ergiebt  sich,  dass  (F.)  auch  bestehen  bleibt,  wenn  für  einen 
beliebigen  Werth  z  und  noch  andere  Werthe  z^  jeder  Quotient  zweier  Integrale 
der  Gleichung  (A.)  je  einen  gleichen  Werth  annimmt. 

Das  durch  (F.)  ausgedruckte  Resultat  lässt  sich  auch  folgendermassen 
aussprechen : 

Ist  die  Klasse  p  der  Gleichung  (B.)  grosser  als  Eins,  so  ist  die  Anzahl 
der  reducirten  Wurzeln*)  derjenigen  algebraischen  Gleichung,  welcher  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  genügt,  nicht  grösser  als  Vier. 

5. 

Ist  p  gleich  Eins,  so  gehört  zur  Gleichimg  (B.)  nur  ein  Integral  erster 
Gattung  /. 

Wir  zeigen,  dass 

wo  if  (Zj  ri)  eine  rationale  Function  von  z  und  yj  und  R  Wurzel  einer  rationalen 
Function  von  z. 

Aus  den  Untersuchungen  der  Herren  Briot  und  Bouquet**)  ergiebt  sich, 
dass  iJ*  oder  JR*  eine  rationale  Function  von  z  sein  müsse. 


'*')  über  die  Bedeutung  dieser  Bezeichnung  siehe  meine  Arbeit  in  Bobchasdts  Journal  f&r  Mathem. 
Bd.  81,  S.  111 0,  No.  9. 

**)  Journal  de  TÄcole  Polytechnique,  t.  21,  p.  222. 


1)  Abh.  XX,  8.  27  diMM  Bandes.    Seh. 
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Ist  die  Gleichung  (A.)  so  beschaffen,  dass  nicht  für  ein  beliebiges  z  und 
709]  noch  £ur  einen  anderen  Werth  z^  jeder  Quotient  zweier  Integrale  derselben 
je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  so  ergiebt  sich,  dass  i]  und  demnach  auch 
eine  gewisse  Potenz  eines  willkürlichen  Integrals  y  der  Gleichung  (A.)  eine 
rationale  Function  von  z  und  H  ist. 

Es  ist  daher  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen 
Gleichung,  welcher  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  genügt,  durch 
eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  6  gegeben. 

Nach  No.  3  bleibt  dieser  Satz  auch  bestehen,  wenn  für  ein  beliebiges  z 
und  noch  andere  Werthe  z^  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gleichung  (A.) 
je  einen  gleichen  Werth  annehmen  kann. 

Ist  endlich  f  gleich  Null,  so  ist  bekanntlich 


^^  /l(*)i  ^i(*)i  ^tW  ganze  rationale  Functionen  n*~  Grades  einer  Variabein  s 
darstellen. 

Wir  beweisen,  dass  s  als  Function  von  z  der  Quotient  zweier  Integrale 
1^,  Ij  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit 
der  unabhängigen  Variabein  z  und  mit  in  z  rationalen  Coefficienten  ist. 

Es  sei 

(3.)  iUM  =  ?,(6uü,  (•  =  1,2,3) 

so  findet  sich 

(4.)  Vi  =  P?.(6x,y,  (»  =  1,2,8) 

wo  if  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z  ist. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  ist  also  im  Falle  ^  =  0  ab- 
gesehen von  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  als  Factor  durch  eine  ganze 
rationale  und  homogene  Fimction  n****  Grades  des  Fundamentalsystems  von 
Integralen  1^,  g,  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  in  z  rationalen  Coefficienten  *)  darstellbar. 

*)  Über  solche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  yergl.  meine  Arbeiten  in  Borchardts  Jour- 
nal Bd.  81,  S.  97  und  Bd.  85,  S.  1  ^). 


t)  Abb.  XX,  8. 11  nnd  XXV,  8. 115  dioMi  Bftndot.    Sek. 
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Für  n  =  2  ergeben  sich  ebenfalls  die  Gleichungen  (2.)  und  die  daraus 
hervorgehenden  (4.).  Die  Functionen  <p^(6,j6,)  sind  in  diesem  Falle  vom  zweiten 
Grade  und  q  ist  eine  Constante,  während  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  diesem  Falle  nicht  algebraisch  integrirbar  zu  sein  braucht,  in 
Übereinstimmung  mit  dem  in  No.  2  gegebenen  Kesultate. 

6. 

Für  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (A.),  zwischen  deren  Inte- 
gralen eine  Gleichung  (B.)  stattfindet,  ergeben  sich  nach  dem  Vorhergehenden 
folgende  Resultate: 

I.  Ist  der  Grad  n  der  Gleichung  (B.)  gleich  Zwei,  so  ist  die  Glei-  [710 
chung  (A.)  übereinstimmend  mit  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
welcher  das  Quadrat  jedes  Integrals  einer  beliebigen  linearen  homogenen 
Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   mit   rationalen   Coefficienten  genügt. 

n.  Ist  n  grösser  als  Zwei,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  alge- 
braische Functionen  von  ^. 

Hierbei  ergeben  sich  drei  Fälle: 

a)  Ist  die  Klasse  p  der  algebraischen  Gleichung  (B.)  grösser  als  Eins, 
so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen  Gleichung, 
welcher  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  genügt,  nicht  grösser  als 
Vier. 

b)  Ist  p  gleich  Eins,  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  Zwei,  Drei, 
Vier  oder  Sechs. 

c)  Ist  p  gleich  Null,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichimg  (A.),  abgesehen 
von  einer  Wurzel  einer  rationalen  Function  als  einem  für  alle  gültigen  Factor, 
rationale  ganze  homogene  Functionen  n^^  Grades  des  Fundamentalsystems  von 
Integralen  1^,  1^  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten. 

Da  jede  algebraisch  integrirbare  Gleichung  (A.)  die  Eigenschaft  hat,  dass 
zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems  y^  y,,  y,  eine  Gleichung 
(B.)  besteht,  so  sind  durch  diese  Resultate  auch  alle  die  Fälle  erschöpft,  in 
welchen  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  nur  algebraische  Integrale  besitzt. 

Fvelif,  mathem.  Werke.    II.  38 
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Die  Vergleichung  der  auf  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  bezüglichen 
Sätze,  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar  ist,  mit 
den  Resultaten  des  Herrn  C.  Jordan*)  behalte  ich  mir  für  die  ausfuhrlichere 
Abhandlung  über  den  gegenwärtigen  Gegenstand  vor. 


'*')  BoBCHARDTs  Joomal  für  Mathem.,  Bd.  84,  S.  89. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Andernngen  gegen  das  Original. 

S.  298,  GL  (3.)  wurde  {/ -ytt  ^^^  \J ^^  gesetzt, 

„    295,  Zeüe  6  wurden  die  Worte  9für  jp>  Ic  eingeschaltet. 

2)  Die  Eingangs  (S.  289)  erwähnte  Arbeit  ist  die  folgende  Abh.  XL.  Sch. 


XL. 
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ZWISCHEN  DEREN  INTEGRALEN  HOMOGENE  RELATIONEN 

HÖHEREN  ALS  ERSTEN  GRADES  BESTEHEN. 

(Acta  Mathematica,  Band  1,  1882,  S.  321—862.) 


Ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  homogenen  linearen  [3a  t 
Differentialgleichung  ist  dadurch  characterisirt,  dass  zwischen  den  Elementen 
des  Systems  keine  homogene  Gleichung  ersten  Grades  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  stattfinden  darf.  Man  kann  aber  voraussetzen,  dass  zwischen  den 
Elementen  homogene  Relationen  höheren  Grades  bestehen.  Ist  die  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  die  m^,  so  ist  nur  erforderlich,  dass  die  Anzahl 
solcher  Relationen  nicht  grösser  als  m  —  2  sei.  —  Es  ist  alsdann  die  besondere 
Natur  der  Integrale  unter  Voraussetzung  solcher  Relationen  zu  ergründen. 

Im  Folgenden  habe  ich  die  Lösung  dieses  Problems  für  die  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung  durchgeführt.  Für  diese  kann  es  nur  eine  Re- 
lation der  genannten  Art  geben.  Bemerkenswerth  sind  die  Anwendimgen, 
welche  wir  bei  unserer  Untersuchung  von  der  Theorie  der  AsELSchen  Integrale 
haben  machen  können. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Differentialgleichungen,  welche  algebraisch 
integrirbar  sind,  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen  gehören,  zwischen 
deren  Integralen  homogene  Relationen  bestehen. 

Wir  haben  in  der  folgenden  Arbeit  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  über  alge- 
braisch integrirbare  lineare  Differentialgleichungen  aufgestellt,  von  welchen  [32* 

38* 
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wir  in  derselben  Arbeit  Gebrauch  machen,  die  aber  auch  anderweitige  An- 
wendungen zulassen. 

Die  Resultate  dieser  Arbeit  habe  ich  in  der  auch  gegenwärtig  fest- 
gehaltenen Reihenfolge  bereits  in  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,  8.  Juni  1882*),  veröffentlicht. 

1. 
Es  sei 

eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  in  z  ratio- 
nalen Coefficienten ,  gehörig  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen,  welche 
sich  in  meiner  Arbeit  (Borchardts  Journal  fiir  Mathem.  Bd.  66,  S.  146*), 
Gl.  (12.))  characterisirt  finden,  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen  sind,  und  dass 
zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  der  Glei- 
chung (A.)  y^,  y,,  y,  eine  irreductible  Gleichung 

(B.)  Ayi,y.,ys)  =  o 

stattfinde,  wo  /*(yi,y,,y,)  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  n*~ 
Grades  von  y^^y^iV^  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  mit  H{f)  die  HESSEsche  Covariante  von  /*,  so  ist  H{f) 
nicht  identisch  Null,  da  der  Voraussetzung  nach  f  nicht  in  lineare  Factoren 
zerlegbar  ist*). 

Ein  beliebiger  Umlauf  von  z  führe  y^  über  in 

(!•)  y'r.  =  «xiyi  +  «x.y.  +  «xBy8»  (*  =  i,2,3) 

so  geht  /*,  folglich  auch  H{f)  durch  denselben  Umlauf  in  sich  selbst  mit 
einer  Constanten  multiplicirt  über.  Demnach  ist  — ^^  ^  ■  eine  eindeutige 
323]  Function  von  z.  Da  ausserdem  der  vorausgesetzten  Natur  der  Integrale 
der  Gleichung  (A.)    wegen  diese  Function  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen 


*)  Vergl.  Gordan  and  Nöther,  in  den  Sitzungsberichten  der  physikalisch-medicinischen  Societät  zu 
Erlangen,  13.  Dec.  1875,  10.  Jan.  1876. 


1)  Abh.  um,  8.  289  ff.  dieMS  Bandet.    Seil. 
9)  Abh.  YI,  Band  I  diäter  Ansgabe,  8. 186.    Beb. 
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Punkt  p  in  der  ^- Ebene  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  -s^— jt>,  und  für 
2f  =  oo  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  —  multiplicirt  endlich  und  stetig 
wird,  so  ist  dieselbe  eine  rationale  Function.  Da  H{f)  ebenfalls  für  jeden 
im  Endlichen  befindlichen  Punkt  p  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  z—p 
und  für  £r  =  oo  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  —  multiplicirt  endlich  und 
stetig  wird,  so  ist  demnach 

(2.)  H{f)  =  X(,) 

Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z. 
Setzen  wir 

(3.)  ^  =  -n,       -^  =  C, 

80  verwandelt  sich  die  Gl.  (2.)  in 

(4.)  [y,X(^r^r"V,(7|,C)=  1. 

Ist  z  ein  beliebiger  Werth,  und  nimmt  auf  geeigneten  Wegen  jeder  Quo- 
tient zweier  Integrale  der  Gleichung  (A.)  fiir  z  =  z^  je  einen  gleichen  Werth 
an  wie  für  z  =  Zj  so  folgt  aus  der  Gleichung  (4.),  dass  auf  denselben  Wegen 

y^X(z)  **"•  in  z^  einen  Werth  annimmt,  welcher  aus  dem  fiir  z  durch  Multi- 
plication  mit  einer  Einheitswurzel  A  hervorgeht.  Da  jeder  Quotient  zweier 
Integrale  für  z  =  z^  denselben  Werth  wie  für  z  annimmt,  so  folgt,  dass  auch 

y^X{z)    '""*,  y^X{z)    **"*  für  z  =  z^  Werthe  annehmen,  welche  aus  denen  für 
z  durch  Multiplication  mit  A  hervorgehen. 
Substituirt  man  daher  in  (A.) 


wodurch  dieselbe  in 

Übergehen  möge,  so  hat  das  y^^y^j  y,  entsprechende  Fundamentalsystem  [324 
von  Integralen  v^  v,,  v^  der  Gleichung  (A'.)  die  Eigenschaft,  für  z  =  z^  Werthe 
anzunehmen,  welche  aus  denen  für  z  durch  Multiplication  mit  derselben 
Einheitswurzel  A  hervorgehen. 
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Zwischen  t^^)  t;,,  v^  findet  die  Gleichung 

statt. 
Sei 

so  ist  der  Voraussetzung  gemäss,  wenn  man  von  z  auf  geeigneten  Wegen  nach 
jgr,  geht, 

(5.)  TxC-^i)  =  *TxW»  («-1,2,8) 

wo  A  eine  Einheitswurzel  bedeutet. 

Die  Functionen  ^^{a^)  genügen  der  Gleichung 


Es  sei 


'  =  'KU   -^  =  *>.). 


Transformirt  man  Gl.  (6.)  in  die  unabhängige  Variable  ^,  so  folgt 

Dividirt  man   diese  Gleichung  durch  ^'*,   so   muss   dieselbe  wegen  Gleichung 
(5.)  mit  Gleichung  (A'.)  übereinstimmen.     Man  erhalt  also 

325]  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 


wo 


(9.)  A'(*)  =  «--^-P'W«^ 
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gesetzt  ist  und  C  eine  Constante   bedeutet.      Diese   Constante   ist  von  Null 
verschieden,  da  i/  nicht  identisch  verschwinden  darf. 

Aus  der  letzten  der  Gleichungen  (7.)  und  aus  Gleichung  (8.)  erhält  man 

(10.)  r'(ir.)  =  C^r\z). 

Aus  den  Gleichungen  (7.)  ergiebt  sich  femer 

Da  der  vorausgesetzten  Natur  der  Gleichung  (A.)  gemäss  A'  Wurzel  einer 
rationalen  Function  ist,  so  findet  demnach  nach  Gleichung  (10.)  oder  (H.) 
zwischen  z  und  z^  eine  algebraische  Gleichung  statt,  wenn  nicht 

(12.)  [j'(^)_^Ä^_i^'(^).J=  (7'A'(^)« 

und  zugleich 

(13.)  r'{z)  =  C^'iz), 

WO  C  xSnA  C"  Constanten  bedeuten. 
Nach  Gl.  (9.)  ist 

(14.)  P\')  = 1^, 

und  aus  Gl.  (12.)  ergiebt  sich 

(16.)  j(^)    =   ____^  +  _^_^j+yA*, 

wo  y  eine  Constante  bedeutet. 

Setzt  man  [326 

(16.)  -^^  =  CO, 

so  folgt  aus  Gleichung  (A'.) 

(17.)  ^  +  3^«,  +  <o»  +  p'(^)[^  +  <o']  +  g»«.  +  r»  =  0. 

Die  Gleichung  (17.)  wird  aber,  unter  der  Voraussetzung  Asi&s  p'{z)^q'{z)^r'{z) 
die   durch   die   Gleichungen  (14.),  (15.),  (13.)   gegebenen  Werthe  haben,  be- 
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friedigt  durch 

(18.)  «>  =  (^li\z)\ 

wo  ft  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(19.)  (x'+yi^  +  C"  =   0. 

Ist  C  =  0,  so  ist  nach  Gl.  (13.)  r{z)  =  0. 

In  diesem  Falle  wird  die  Gleichung  (A'.)  befriedigt  durch 

Ein  zweites  Integral  v^  ergiebt  sich 

r,  ^  vj  +  const. 

Da  ein  drittes  Integral  v^=^  \  genügt,  so  findet  also  in  diesem  Falle  zwischen 
Vp  Vj,  v^  die  Gleichung  zweiten  Grades 

v,  Vj  =  vj  +  const.  v\ 
statt. 

Es  kann  A'(^)  nicht  constant  sein,  da  sonst  nach  den  Gleichungen  (13.), 
(14.),  (15.)  p'{z)^  9'{^)}  ^'(^)  constant  wären,  die  Gleichung  (A'.)  also  durch 
eine  Function  der  Form  e*'  befriedigt  würde,  wo  x  constant;  dieses  wider- 
spricht aber  der  vorausgesetzten  Natur  der  Gleichung  (A.).  Es  muss  dem- 
nach A'  für  einen  singulären  Punkt  a  der  Gleichung  (A'.)  oder  für  ^  =  00 
unendlich  werden.  Es  wird  aber  die  logarithmische  Ableitung  eines  Integrals 
V  der  Gl.  (A'.)  nicht  unendlich  für  ^  =  00. 

327]  Wenn  demnach  C"  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (18.), 
dass  A'(^)  nur  für  die  singulären  Punkte  a  der  Gl.  (A'.)  unendlich  werden 
kann.  Nun  aber  ist  (o (^  —  a)  =  (-2?  —  a)  ^^  für  ^  =  a  gleich  einer  rationalen 
Zahl. 

Es  sei  daher  in  der  Umgebung  von  z  =  a 

alsdann  muss  nach  Gleichung  (18.)  fta^  eine  rationale  Zahl  sein.  Hieraus 
ergiebt  sich  zunächst,  dass  y  nicht  verschwinden  darf,  da  sonst  gleichzeitig 
fta^,  ftea^,  fte'a^  rationale  Zahlen  sein  müssten,  wenn  fi  eine  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (**+C"=  0,  e  eine  primitive  dritte  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet; 
was  nicht  mögUch  ist. 
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Es  ergiebt  sich  daher  aus  den  Ghi.  (12.),  (13.) 

(20.)  r'W  =  ginf, 

wo  g{z)  eine  rationale  Function  von  z  bedeutet. 

Der  vorausgesetzten  Natur  der  Gl.  (A.)  zu  Folge  ist  in  der  Umgebung 
eines  singulären  Punktes  a  der  Gleichung  (A'.) 

folglich  ist,  wenn  a^,  a^,  ■■■,a^   die  Gesammtheit   der  singulären  Punkte  der 
Gleichung  (A'.)  bedeuten, 

r»(^-a.)'(»-a.)'.,.(^-a,)*  =  h{,)\ 

wo  h{z)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet. 

Aus  demselben  Grunde  muss  in  der  Umgebung  von  «  =  co 

'■(')  =  >+>+■■• 

sein. 

Also  üt  r'(^)2'  für  2  =  oo  nicht  unendlich,  und  demnach  A(z)  höchstens 
vom  Grade  x  — 1,  also 

Aus  den  Gleichungen  (13.),  (20.),  (21.),  (18.)  folgt  demnach  [328 

fv'i  yz  —  a,      ^  — o,  e  —  a^\ 

Aus  dem  oben  Bemerkten  ergiebt  sich,  dass  -^e^  rationale  Zahlen  sind,  und 
demnach 

(22.)  V  =  [(^-a.)*'(^-a.)'*...(*-a,)**]C'^ 

eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  dw^tellt. 

Von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (19.)  sind  wenigstens  zwei  /»,,(*,  von 
einander  verschieden.  Setzt  man  in  (22.)  f(  =  /t,  und  ft  =  ft,,  so  erhalt  man 
zwei  Integrale  von  (A'.)  v,,  v,,  deren  Quotient  nicht  constant.  Substituirt  man 
tjj,  Vj  in  Gl.  (B'.),  so  folgt,  dass  auch  v^  eine  algebraische  Function  von  z  wild. 
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Aus  den  vorhergehenden  Entwickelungen  folgt,  dass  die  Gleichungen  (12.) 
und  (13.)  nur  stattfinden  dürfen,  wenn  entweder  n  =:  2  oder  die  Gleichung 
(A.)  algebraisch  integrirbar  ist. 

Wir  fanden  oben,  dass,  wenn  die  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  nicht  be- 
stehen, zwischen  z  und  z^  eine  algebraische  Gleichung  stattfindet.  Ist  daher 
7j  gegeben,  so  folgen  aus  GL  (B.)  far  C  n  Werthe  C^,  C,,  ...,  C^.  Den  n  Werthe- 
paaren  (>],  CJ,  (>i, C, ),...,  (>],C„)  entspricht  demnach  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Werthen  ^,  d.  h.: 

Einem  gegebenen  Werthe  von  tj  entspricht  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Werthen  z.     Es  findet  also  eine  Gleichung  der  Form 

(23.)  z^  +  A^z^-""  +  •  •  •  +  ^i  =  0 

statt,  wo  -4j,  -4,,  ...,  -4,  eindeutige  Functionen  von  tj  sind. 
Setzt  man  in  Gl.  (A.) 

y  =  yj^dz, 
so  erhält  man 

329]  Von  dieser  Gleichung  bilden  -^,  -^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen. 
Es  ist  also*) 

[dz)  dz\drj  -   y\' 


wo 


^~^'  dz    de* 


^-/pdg 


oder 


Durch  die  Substitution  (3.)  gehe  (B.)  in 

Über.     Aus   dieser  Gleichung   ergiebt   sich  -j-^-  als  rationale  Function   von  >j 


dr^' 


*)  S.  meine  Abh.  Bd.  66  des  Borch.  Jonrn.  p.  130  *). 


X)  Abb.  VI,  Brnnd  I  dieMr  Aoagabe,  8. 169.    Bell. 
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und  C 


(25.)  li-  =  G(,,C). 


Aus  Gleichung  (4.)  folgt 
Also  ergiebt  Gl.  (24.) 


oder 

(27.) 


l^--\/^^^^^- 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass,  wenn  ij  in  einen  willkürlichen  Werth 
ß  einrückt,  und  b  einen  zugehörigen  Werth  von  z  hedeutet,  in  der  Umgebung 
dieser  Werthe  zwischen  s  und  tj  eine  Gleichung  besteht  der  Form 

(28-)  2,c.(*-6)"  =  :^Mn-ßf,  ^33« 

WO  a,  d  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  wo  die  unendlichen  Reihen  auf 
beiden  Seiten  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  enthalten.  Alis 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber  bekanntlich  2~b  dargestellt  durch  eine 
nach  Potenzen  von  {fi  —  ßY  fortschreitende  Reihe ,  mit  nur  einer  endlichen 
Anzahl  negativer  Potenzen  dieser  Grösse,  wo  y  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
deutet. Daher  kann  z  als  Function  von  t]  nicht  wesentlich  singulare  Punkte 
besitzen.  Derselbe  Schluss  gilt  auch,  wenn  v]  =  oo  oder  ^  :=  oo  wird.  In 
der  Gleichung  (23.)  sind  demnach  die  Coefficienten  rationale  Functionen 
von  r^. 

Es  ist  also  1),  folglich  auch  C  eine  algebraische  Function  von  ^,  und  die 
Gleichung  (26.)  ergiebt,  dass  y,  die  gleiche  Eigenschaft  besitzt. 

Die  vorhergehenden  Schlüsse  sind  nur  in  dem  Falle  nicht  zulässig,  dass 
»  =  2,  weil  alsdann  H{f)  constant,  und  daher  die  Gleichung  (4.)  nicht  existirt. 

Man  erhält  also  den  Satz: 

Findet  zwischen  den  Integralen  der  Gleichung  (A.)  eine 
Gleichung  (B.)  höheren  als  zweiten  Grades  statt,  so  ist  die 
Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar. 

39* 
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2. 

Bezeichnen  wir  mit  u^,  u^,  u^  das  ^,,  ^,,  y^   entsprechende  Fundamental- 
system von  Integralen  der  zu  (A.)  adjungirten  Differentialgleichui^ 


derart,  dass 


■5?"        de^'*"~di        *^**  -  " 


""  -  V*  dz      ^*  dzjA' 

"•  -  y^-dT-y^iih' 


331]  so  folgt  aus  den  Gleichungen 


wo 


a.)  l     ^^    ^^'   I    ^^    ^^'   I    ^^    '^^'   ^  0 

^  ^      dy,    dz       öy,    d^        öy,    d^  ' 

df  d'y.       d/-   d'y,  ^    a/-  d'y,  ^  ^^ 

^Vt^Vi   de    dz  ^yz^Vi    djs    dz  ^Vi^Vi    dz    dz  y 

(C.)  -^  =  Mu^  (x  =  1,2,8). 

Es  sei  allgemein  ^(yj,y,,y,)  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function 
der  Variablen  y^,  y,,  ^g,  welche  durch  die  Substitution 

(2.)  «xiyi  +  öx.y.+«x8y8  ^^  Vx  (x  =  i,2,3) 

in  j^   übergeführt   wird,   wo  j  eine   von  y^,  y,,  y,  unabhängige   Grösse,   und 


*)  Vergleiche  über  die  Definition  adjungirter  Differentialgleichungen  [meine  Arbeit  in  Boechardts 
Jonm.  Bd.  76,  S.  183  ^),  und  eine  Arbeit  des  Herrn  Frobenius  in  demselben  Journ.  Bd.  77,  S.  245. 


1)  Abb.  XYI,  Band  I  dieser  Anegabe,  8.  421.    Beb. 
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bezeichnet  man  mit  4'',  (-g^)  das,  was  aus  4»  resp.  -s —  nach  Ausübung  der 
Substitution  (2.)  wird,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

(3.)  *•  =  j0, 

wo  fl^  die  Elemente  der  zu  (2.)  inversen  Substitution  bedeuten. 

Irgend  einem  Umlaufe  von  z  möge  nun  die  auf  y^,  y^,  if^,  wenn  diese 
CrTÖssen  wieder  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  bedeuten,  ausgeübte  Sub- 
stitution (2.)  entsprechen;  dann  ist: 

wo  j  eine  Constante.  Dieses  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Function  f  mit  der 
FuHction  f  wegen  der  vorausgesetzten  Irreductibilität  der  Gleichung  (B.)  [333 
einen  gemeinschaftlichen  von  f  verschiedenen  Factor  nicht  besitzen  kann, 
während  y,,  y,,  y,  der  Gleichung  /"=  0  genügen  müssen.  Wenn  demnach 
diese  Functionen  nicht  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch  wären,  so 
würden  die  beiden  Gleichungen  f  =  0,  f  =  Q  constante  Werthe  der  Verhält- 
nisse ^  ^  liefern,  was  nicht  möfflich  ist. 

Da  die  Gleichung  (5.)  also  erfüllt  ist,  so  kann  man  in  Gl.  (4.)  9  =  f 
setzen.     Andererseits  geht  durch  denselben  Umlauf  von  ^  «^^  in 

/^xiMl  +  CxiMi  +  ^x.«.,  (x=  1,2,9) 

über.  Demnach  führt  die  Gleichung  (4.)  für  0  =  f  zu  dem  Schlüsse,  das» 
M  durch  den  genannten  Umlauf  von  e  in  jM  übergebt.  Hieraus  ergiebt  sich 
wie  für  H{f)  in  vor.  No. : 

dass  3f  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  «  ist. 

Ist  insbesondere  n  =  2,  so  ist  -J-  als  lineare  homogene  Function  von 
yiiVitV»  Integral  der  Gleichung  (A.).  Es  muss  demnach,  wenn  man  in  (A.) 
die  Substitution 

(6.)  y  =  Mu 

ausführt,  die  resultirende  Differentialgleichung  mit  der  adjungirten  zur  Glei- 
chung (A.)  übereinstimmen.     Dieses  drückt  sich  durch  die  Gleichungen 
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SM'  +  pM 


M 


=  -P 


1 


3M'''+2pM'  +  qM 

^ =  -2p+q, 

^ =  -!>"'  +  ?-»" 

aus,  wo  die  oberen  Accente  Ableitungen  andeuten. 
Von  diesen  liefert  die  erste 

(7.)  M=e-  *-^^^. 

Die  zweite  wird  durch  die  Gleichung  (7.)  von  selbst  erfüllt,  während  die 
dritte  unter  Anwendung  der  Gleichung  (7.)  übergeht  in: 

(8.)  2r  =  -  ip"' -  \pp' -^p'+{pq  +  q'. 

333]  Findet  umgekehrt  diese  Gleichung  statt,  und  wählt  man  M  der  Gleichung 
(7.)  gemäss,  so  ist  die  durch  die  Substitution  (6.)  aus  (A.)  entstehende  Glei- 
chung mit  ihrer  adjungirten  identisch,  und  es  folgt  aus  der  Gleichung 

(9.)  y]+v\+ yl  =  0. 

Demnach  ist  die  Gleichung  (8.)  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  zwischen  y^iy^iV^  eine  homogene 
Gleichung  zweiten  Grades  besteht. 

Bestimmt  man  zwei  Functionen  p^,  p^  aus  den  Gleichungen 

(10-)  3P.  =i',    2i>J  +  p;  +  4p.  =  2, 

wo 

^'  "~    dz' 
so  folgt  aus  Gleichung  (8.) 

(11-)  r  =  ip,p,  +  2pl, 

wo 

«'  —  ^P' 

Die  Gleichung  (A.)  ist  also  in  diesem  Falle  übereinstimmend  mit 

(12.)  |^  +  3p.^  +  (2p;  +  p;+42,J-g.  +  (4|,.jp,  +  2K)y  =  0. 
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Bestimmt    man    aber    die    Differentialgleichung,    welcher    das    Quadrat   jedes 
Integrals  der  GL: 

genügt,  so  ergiebt  sich  ebenfalls  die  GL  (12.). 

Ist  demnach  n  =  2,  so  ist  die  Gleichung  (A.)  übereinstimmend 
mit  derjenigen  Differentialgleichung,  welcher  das  Quadrat  jedes 
Integrals  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (13.)  ge- 
nügt*). 

3-  [334 

Es  seien  die  sämmtlichen  Integrale  der  Gleichung 

mit  rationalen  Coefficienten ,  algebraisch.  Ferner  werde  vorausgesetzt,  dass 
für  einen  willkürlichen  Werth  von  z  jeder  Quotient  zweier  Integrale  von  (1.) 
auf  geeigneten  Wegen  in  z^  denselben  Werth  annehme  wie  in  z.  Alsdann 
muss  das  Fundamentalsystem  ¥on  Integralen  y  1 ,  y, ,  . . . ,  ^m  ^^^  denselben  Wegen 
in  vy^yVy^^  ...,  vy^  übergehen,  wo  t;  eine  bestimmte  Function  von  z. 
Es  möge 

wo  ^1 ,  c,  j  •  •  • )  ^«  willkürliche  Constanten ,  der  irreductiblen  Gleichung 

(2.)  y'-\-?i(^)y'"+-  +  ?r(^)  =  0 

genügen,   wo    ^^{z)   rationale  Functionen    von  z.     Dann  ist  der  Voraussetzung 
gemäss 


*)  Nach  dem  Erscheinen  meines  obengenannten  Aufsatzes  in  den  Sitzangsber.  der  Akad.  8.  Juni  1882  ^) 
machte  mich  Herr  Brioschi  durch  ein  Schreiben  vom  22.  Juli  desselben  Jahres  auf  eine  in  dem  Bulletin 
de  la  soci^td  mathdmatique  de  France,  t.  VII,  1879  enthaltene  Notiz  aufmerksam,  worin  Herr  Brioschi  auf 
einem  von  dem  unsrigen  verschiedenen  Wege  die  Bedingungen  herleitet,  unter  welchen  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  durch  die  Quadrate  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
befriedigt  wird.  In  derselben  Notiz  leitet  Herr  Brioschi  auch  die  Bedingungen  ab  dafür,  dass  einer 
Gleichung  vierter  Ordnung  die  Guben  der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  genügen. 


1)  Abh.  XIXIX,  8.  289  ff.  dieMt  BMdM.    Seh. 
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oder 


(3.) 


y 


Die  Wurzeln  der  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  sind  übereinstimmend.     Ist  daher 
^.{z)  der  erste  Coefficient  in  (2.),  welcher  nicht  identisch  verschwindet,  so  ist 


33S]  oder 
(4-) 
Also  ist,  wenn  man  setzt 


oder 


(5.) 

I.    Setzt  man  also 
(6.) 


h 


?M  =  ^ 


y  =  F{^), 


•■  _  r  F(z)  r 


=  b 


V  =  <^?i(^)«>» 


so    genügt    ü)    einer    linearen    homogenen    Differentialgleichung 
//!*"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 


(7.) 


^m-i 


O) 


djs 


}^-^'"+9m(^)^   =    0, 


deren  Integrale  für  z^  auf  geeigneten  Wegen  Werthe  annehmen, 
welche  sich  von.  denen  in  z  nur  um  eine  und  dieselbe  Einheits- 
wurzel als  Factor  unterscheiden. 

Sind  ^p  ^j,  ...,  ^g^j  genau  die  sämmtlichen  Werthe,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  auf  geeigneten  Wegen  jeder  Quotient  zweier 
Integrale  der  Gleichung  (1.)  oder  was  dasselbe  ist  der  Gleichung 
(7.)  in  -2^1,  ^j,  ..., -s^jj.i  je  einen  gleichen  Werth  annimmt  wie  in  ^,  so 
erhält  ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung  (7.)  auf  denselben 
Wegen  in  -er^  ^,,  ...,  ^^^^  Werthe,  die  sich  von  dem  Werthe  desselben 
in  g  nur  durch  Einheitswurzeln  als  Factoren  unterscheiden. 


Ober  lineare  hohooenb  Differentialgleichungen.  313 

n.   Es  sei 

(8.)  t  =  (a-^)(B-^.). ..(«-,,_,)  =  «p(*,a), 

wo  tt  eine   willkürliche   Grösse    ist,    so   ist  cpC^t«)    eine  rationale 
Function  von  z. 

Denn  da  ^,,  ■2,,  ■-■,  ^^J,  die  Gesammtheit  der  Werthe  darstellt,  welche 
jedem  Quotienten  zweier  Integrale  der  Gl.  (1 .)  denselben  Werth  verschaffen 
wie  für  z,  so  können  durch  ii^end  einen  Umlauf  von  ^  nur  a',,  ^,,  -..,  z^^  [33* 
eine  Vertauschung  unter  einander  erfahren.  Da  überdiess  vorau^esetzt  ist, 
dass  Gl.  (I.)  algebraisch  integrirbar  sei,  so  sind  z^,  ^,,  ...,  z^^^  von  z  algebraisch 
abhängig,  daher  ist  t  eine  algebraische  Function  von  z,  welche  durch  umlaufe 
von  z  nicht  verändert  wird,  d.  h.  eine  rationale  Function  von  z. 

III.  Die  Function  ^('^i'^)  ^^^  <^'^  Eigenschaft 

(9.)  T(^«,«)  =  9(^,«). 

Denn  es  möge  für  s  ■=■  z^  z^,  z^, ...,  Zg_^  resp.  in  z[,  z\., ...,  z'^_^  übergehen. 
"Wenn  nicht  z^^  ^\i^'t^  ••-»  ■^o-i  abgesehen  von  der  Reihenfolge  mit  -?,,  i',,  ...,  «•-_,,  z 
übereinstimmten,  so  müsste  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (1.)  für 
mehr  als  o  Werthe  von  z  je  einen  gleichen  Werth  annehmen,  gegen  unsere 
Voraussetzung. 

IV.  Zu  einem  bestimmten  willkürlichen  Werthe  von  (  der 
Gleichung  (8.)  gehören  genau  die  Werthe  j,  i^^,  «,,  ...,  z^_^  von  .?. 

In  der  That  wird  nach  Satz  III.  die  Gleichung 

i  =  yC^.a) 

durch  ^  =  ^,  2  =  5^,  ^  =  ^j,  . . .,  ^  =  z^_^   befriedigt.     Ist  andererseits  z'  ein 
von  diesen  verschiedener  Werth  von  z,  so  kann  nicht  die  Gleichung 

t({z,^  =  ¥(*» 

bestehen ,  wegen  der  Willkürlichkeit  von  a. 

Durch  einen   beliebigen  Umlauf  von  i  muss   dem  Satze  IV.  gemäss  z  in 
einen   der  Werthe  z,  z^,  z^,  . . .,  z^_^   übergehen.     Ist  u),,  co,, . . .,  <o_   ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  Gleichung  (7.)  zugehörig  dem  Werthenpaare 
{t,z),  so  erhält  u»^  durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  t,   d.  h.  dem  Werthen- 
Pialii,  ■utluB.WKt«.   n.  40 
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paare  (tjZ^)  entsprechend,  nach  Satz  I.  den  Werth  lo^ 

(10.)  «>;  =i[«xi«>i  +  --  +  «x«®«l»  (x  =  l,2,...,w) 

wo  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet. 

Transformiren  wir  daher  die  Gleichung  (7.)  in  eine  Gleichung 

(11.)  ^  +  Ä.(0^=^  +  -  +  *,(0«  =  0 

mit  der  unabhängigen  Variabein  t. 

337]   Nun  ist*)  für  das  Werthsystem  (f,  z) 

(12.)  m  =  -^, 

wo 


de'-' 


und   A,  aus  A   hervorgelit,  wenn   man   die  m— t**  Horizontalreihe  in  A  durch 
«^«»i     «^"^    ...    «^«»«  ersetzt 

In  gleicher  Weise  ist  füir  {t,J!^) 

(13.)  A<(0  =  -^. 

wo  A'  und  A|  aus  A  resp.  A,  erhalten  werden,  wenn  man  <o^  durch  m^  ersetzt. 
Aus  Gleichung  (10.)  ergieht  sich  aber: 

A'.         A. 

das  heisst: 

V.  Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (11.)  sind 
rationale  Functionen  von  L 

VI.  Ist  t  ein  willkürlicher  Werth,  so  giebt  es  nicht  einen 
davon  verschiedenen  Werth  t^  von  der  Beschaffenheit,  dass  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  der  Gleichung  (11.)  auf  geeigneten 
Wegen  je  einen  gleichen  Werth  wie  in  t  annehmen  könnte. 

Wenn  nämlich  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gleichung  (11.)  in  t 
und   t^  je   einen   gleichen  Werth    annimmt,    so    kommt    dieselbe   Eigenschaft 

*)  Siehe  meine  Arbeit  Bd.  66  des  BoRCHARDTschen  Joarn.,  S.  143  ^). 


1)  Abb.  VI,  Band  I  dieser  Atugabe,  8. 188.    Seb. 
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jedem  Quotienten  zweier  Integrale  der  Gleichung  (7.)  zu.  Dieses  ist  jedoch 
nicht    möglich.     Denn    es    mögen    dem    willkürlichen  Werthe  t   die  Werthe 

e,  s,,  e^,  •■•t  e^_i  von  z  nach  Gl.  (8.)  entsprechen.  Alsdann  sind  die  dem 
Werthe/,  nach  derselben  Gleichung  entsprechenden  Werthe /,  2,',  «^,  ...,  «,_, 
von  z  sämmtlich  von  den  Werthen  z,  z^,  z^, ...,  z^_^^  verschieden.  Wäre  näm- 
lich einer  der  ersteren  mit  z^  übereinstimmend,  so  wäre 

nach  Satz  DI.  Es  müsste  demnach  für  das  Werthsystem  ^,  z^,  ^,,  ...,  z^_^,  [338 
ji[,  z[, .  ■ .,  ^9_,  jeder  Quotient  zweier  Integrale  je  einen  gleichen  Werth  annehmen. 
Der  Voraussetzung  gemäss  soll  dieses  nur  für  s  Werthe  stattfinden. 

Es  seien  fJ^,  U^,  ...,  Ug_^  die  Umläufe  von  z,  für  welche  ein  willkürliches 
Integral  der  Gleichung  (1.),  t/  resp.  in  y,y\  y'\  ■■■yy"~"  übei^eht,  derart  dass 
nicht  der  Quotient  zweier  dieser  Werthe  constant,  während  jeder  andere  Um- 
lauf von  z  jeden  dieser  Werthe  nur  in  einen  derselben  mit  einem  constanten 
Factor  multiplicirten  Werthe  überführt. 

Im  Änschluss  an  eine  Bezeichnung,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  über 
algebraisch  int^rirbare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung*)  eingeführt 
habe,  will  ich  im  Folgenden  y,  y\y",  •■■,y"'"  ein  reducirtes  Werthsystem 
des  Integrals  y  nennen.  Die  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  sind 
demnach  nur  bis  auf  Einheitswmseln  als  Factoren  bestimmt. 

Ein  Umlauf  *  von  t  führe  z  in  z^  über  auf  einem  Wege  S,  welcher  das 
allgemeine  Integral  (u  in  _/ü>  verwandle,  wo  j  eine  Einheits würze! ,  so  werden 
die  Wege  8Ü^^  "SJT,,  SU,^  ...,  SU^_^  (u  .  resp.  in  jta,  jio',  jia",  . ..,  ^/co"""  ver- 
wandeln, wo  SU^  den  aus  8  und  ü^  zusammengesetzten  Weg  von  z  bezeichnet, 
und  wo  nach  Satz  I.  «>,  w',  «>",...,  lo""""  abgesehen  von  Einheitswurzeln  als 
Factoren  durch  dieselben  Substitutionen  aus  ü>,,  cd,,  ...,  (u^  hervorgehen  wie 
y»  J/'»  ■■-,  y'~"  aus  y,)  y,)  ■■-)  ?_•  Die  Wege  Sü^,  SU^, ...,  Sü^_^  bringen  alle 
denselben  Werth  von  t  hervor,  und  die  Quotienten  zweier  der  Werthe 
jiOyjio'y  ...yjto"''*  sind  nicht  constant.  Alle  anderen  Wege,  welche  von  z 
nach  z^  überführen,  bringen  nur  Werthe  von  w  hervor,  welche  von  den  zu- 
letzt genannten  sich  um  constante  Factoren  unterscheiden.    Also  alle  Umläufe 


*)  fioBCHABDTB  Jooni.  Bd.  81,  S.  IIP). 

■)  Uh.  III,  8.  n  di«M  BudH.    Sek. 
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von  <,  welche  von  z  in  z^  überfuhren,  bringen  genau  r  Werthe  hervor,  deren 
Quotienten  nicht  constant  Die  Umläufe  von  t  aber,  welche  von  z  nach  z^ 
fuhren,  wo  /  von  x  verschieden,  bringen  nach  demselben  Schlüsse  nur  Werthe 
J'cD,  j"(ü', /lo", ..., /o)^*^""  hervor,  wo  /  eine  von  j  verschiedene  Einheitswurzel 
sein  kann.  Dasselbe  gilt  von  den  Umläufen  von  f,  welche  z^  in  sich  selbst 
überfuhren.  Demnach  ist  co,  co',  cd",  ...,  cd'*'""  ein  reducirtes  Werthsystem  des 
willkürlichen  Integrals  ü>  der  Gleichung  (ll.)?  ^'^^  i^an  erhält  den  Satz: 

VII.  Die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems 
33?]  eines  willkürlichen  Integrals  der  Gleichung  (11.)  ist  über- 
einstimmend mit  der  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten 
Werthsystems   eines   willkürlichen   Integrals   der  Gleichung  (1.). 

4. 

I.  Es  sei  W  ein  Umlauf  der  unabhängigen  Variabein  ^,  durch 
welchen  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  beliebigen  Diffe- 
rentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  unverändert  bleibt,  so  wird  durch 
denselben  Umlauf  jedes  Integral  in  sich  selbst  multiplicirt  mit 
einer  und  derselben  Cönstanten  übergeführt. 

Es  sei  in  der  That  yjjy,)«--)^«  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  Gleichimg  (1.),  so  ist 

(2.)  y±v  ^^...^—luL  =  ^-/Pi^») 

^  '^  ^     ^'  dz    dz^         dz^-'  ^' 

Der  Voraussetzung  gemäss  gehen  nach  Vollzug  des  Umlaufes  W  die  Integrale 

ViiVt}  '"^Vm  ^^^P-   i^  ^i^)  y«^)    -M  y«»^   über.     Daher  ist  nach  Gleichung  (2.) 

(3.)  j^±(vy,)-^ ^, ^p,:^  -je 

wo  j  eine  Constante  bedeutet.     Nun  aber  ergiebt  sich  identisch 

*)  Siehe  meine  Abhandlung  Bd.  66  des  BoRCHARDTschen  Journ.,  S.  128  0. 


1)  Abb.  TI,  Band  I  dieser  Augabe,  8.  106.    Seh. 
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Aus  den  Gleichungen  (2.),  (3.),  (4.)  folgt  demnach 

(5.)  t;-  =  j, 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Es  sei  die  Differentialgleichung  [340 

(6.)  -^  +  ?.(0^^  +  -  +  ?.(0»  =  0 

mit  in  t  rationalen  Coefficienten ,  von  welchen  der  mit  ^^_f  multiplicirte  ver- 
schwindet, algebraisch  integrirbar.     Setzt  man 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6.)  in 

(6a.)  ^g.-  +  „(„_l)^|.-.  +  ...  =  0. 

Bezeichnen  wir  mit  ä^,  ä,,  •  •  -i  ^m  ^^  Wurzeln  der  zu  <  =  00  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung,  so  ergiebt  sich  aus  Gl.  (6a.) 

/«\                                                                      m(m— 1) 
(7.)  5, +  5,+ •••  +  .<?«  = ^-g— ^• 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  wenigstens  eine  der  Grössen  ^j,^,,  .••,^m 
negativ  und  absolut  grösser  als  ^^I"  ,  da  nicht  zwei  derselben  einander  gleich 
sein  können  in  Folge  der  Voraussetzung,  dass  Gleichung  (6.)  algebraisch 
integrirbar*). 

Ein  willkürliches  Integral  v  der  Gleichung  (6.)  hat  die  Form 

WO  ^1?  ^,1  ...,  ^ni  willkürliche  Constanten,  tq^j  t^,?  •••)  tq«  das  zu  <  =  00  gehörige 
Fundamentalsystem  von  Integralen  bedeuten.  Daher  ist  v  für  t  =  00  unendlich 
wie  eine  Potenz  t%  deren  Exponent  r  grösser  als  ^^ — 

Nach  einem  beliebigen  Umlaufe  von  t  gehe  v  über  in  v\  wo 

(^•)  t^'=  <>ii  +<^,  +---  +  C>i«, 


*)  Siehe  meine  Abhandlung  Bd.  66  des  BoRCHARDTschen  Journ.,  S.  157 '). 


1)  Abb.  TI,  Band  I  dieaer  Ansi^be,  S.  199.    Beb. 
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341]  wenn  durch  denselben  Umlauf  tj^  in  tj^  übergeführt  wird,  wo 

Da  die  Grössen  ^^»c,,  ...,c^  willkürlich  angenommen  wurden  und  die  De- 
terminante der  Grössen  a.^  nicht  verschwindet,  so  kann  man  c^^  c^^  ...^  c^  so 
wählen,  dass  auch  in  v  das  Glied,  welches  wie  f  unendlich  wird,  nicht 
herausfallt.     Daher  ist  auch  v'  für  t  =  00  unendlich  wie  f. 

Bildet  man  daher  das  Product  der  /i  verschiedenen  Werthe  von  r,  welche 
allen  Umläufen  von  t   entsprechen,   so  ist   dasselbe  für  f  =  00  imendlich  wie 
f\     Es  ist  daher   die  irreductible  algebraische  Gleichung,  welcher  das  allge- 
meine Integral  v  genügt,  mindestens  vom  Grade  rft,  also  höheren  als   ^   2~ 
Grades  in  Bezug  auf  t 

Wir  wollen  jetzt  von  der  Gleichung  (6.)  voraussetzen,  dass  für  einen 
willkürlichen  Werth  von  t  nicht  ein  zweiter  Werth  t^  existirt,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  auf  geeigneten  Wegen  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der- 
selben Gleichung  je  einen  gleichen  Werth  wie  in  t  annehmen  könnte. 

Es  mögen  nun  einem  beliebigen  Werthe  eines  willkürlichen  Integrals  v^ 
der  Gl.  (6.)  |  verschiedene  Werthe  von  f,  nämlich  <,  f^,  <j,  ...,  t^^^  entsprechen. 
Alsdann  gehören  zwei  Werthenpaaren  (v^?  f^),  (v^,  <,),  wo  x^/,  zwei  ver- 
schiedene Werthe  eines  von  v^  verschiedenen  willkürlichen  Integrals  v,  zu,  da 
sonst  jeder  Quotient  zweier  Integrale  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  t 
gleiche  Werthe  annehmen  müsste,  gegen  unsere  Voraussetzung.  Demnach 
entsprechen  einem  Werthe  von  v^  genau  |  Werthe  von  v^,  und  einem  Werthe 
von  V,  genau  |  Werthe  von  v^,  und  es  findet  zwischen  v^,  v^  eine  irreductible 
algebraische  Gleichung 

(10.)  cp(t;„t;J  =  0 

statt,  vom  Grade  |  sowohl  in  Bezug  auf  v^  als  auch  in  Bezug  auf  v,.  Da 
v^,  V,  nur  gleichzeitig,  nämlich  für  singulare  Pimkte  der  Gl.  (6.)  oder  für 
<  =  00  unendlich  werden ,  so  ist  der  Coefficient  von  v|  eine  Constante ,  die 
Coefficienten  aller  übrigen  Potenzen  von  v^  ganze  rationale  Functionen  von  v^^ 
und  zwar  der  Coefficient  von  v\  vom  Grade  |  in  v,,  die  übrigen  Coefficienten 
von  niedrigerem  Grade  in  v^.  Umgekehrt  ist  der  Coefficient  von  v\  eine  Con- 
stante, die  Coefficienten  der  übrigen  Potenzen  von  v^  ganze  rationale  Functionen 
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von  v^y  der  Coefficient  von  v^  vom  Grade  |  in  r^,  die  übrigen  Coefficienten  [342 
von  niedrigerem   Grade  in  v^.     Wir  setzen   zunächst  voraus,   dass  nicht  für 
einen  Werth  von  t  jedes  willkürliche  Integral  verschwinde.     Dann  enthält  die 
Gleichung  (10.)  ein  von  r^,  r,  freies  Glied. 
Wir  substituiren  nun  in  Gl.  (10.) 

(11.)  r,  =  v,u, 

wodurch  diese  Gleichung  in 

(12.)  H^,v,)  =  0 

übergeführt  werde.  Die  Gleichung  (12.)  ist  sowohl  in  Bezug  auf  u  als  auch 
in  Bezug  auf  v^  vom  Grade  |.  Da  die  Gleichung  (10.)  in  Bezug  auf  r^,  v, 
irreductibel  ist,  so  kommt  diese  Eigenschaft  auch  der  Gleichung  (12.)  in  Be- 
zug auf  u  und  v^  zu.  Es  entsprechen  daher  einem  willkürlichen  Werthe  von 
u  genau  |  Werthe  von  v^. 

Wenn  es  Umläufe  von  t  giebt,  welche  ein  willkürliches  Integral  v  der 
Gl.  (6.)  in  jv  überfuhren,  so  ist  nach  Satz  I.  j  eine  Constante,  und  zwar, 
weil  V  eine  algebraische  Function  von  ^,  eine  Einheitswurzel.  Die  zu  allen 
solchen  Umläufen  gehörigen  Werthe  von  j  genügen  daher  einer  Gleichung 

(13.)  x^  =  1 

wo  l  eine  ganze  Zahl. 

Nach  Satz  I.  werden  v\  und  u  durch  dieselben  Umläufe  von  t  verändert 
und  nicht  verändert,  daher  ist  v^  eine  rationale  Function  von  t  und  u.  Es 
mögen  nun  einem  willkürlichen  Werth  von  u  a  verschiedene  Werthe  von  t 
entsprechen,  so  entsprechen  also  demselben  Werthe  von  u  höchstens  la  ver- 
schiedene Werthe  von  v^.     Es  ist  also 

Nach  einem  Satze  meiner  Abhandlung  über  algebraisch  integrirbare  Diffe- 
rentialgleichungen*) haben  die  Exponenten  von  v^  in  der  irreductiblen  Glei- 
chung zwischen  v    und  t  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  A. 


*)  Siehe  Borchardts  Journ.  Bd.  81,  S.  112'). 


1)  Abd.  XXI,  S.  27  diorcu  Bandet.    Scta. 
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343]  Ist  daher  v  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des 
willkürlichen  Int^rals  r^  so  ist 

(15.)  /*  =  Av. 

Nach  den  obigen  Entwickelungen  ist 

(16.)  I>^--^. 

Aus  den  Gleichungen  (14.),  (15.),  (16.)  ergiebt  sich  demnach 

(11.)  a> ^ 

Wenn  es  Werthe  von  t  giebt,   für   welche  jedes  Integral   der  Gleichung  (6.) 
verschwindet,  so  gehören  dieselben  zu  den  singulären  Punkten  dieser  Gleichung. 
Es  sei  in  diesem  Falle 

wo  Xp  Xj  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Die  Functionen  co^,  co^  werden 
für  t  =  00  und  für  diejenigen  singulären  Punkte  der  Gleichung  (6.),  für  welche 
Vj,  Vj  unendlich  werden,  gleichzeitig  unendlich.  Für  die  singulären  Punkte 
derselben  Gleichung,  für  welche  v^,  v^  gleichzeitig  verschwinden,  erhalten  sie 
die  von  Null  verschiedenen  Werthe  x^  x^.  Sie  werden  aber  auch  nicht  für 
irgend  einen  anderen  Werth  von  t  gleichzeitig  Null,  da  man  x^  so  wählen 
kann,  dass  für  diejenigen  Werthe  von  t,  für  welche  v^  den  Werth  —  x^  erhält, 
v^  nicht  gleich  — x^  werde.  Setzt  man  daher  in  Gl.  (10.)  «>,  — x^,  ^t""'^«  resp. 
für  Vj,  V,,  so  erhält  man  eine  in  Bezug  auf  (o^  «o^  irreductible  Gleichung 

(lOa.)  ?,K,«>,)  =  0 

vom  Grade  i  sowohl  in  Bezug  auf  co^  als  auch  in  Bezug  auf  co^.  Die  Coeffi- 
cienten  von  «o^  und  von  a)|  sind  Constanten,  während  die  Coefiicienten  der 
übrigen  Potenzen  von  co^,  co^  resp.  in  Bezug  auf  co^,  «o^  von  niedrigerem  Grade 
als  dem  6**"  sind.  Die  Gleichung  (10a.)  enthält  ein  von  co^,  (o^  freies  Glied. 
Setzt  man  daher  in  diese  Gleichung 

(IIa.)  a>,  =  po),, 

344]  so  geht  sie  in  die  in  Bezug  auf  p  und  (o^  irreductible  Gleichung 
(12a.)  ^^iP,^^)  =  0 
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über,  welche  in  Bezug  auf  jede  der  Variebeln  p  und  co^  vom  Ghrade  |  ist.  Es 
entsprechen  daher  einem  willkürlichen  Werthe  von  p  genau  |  Werthe  von  co^. 
Da  x^,  X,  willkürlich  gewählte  Grössen  bedeuten,  so  folgt,  dass  alle  Um- 
läufe von  ty  welche  p  ungeändert  lassen,  gleichzeitig  t?,,  v^  also  auch  co^,  cu 
ungeändert  lassen.  Demnach  ist  co^  eine  rationale  Function  von  p  imd  t.  Ist 
daher  ß  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  f ,  welche  einem  willkür- 
lichen Werthe  von  p  entsprechen,  so  ist  die  Anzahl  der  Werthe  cd,  welche 
demselben  Werthe  von  p  zugehören ,  nicht  grösser  als  ß.     Demnach  ist 

(14a.)  I  <  ß 

oder 

(16a.)  ^>^^^. 

Die  Anzahl  der  allen  möglichen  Umläufen  von  t  entsprechenden  Werthe  von 
v^  und  Vj,  folglich  auch  von  p  ist  gleich  /*.  Daher  genügt  p  einer  irreductiblen 
Gleichung 

(19.)  p^  +  B.pf"'  +  '"  +  B^  =  0. 

Da  einem  willkürlichen  Werthe  von  p  ß  verschiedene  Werthe  von  t  ent- 
sprechen,   so    erhält  p   als    rationale   Function   von    t  und   v^   an   mindestens 

• 

ß  Stellen  der  RiEMANNschen  Fläche  (^  v  J  einen  gleichen  Werth.  Diese  Func- 
tion wird  also  auch  in  mindestens  ß  Stellen  dieser  Fläche  Null  und  unendlich. 
Da  aber  p  nur  für  das  System  derjenigen  endlichen  nicht  singulären  Werthe 
von  t  unendlich  wird,  für  welche  co^  verschwindet,  und  nur  fiir  diejenigen 
endlichen  nicht  singulären  Werthe  von  t  Null  wird,  für  welche  co^  verschwindet, 
diese  beiden  Werthsysteme  aber  kein  gemeinschaftliches  Element  besitzen,  so 
folgt,  dass 

(20.)  ^^.  =  11' 

WO  G(t)j  -^(0  g^^^6  rationale  Functionen,  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler, 
beide  mindestens  vom  Grade  ß. 

Nun  sei  [345 

(19a.)  uT+A^ur-'  +  '-'  +  A^  =  0 

die  irreductible  Gleichung,  welcher  u  genügt,  und  setzen  wir 
(20a.)  ^  =  Hl' 

Fachs,  iiiat]iem.Wtrke.    IL  41 
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WO  öj(<),  H^{t)  ganze  rationale  Functionen  ohne  gemeinschaftlichem  Theiler. 
Es  bedeute  q  den  höheren  der  beiden  Grade  derselben. 

Setzt  man  in  (19.)  x^  =  0,  x^  =  0,  so  wird  p  =  u^  und  es  werden  je 
X  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  solchen  Umläufen  von  t  entsprechen, 
durch  die  ein  willkürliches  Integral  v  der  Gleichung  (6.)  mit  einer  Einheits- 
wurzel j  multiplicirt  wurde,  einander  gleich.     Es  ist  demnach 

(21.)  (u-^Ay-'  +  '"  +  Aj  =  !*'*+ -»>'*-*  + •••  +  B;^ 

wo  B^^^  den  Werth  von  B.  für  x^  =  0,  x^  =  0  bedeutet.     Hieraus  folgt 

(22.)  AI  =  B^;\ 

Die  Werthsysteme ,  für  welche  p  unendlich  oder  Null  wird,  gehen  für 
x^  =  0,  x^  =  0  in  Werthsysteme  über,  für  welche  u  resp.  unendlich  oder  Null 
wird.  Da  U  nur  für  endliche  nicht  singulare  Werthe  von  t  unendlich  oder 
Null  wird,  so  enthalten  auch  die  beiden  letzteren  Werthsysteme  kein  gemein- 
schaftliches Element.  Bezeichnet  man  daher  mit  G^^\t)^  W^\t)  die  Resultate 
der  Substitution  von  x^  =  0,  x,  =  0  in  ö(<),  H{t),  so  haben  &'\t),  W{t) 
keinen  gemeinschaftlichen  TheilQr,  imd  es  folgt  aus  Gl.  (22.)  oder 

dass  die  Grade  von  &^\t)^  H^^\t)  genau  das  il- fache  resp.  der  Grade  von 
G  (<),  H^{t)  sind.     Daher  ist 

also  nach  Gleichung  (16a.) 

(23.)  p  >  ^^^- 

346]  Aus    (17.)    und    (23.)    folgt,    dass    die    Anzahl    der    verschiedenen 
Werthe   von   fr,    welche    einem    willkürlichen  Werthe   von  u    ent- 
en,  grosser  als  —^ — -  ist. 
Es  sei 

(24.)  -^  +  K(t)^  +  -  +  hn{t)y  =  0 

eine  beliebige  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten ,  welche 
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nur  algebraische  Integrale  besitzt.     Setzt  man 

(25.)  y  =  e  V, 

so  erhält  man  für  v  eine  wie  (6.)  beschaffene  Differentialgleichung. 

Setzen  wir  voraus,  dass  für  einen  willkürlichen  Werth  von  t  nicht  ein 
zweiter  Werth  t^  existirt  von  der  Beschaffenheit,  dass  auf  geeigneten  Wegen 
jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gleichung  (24.)  in  t^  denselben  Werth 
wie  in  t  annehme,  so  besitzt  die  wie  Gl.  (6.)  beschaffene  Gleichung  dieselbe 
Eigenschaft.  Es  ist  daher  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  <,  welche 
dem  Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlichen  Integrale  der  wie  (6.)  be- 
schaffenen  Gleichung  entsprechen,  grösser  als  — ^-^ — ^,  wenn  v  die  Anzahl  der 
Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen  Integrals  dieser 
Gleichung  bedeutet.  Aus  Gl.  (25.)  ergiebt  sich,  dass  v  auch  die  Anzahl  der 
Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen  Integrals  der  Glei- 
chung (24.)  bedeutet.  Da  andererseits  für  zwei  Werthe  von  t,  für  welche 
ein  Quotient  zweier  willkürlicher  Integrale  der  wie  (6.)  beschaffenen  Gleichung 
gleiche  Werthe  annimmt,  auch  der  Quotient  zweier  willkürlicher  Integrale 
der  Gl.  (24.)  gleiche  Werthe  erhält,  und  umgekehrt,  so  folgt,  dass  auch 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  f,  welche  einem  will- 
kürlichen Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlichen  Integrale 
der  Gleichung  (24.)  entsprechen,  grösser  als  ^^^~  ^  ist,  wo  v  die 
Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  all- 
gemeinen Integrals  der  Gleichung  (24.)  bedeutet. 

Unter  Berücksichtigung  der  Sätze  I.,  VI.,  VII.  der  No.  3  erhält  man 
daher  das  folgende  Theorem: 

IL  Ist  V  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems des  allgemeinen  Integrals  einer  beliebigen  linearen 
homogenen  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung  [347 
m**'  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten,  so  ist  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Werthe  der  unabhängigen  Variabein,  welche  einem 
willkürlichen  Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlichen  Inte- 
grale  derselben   Differentialgleichung   entsprechen,    grösser   als 

ir(m-l) 
2 

41* 
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5. 

Wir  betrachten  die  Gleichung  (B.)  als  eine  algebraische  Gleichung 
zwischen  y],  C  und  bezeichnen  nach  Riemann  mit  p  die  Elasse  dieser  alge- 
braischen Gleichung,  d.  h.  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster 
Gattung,  welche  zu  derselben  gehören. 

Seien  */,,«/,,  .-m  *^p  solche  linear  unabhängige  Integrale  erster  Gattung, 
in  der  Form,  welche  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Aronhold*)  von  Clebsch 
und  Herrn  Gordan**)  eingeführt  worden  ist,  so  dass  also 

(1.)  dj,  =     g^^'^^"^"^'^  ^  S:fcg.y.^y,       («  =  1 p). 

WO  (P   =  0    eine  Curve  n  — 3*"  Ordnung   darstellt,   welche   durch   die   sämmt- 
liehen  Doppelpunkte  und  Rückkehrpunkte  der  Curve  (B.)  hindurchgeht. 
Nach  No.  2  ist 

(2.)  Si^iVi^y.  =  (CiWi  +  ^,w,  +  c,w,)Ac?^ 

und  nach  Gleichung  (C.) 

fxx  Txr  fiX 

(3-)  ''^  "^  ■'■''•  e^  "•"*•  d^  ^  ^'''  **'  ■*■  *'•"»  ■•"  ''•"•^  ^' 

folglich  ist 

^  •'  df  df  df     ~  M 

Nach  No.  1  Gl.  (24.)  ist 


^^■^  (dz)   drt'   -  yj' 

348]  Andererseits  ist  nach  Gl.  (C.) 

^  ■'  dn)  dz  'de  «,  /, ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  f^  £ur.^~-  setzt.    Bezeichnet  man  femer  q   q      mit 
/^,  und  mit  F^  den  Coefficienten  von  f^^  in  der  HESSESchen  Covariante  von  f, 

*)  Monatsberichte  der  K.  Akademie  der  Wissensch.  zu  Berlin,  April  1861. 
**)  Theorie  der  AsELschen  Functionen,  S.  2. 
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60  folgt 

also 

demnach  nach  61.  (C.) 

dV  ~  (n-l)f: 

also  endlich 

d«C  1        Hiny^ 


(7.) 


dv  ~  {n-iy    n 


Substituirt  man  diesen  Werth  in  (5.)  und  setzt  ausserdem  für  -^  seinen  Werth 

il  —  A      —  A  A 
d^  -  yj  "•  -  yj  Jf' 

so  folgt 

also  ist  nach  GL  (4.) 

In  den  Gin.  (4.)  und  (9.)  sind  A,  3f,  X  Wurzeln  rationaler  Functionen 
von  z,  und  zwar  hat  X  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Gl.  (2.)  No.  1,  M  dieselbe 
Bedeutung  wie  in  Gl.  (C),  wahrend 

(10.)  A  =  e'-^^^. 

Durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  z  möge  y^  in  y^  übergehen,  wo  [349 

(11.)  y«  =  «x.yi  +  ax.y.+«x.y..  («  =  1,2.3) 

so  genügen  y|,  y^,  y|  der  irreductiblen  Gleichung 

(12.)  /■(y:,y;,y;)  =  0. 

Es  sind  demnach  fj,y[,  y'^i  y',)  =  0  Curven  n  —  Z**'  Ordnung  in  y[,  y,',  y^,  welche 
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durch  die  Doppel- und  Ruckkehrpunkte  von  (12.)  hindurchgehen.    Daher  sind 


/9,(y;,y;,y;)S±<^.y;<?y; 


die  p  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung,  welche  zu  der  Gleichung 
(12.)  gehören.  Diese  Integrale  als  Functionen  von  z  sind  demnach  für  keinen 
Werth  von  z  unendlich.    Setzt  man  für  y,',  y^,  y'^  ihre  Werthe  aus  Gl.  (11.)  in 

?*(y.'»  yi>  yi)»  »o  wird 

<Px(yI.yi.yi)  =  'l'x(yi.y..y.). 

wo  if^  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  n— 3**"  Grades  ist.  Femer 
hat  man  nach  Gl.  (4.)  oder  Gl.  (9.) 


df  df  df         '       df  df  df  ' 

WO  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet ,  folglich  ist 

"^x  =  J    I   Ar ^7= 57"2j^^iy«»y8« 


^   /    e^  +  c-^  +  c-^ 


Da  *7^  für  keinen  Werth  von  z,  folglich  auch  fär  kein  Werthsystem  y^  y,,  y, 
unendlich  wird,  so  ist  J^  ein  Integral  erster  Gattung  gehörig  zur  Gleichung 
(B.).  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  ^»(^1,^,,^,)  =  9Ay[j  v'ti  v'm)  durch  eine  lineare 
homogene  Function  von  ?j(yi,y,,y,),  ...|  9^(^11^,1  y.)  dargestellt  wird,  oder: 
350]  I.  Die  Functionen  cp,(y„  y„  y,),  . . .,  ?/y„  y„  y,)  genügen  einer 
linearen  homogenen  Gleichung  />*•'  Ordnung 


d^o)      ^  d^" 


tt> 


mit  in  ;8f  rationalen  Coefficienten. 

Es  sei  U  ein  Umlauf  der  Variabein  z^  durch  welchen  ein  Quotient  A 
zweier  willkürlicher  Integrale  der  Gleichung  (D.)  ungeändert  bleibt,  ohne 
dass  gleichzeitig  ^  =  ^,  ^  ==  ^,   wo  y|,  y,',  y^  die  Functionen  bedeuten,   in 
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welche  resp.  y^,  y,,  y,  durch  denselben  Umlauf  übergehen,  nämlich 

(13.)  y;  =  a^,  y,  +  «x.  y.  +  «xt  ys-  (*  =  h  %  3) 

Ist  alsdann  y^  =  6^,  y^  =z=  fe^,  y^  =  fe^  ein  AVerthsystem,  für  welches  X  Null 
oder  Unendlich  wird,  und  setzt  man 

(14.)  &;  =  «xi&i  +  axt^.  +  Oxa*!»  (x  =  l,2,3) 

SO  wird  A  auch  für  y^  =  fe[,  y^  =  fe^,  y^  ==  fe^  Null  resp.  imendlich.   Fixirt  man 
daher  />  —  1  willkürliche  Werthsysteme 

^1»  *.*»  *r8    von    y,,  ?/,,  y,  (t  =  i,2,...,i)-i), 

für  welche  X  unendlich  wird,  so  wird  A  auch  für  die  jp  — 1  Werthsysteme 

(15.)  h\^  =  a^  6,j  +  «xi  K  +  «xa  *Ä     (*  =  1,  2, 3;  »  =  1,  2, . .  .,i)-l) 

von  y^j  y^j  y,  unendlich. 

Nach    der  Voraussetzung   ist   nicht   gleichzeitig   ~  =  -^  und  -^  =  ^. 

Andererseits  ist  auch  nicht  gleichzeitig  -^  =  -^  und  -^  =  -^  ('  <  0  oder 
-#  = -3^-,  TT- = -ir-1  da  man  die  Werthe  von  z.  welche  zu  einem  Systeme 
K^  Ki  ^Ä  ^^d  ^^  einem  Systeme  6^^,  6^,,  6^  gehören,  vollständig  von  einander 
unabhängig  gewählt  hat.  Demnach  constituiren  die  Werthsysteme  6,.^,  b^^b. 
und  die  Werthsysteme  b'.^^  6^^,  6^^  2p  — 2  verschiedene  Werthsysteme,  für  welche 
A  unendlich  wird. 

Bezeichnet  man  die  durch  zweimalige  Wiederholung  der  Substitution  (13.) 
aus  b.^j  b.^^  b^  hervorgehenden  Werthe  mit  6^j,  6^^,  i^,  so  ist  erstlich  nicht  [351 
gleiclizeUig^f  =  f  und  f  =  f ,  oder  f  =  f  und  f  =  -|,  oder  f  =  -^ 

und  T^  =  T^  (*  ^  0  aus  denselben  Gründen  wie  oben.    Andererseits  ist  auch, 

&a  ^/i        ^ 

weil  wir  die  zu  6,.^  6,.^,  6.,  gehörigen  Werthe  von  z  willkürlich  gewählt  haben, 
nicht  gleichzeitig  -^^  =  -5^  ^ud  ^  =  ^»  ohne  dass  auch  gleichzeitig 

Da  nun  A  durch  den  Umlauf  ü  von  -s^  ungeändert  bleibt,  so  muss  diese 
Function  auch  für  die  Werthsysteme  6^^  6^,  b"^  unendlich  werden.  Nun  aber 
kann  A  ausser  für  die  2p —  2  verschiedenen  Werthsysteme  (^i)^,j^,))  (K^yb'^jb'^) 
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nicht  mehr  unendlich  werden,  [da  bekanntlich  der  Quotient  der  Differentiale 
zweier  Integrale  erster  Gattung  der  Klasse  p  für  nicht  mehr  als  2p  — 2  Stellen 
der  RiEMANNSchen  Fläche  unendlich  wird*);  es  müssen  demnach  die  Gin.  (16.) 
stattfinden.  Dieselben  liefern  wegen  der  willkürlichen  Wahl  der  zu  J^^,  J^,  b^ 
gehörigen  Werthe  von  z  den  Satz : 

IL  Giebt  es  einen  Umlauf  17  von  ^,  welcher  y^^y^^y^  überführt 
resp.  in  y[^y\^y[  und  zugleich  den  Quotienten  k  zweier  willkür- 
licher Integrale  der  Gleichung  (D.)  unverändert  lässt,  ohne  dass 
gleichzeitig  ^  =  ^  und  ^  = -^,  so  muss  eine  zweimalige  Anwen- 
dung dieses  Umlaufes  — , —•  ungeändert  lassen. 

Wenn  ausser  dem  Umlaufe  U  noch  ein  anderer  U  die  Eigenschaft  hat, 
dass  durch  dessen  Anwendung  X  ungeändert  bleibt,  ohne  dass  zugleich  der 
Quotient  zweier  willkürlicher  Integrale  der  Gl.  (A.)  ungeändert  bleibt,  so 
ergiebt  sich  wiederum  aus  dem  Umstände ,  dass  X  nur  fiir  2jp  —  2  Werthsysteme 
von  y^,  y,,  y,  unendlich  werden  kann,  wenn  man  mit  b.^  den  durch  Anwendung 
der  U  entsprechenden  Substitution  aus  b.^  hergeleiteten  Werth  bezeichnet,  dass 

^l       ^«1        ^1       ^»^ 

353]  d.  h.  wegen  der  willkürlichen  Wahl  der  zu  b^^  gehörigen  Werthe  von  ^, 
der  Umlauf  U  führt  den  Quotienten  zweier  willkürlicher  Integrale  der  Gl.  (A.) 
in  denselben  Werth  über  wie  U,  oder,  was  nach  dem  Satze  I.  No.  4  dasselbe 
ist,  der  Umlauf  U  fährt  y^,  y,,  y,  resp.  in  jy[y  jy^^  jy^  über,  wenn  ü  dieselben 
Functionen  resp.  in  y[,  y^,  y^  überführt,  und  wo  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet. 
Es  seien  Ä^,  /S^,  Ä^,  ...,  8^^^  diejenigen  Umläufe  von  ^,  welche  ein  redu- 
cirtes  Werthsystem  eines  willkürlichen  Integrals  co  der  Gl.  (D.),  nämlich 
CD,  cd',  cd",  ...,  cD^^""  hervorbringen.  Jeder  andere  Umlauf  bringt  also  nur  einen 
dieser  Werthe  mit  einer  Einheitswurzel  multiplicirt  hervor.  Den  Umläufen 
Ä^,  iSj, ...,  Ä^_j  entsprechen  die  Werthe  y,  y'?  y ",...,  y^"*^  eines  willkürlichen 
Integrals  y  der  Gleichung  (A.).  Es  können  nicht  zwei  der  letztgenannten 
Werthe  ein  constantes  Verhältniss  besitzen,  da  sonst  auch  zwei  entsprechende 

*)  Rebmakn,  ABELsche  Functionen,  in  Bobchabdts  Jonrn.,  Bd.  54  <). 


1)  RifBtniMi  Wirk«  (1892),  8.  88ff.    8«k. 
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Werthe  der  Reihe  to,  cd',  cd",  ...,  co*^"*^  ein  constantes  Verhältniss  hätten.  —  Die 
Umläufe  Ä^CT,  iS^IJ,  ...,  S^^^U  erzeugen  die  Werthe  y^,  y^-"",  ...,  /'"",  während 
dieselben  cd,  cd',  ...,  cd*"""  nur  mit  constanten  Factoren  multipliciren.  Die 
Werthe  i/^\  t/^^^\  ••.?  y*^""  unterscheiden  sich  der  Voraussetzung  nach  von 
y,  y',  y ",...,  y^""  nicht  bloss  um  constante  Factoren.  Jeder  andere  Umlauf 
von  z  bringt  aber  nach  dem  obigen  nur  Werthe  hervor,  welche  gleich  sind 
einem  der  Werthe  der  Reihe  y,  y,  y",  .-.?  y^""  multiplicirt  mit  einer  Con- 
stanten.    Diese  letztere  Reihe  ist  also  ein  reducirtes  Werthsystem  von  y. 

Giebt  es  aber  keinen  Umlauf  der  Art  J7,  so  ist  y^y\y\  ...^jf^'^^  ein 
reducirtes  Werthsystem  von  y.     Man  erhält  also  den  Satz 

in.  Ist  V  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems  des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  (A.),  so  ist  |i^ 
oder  V  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems 
des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  (D.),  je  nachdem  es  Um- 
läufe der  Art  U  giebt  oder  nicht  giebt. 

Es  seien  (ttj,,  C,),  i  =  1,  2,  ...,  2/>  — 2,  die  2/>  — 2  Stellen  der  RiEMANNSchen 
Fläche  (tQjC),  in  welchen  A  einen  willkürlich  vorgeschriebenen  Werth  annimmt. 
Von  diesen  Stellen  können  jp  — 1  willkürlich  gegeben  sein.  Wir  bezeichnen 
die  letzteren  mit  (tQj »C^ ),...,  (lj,-i»Cp-i);  dieselben  können  so  gewählt  werden, 
dass  sie  zu  />  —  1  verschiedenen  Werthen  von  z  gehören.  Wenn  zu  einer  der 
übrigen  Stellen  (tq^,  Cp),  ...,  (^^-,iC^.,)  ein  Werth  von  z  gehört,  welcher  auch 
einer  der  ersteren  p  —  X  Stellen  entspricht,  wenn  z.  B.  (>]p+x'^+x)  ^^  demselben 
z  gehört,  wie  (yj^,  C,),  so  gäbe  es  einen  Umlauf  von  z^  welcher  yj,,  C|  resp.  [353 
in  Y]^^^,  Cp^^  überführte.  Da  durch  denselben  Umlauf  k  in  sich  selbst  über- 
geführt wird,  und  bei  willkürlicher  Wahl  von  (>]ij  Cj ),...,  (Tjp.jtC^.J  die  Glei- 
chungen 7]^^^  =  7]p  C  +x  ~  ^/  nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  wäre  dieser 
Umlauf  der  Art  U. 

Giebt  es  also  keinen  Umlauf  der  Art  J7,  so  gehören  zu  einem  willkür- 
lichen Werthe  von  X  genau  e(2jp  — 2)  verschiedene  Werthe  von  ^,  wenn  man 
mit  e  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  z  bezeichnet,  für  welche 
gleichzeitig  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  je  einen  gleichen 
Werth  annimmt. 

Wenn  es  aber  einen  Umlauf  der  Art  U  giebt,  so  mögen  mit  tj',  C  die 
Werthe  bezeichnet  werden,  in  welche  derselbe  tj,  C  überführt.   Es  nimmt  als- 

F « eh s,  mathem.  Werke,    ü.  42 
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dann  i  für  (yj;,  C'J,  . . .,  (iQp.,,  C^.J  denselben  Werth  an  wie  für  (ifj,,  CJ, . . .,  (Vi»  Cp.,). 
Da  diese  letzteren  Stellen  untereinander  verschieden  sind,  so  sind  es  auch  die 
ersteren.  Der  Voraussetzung  gemäss  ist  auch  keine  der  ersteren  mit  einer 
der  letzteren  übereinstimmend.  Es  fallen  demnach  (>]p»Cp),  ...,  (>]^_,,CL.J  mit 
(li>^'i)»  •••»  (^p-i»  ^p-i)  zusammen.  Da  die  Werthe  von  z^  welche  zu  den  ver- 
schiedenen Stellen  (tQj»  CJ,  ...,  (lp-i»  ^p-J  gehören,  von  einander  verschieden 
sind,  so  ergiebt  sich,  dass  in  dem  Falle  der  Existenz  eines  Umlaufes  der  Art 
V  zu  einem  willkürlichen  Werthe  von  X  genau  e  (^  —  1 )  verschiedene  Werthe 
von  z  gehören.     Man  erhält  also  den  Satz: 

IV.  Je  nachdem  es  Umläufe  der  Art  U  giebt  oder  nicht  giebt, 
ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  ^,  welche  zu  einem 
willkürlichen  Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlicher  Inte- 
grale der  Gleichung  (D.)  gehören,  z{p  —  \)  oder  2e(j9  — 1),  wenn  e  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  z  bedeutet,  für  welche 
gleichzeitig  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  je  einen 
gleichen  Werth  annimmt. 

Besitzt  die  Gl.  (A.)  die  Eigenschaft,  dass  nicht  zu  einem  willkürlichen 
Werthe  z  ein  Werth  z^  gehört  der  Art,  dass  jeder  Quotient  zweier  Integrale 
der  Gl.  (A.)  in  z  und  ^^  je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  so  ist  e  =  1.  Es 
folgt  alsdann  nach  Satz  11.  No.  4,  Satz  m.  und  Satz  IV.  dieser  Np. 


(E.)     l  oder 


2(l>-l)>^i/: 


je  nachdem  es  Umläufe  der  Art  U  giebt  oder  nicht  giebt. 
354]   In  beiden  Fällen  folgt  fiir  pz>\ 

(F.)  1/  <  4. 

Wenn  zu  einem  willkürlichen  Werthe  z  ein  Werth  z^  gehört  von  der 
Art,  dass  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  in  z  und  z^  je  einen 
gleichen  Werth  annimmt,  so  kann  man,  da  w>2,  also  die  Gleichung  (A.) 
algebraisch  integrirbar  vorausgesetzt  ist,  nach  No.  3  durch  Multiplication  der 

abhängigen  Variabein  y   mit   einer  Wurzel   einer   rationalen   Function   von   z 

♦ 

und  Transformation  der  unabhängigen  Variabein  z  in  eine  Veränderliche  t  die 
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Gleichung  (A.)  in  eine  Gleichung  überfuhren  der  Form 

(A\)        :^  + A,(0^  + A.(0^  + A.(0">  =  0      (8.  dort  Gl.  (11.)) 

mit  rationalen  Coefücienten,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  nicht  zu 
einem  willkürlichen  Werthe  von  t  ein  Werth  t^  gehört  der  Art,  dass  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A".)  in  t  und  t  je  einen  gleichen  Werth 
annimmt.     (Satz  VI.  No.  3). 

Die  Natur  der  Transformationen,  welche  von  (A.)  zu  (A".)  fuhren,  bringt 
es  mit  sich,  dass  die  Gleichung  (B.)  auch  fiir  ein  Fundamentalsystem  0)^,0)^,  o)^ 
von  Integralen  der  Gl.  (A".)  bestehen  bleibt,  dass  also 

(18.)  /•(ci),,ci),,a>,)  =  0, 

Bildet  man  die  zu  (18.)  gehörigen  Integrale  erster  Gattimg,  so  ist  demnach 
die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  ebenfalls  p.  Da  femer  nach  Satz  VII. 
No.  3  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen 
Integrals  der  Gl.  (A".)  mit  der  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems des  allgemeinen  Integrals  der  Gl.  (A.)  übereinstimmt,  so  ergiebt  sich, 
dass  die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  auch  bestehen  bleiben,  wenn 
für  einen  willkürlichen  Werth  von  z  und  noch  andere  Werthe  ^^ 
jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  je  einen  gleichen 
Werth  annimmt. 

Das  durch  (F.)  ausgedrückte  Resultat  lässt  sich  auch  folgendermassen 
aussprechen : 

V.  Ist  die  Klasse  jö  der  Gleichung  (B.)  grösser  als  Eins,  so  ist 
die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  all- 
gemeinen Integrals  der  Gleichung  (A.)  nicht  grösser  als  Vier, 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln*)  [355 
der  algebraischen  Gleichung,  welcher  dieses  allgemeine  Integral 
genügt,  ist  nicht  grösser  als  Vier. 


*)  über  die  Bedeutung  dieser  Bezeichnung  s.  meine  Arbeit  in  Bobchabdts  Journal  Bd.  81,  S.  111, 
No.  9*). 


1)  Abh.  XX,  S.  27  dieMt  BandM.    Seh. 
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6. 
Für 

P  =  1 
gehört  zur  Gl.  (B.)  nur  ein  Integral  erster  Gattung  /.     Es  sei  wie  in  No.  5 

(1.)  dj  =  ^^y"y»>S-^'»'5». 

0/  of  of 

^'Wi      ^*öy7     ^'öy^ 

Führt  man  auf  der  rechten  Seite  die  Variabebi  tj,  C  ein,  so  erhält  man 
(2.)  dJ=  ?,(>],  OdT], 

wo  cpj  eine  rationale  Function  von  tj,  C.  Andererseits  sind  C  und  -^  rationale 
Functionen  von  tj,  z.     Folglich  erhält  man  für  die  unabhängige  Variable  z 

(3.)  dJ  =  ^(z,r{)dz, 

WO  if  eine  rationale  Function  von  z^  tq. 

Nach  No.  5   wird   entsprechend    einem   Umlauf  von   z^  welcher  y^,  y^^  y 
resp.  in  y[^  y^,  y^  überfuhrt, 

(4.)  T(y;,  yi,  yO  =  J^iy^Vti  ya), 

wo  j  eine  Constante  und  zwar,  weil  für  n>2  ^{y^^y^^y^  eine  algebraische 
Function  von  z  ist,  eine  Einheitswurzel  bedeutet.  Demnach  ist  ^{y^^y^^y) 
eine  Wurzel  einer  rationalen  Fimction  von  z.  Aus  dieser  Bemerkung  imd 
aus  Gleichung  (4.)  oder  Gl.  (9.)  No.  5  ergiebt  sich  demnach,  dass  auch 

(5.)  dJ  =  Edz, 

wo  JR  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z  bedeutet. 

356]  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Gleichung  (A.)  so  beschaffen  sei,  dass  nicht 
fiir  einen  willkürlichen  Werth  von  z  und  noch  für  andere  Werthe  von  z  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  so 
ist  demnach  z  eine  rationale  Function  von  tj,  C.  Da  wir  vorausgesetzt  haben^ 
dass  J  das  zu  (>],C)  gehörige  Integral  erster  Gattung  sei,  so  sind  yj,  C  ein- 
deutige Functionen  von  /,  folglich  ist  auch  z  eine  eindeutige  Fimction 
von  /. 
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Demnach  ergiebt  sich  aus  dem  Bestehen  der  Gleichung  (5.)  nach  den 
Untersuchungen  der  Herren  Briot  und  Bouquet*),  dass  S^  oder  Ü*  eine 
rationale  Function  von  e  sein  müsse. 

Unter  derselben  Voraussetzung  über  die  Gl.  (A.)  ergiebt  sich  auch,  dass 
7],  e  eindeutige  Functionen  von  J.  Demnach  ist  auch  die  Klasse  der  alge- 
braischen Function  i]  von  s  gleich  Eins  und  4'('^»'*l)  nach  Gleichung  (3.)  die 
Ableitung  des  zu  (z,ii)  gehörigen  Integrals  erster  Gatttmg. 

Der  Ausdruck 

df  df  df 

öy,  dy,  dy, 

bleibt  ungeändert,  wenn  man  an  die  Stelle  von  i/^  setzt  f'^tVi'^ Ktt/t'^ ^Kttfii  ^° 
b^j  beliebige  Constanten  bedeuten,  d.  h.  der  genannte  Ausdruck  ist  von  der 
Wahl  des  Fundamentalsystems  y^,  ^,,  ^,  unabhängig.  Gleichermassen  ist 
7(^1)  ^it  ^b)  ^^^  ^^  einen  constanten  Factor  von  der  Wahl  dieses  Fundar 
mentalsystems  unabhängig,  folglich  ist  auch  bis  auf  einen  constanten  Factor 
R  von  der  Wahl  dieses  Fundamentalsystems  unabhängig. 
Aus  (3.)  und  (5.)  folgt 
(6.)  R  =  ^(^,Yi), 

d.  h.  es  ist  R  eine  rationale  Function  von  t),.?.  Wir  behaupten  aber,  dass 
auch  umgekehrt  1]  eine  rationale  Function  von  z,  R  ist.  Denn  gäbe  es  einen 
Umlauf  von  z,  welcher  R  xmgeandert  Uesse,  dagegen  ij  in  1]'  verwandelte,  so 
würde  in  den  beiden  Blattern  tj,  ij'  der  RiEMAHNschen  Fläche  der  algebraischen 
Function  n]  von  e  die  Function  R  für  dasselbe  s  denselben  Werth  annehmen. 
Wir  können  aber  das  Fundamentalsystem  y,,  y,,y,  so  wählen,  dass  für  [357 
2  =  z^,  wo  z^  ein  willkürUcher  Werth,  in  den  beiden  genannten  Blättern  t] 
denselben  Werth  \  erhält.     Dann  ist 

d.  h.  gleich  bis  auf  Vielfache  von  Periodicitätsmoduln ,  für  Integrationswege, 
welche  in  den  beiden  Blättern  1],  vj'  übereinander  laufen.     £s   ist  demnach  in 


*)  Journal  de  l'^cole  PolytechmqQe,  t.  21,  p,  222. 
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der  genannten  KmiiANNSchen  Fläche 

(8.)  /  ^(^,Tj)d^  =  0, 

* 

d.  h.  gleich  bis  auf  Vielfache  von  Periodicitätsmoduln.  Aus  Gl.  (8.)  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze,  dass  es  eine  rationale  Function  von  z^  iq  giebt, 
welche  for  einen  beliebig  gegebenen  Werth  und  nur  fiir  diesen  unendlich 
wird,  dass  demnach  die  Klasse  der  algebraischen  Function  irj  von  z  gleich 
Null  sei.  Da  aber  nach  dein  oben  Bewiesenen  diese  Klasse  gleich  Eins,  so 
folgt,  dass  es  keinen  Umlauf  von  js  giebt,  welcher  R  ungeändert  lässt,  ohne 
gleichzeitig  >]  ungeändert  zu  lassen,  dass  also  t]  eine  rationale  Function  von 
Zj  R  ist. 

Da  eine  gewisse  Potenz  jedes  Integrals  der  Gleichung  (A.)  eine  rationale 
Fimction  von  tj,  ^  ist,  130  ergiebt  sich  auch,  dass  eine  gewisse  Potenz  jedes 
solchen  Integrals  durch  eine  rationale  Fimction  von  ^,  R  dargestellt  werden 
kann. 

Es  ist  daher,  wenn  i  eine  gewisse  ganze  Zahl  bedeutet, 

(9.)        j^  =  a,+  a,B  +  a,B»+a,i?*     oder    J^  =  /Jo  + /»i^  + '••  + /J*^, 

je  nachdem  JR*  oder  JR*  rationale  Function  von  z  wird,  wenn  man  mit  «^  und 
ß^  rationale  Functionen  von  z  bezeichnet. 

Die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen 
Integrals  der  GL  (A.)   wird   daher   durch   eine    der  Zahlen  2,  3,  4,  6   gegeben. 

Da  nach  S.  VII.  No.  3  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems des  allgemeinen  Integrals  der  Gl.  (A.)  stets  gleich  ist  derselben  An- 
zahl für  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnimg,  welche  die  Eigenschaft 
358]  hat,  dass  nicht  fiir  einen  willkürlichen  Werth  der  unabhängigen  Variabein 
und  noch  andere  Werthe  derselben  jeder  Quotient  zweier  Integrale  derselben 
je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  und  fiir  welche  gleichzeitig  dieselbe  Glei- 
chung (B.)  erfüllt  istj  so  folgt  allgemein  der  Satz: 

I.  Ist  ^  =  1,  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  der- 
jenigen algebraischen  Gleichung,  welcher  das  allgemeine  In- 
tegral der  Gleichung  (A.)  genügt,  durch  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  6 
gegeben. 
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Es  sei  endlich 

jp  =  0. 

Alsdann  giebt  es  bekanntlich  eine  rationale  Function  s  von  rj,  C 

(10.)  5  =  <p(ti,C) 

von  der  Beschaffenheit,  dass 

n1^  y.  —  iM.        r  —  IM. 

^^  fti^)i  fi{^)i  f»{^)  gai^ze  rationale  Fxinctionen  n**"  Grades  der  Variabein  s 
ohne  einen  allen  gemeinschaftlichen  Theiler. 

Ein  beliebiger  Umlauf  der  Variabein  z  führe  rj,  C  resp.  in  >]',  C'  über,  so  ist 

^  «11  +  «11^  + «II C  «ii  +  «i«T^  +  «iiC' 

Setzt  man  in  die  aus  (11.)  sich  ergebende  Gleichung 

wo  also  s'  den  Werth  bezeichnet,  in  welchen  s  durch  den  genannten  Umlauf 
übergeht,  die  Werthe  aus  (12.)  ein,  so  ergiebt  sich  nach  Gl.  (11.)»  dass  5' 
eine  rationale  Function  von  s.  Da  aber  auch  umgekehrt  ä  eine  ratio- 
nale Function  von  s'  sein  muss,  so  folgt: 

Zwisch'en  s  und  s'  findet  eine  Gleichung  der  Form 

(13.)  ass''\-bs  +  cs''\-d  =  0 

statt,  wo  a,  6,  Cj  d  Constanten  sind. 
Wir  setzen 

(14-)  ^J^-^'       !.  =  «.«• 

Aus  Gl.   (13.)  folgt:  [359 

ds'         hc  —  ad   ds 


(16.) 


dz         {as-k-cf  de 


Da  5  nicht  constant,  so  ist  bc  —  ad  von  Null  verschieden. 

Nach    dem   genannten  Umlaufe   von   z   mögen   1^,1,   resp.  in   i[ji[   über- 
gehen, so  ergiebt  sich  aus  (14.)  und  (15.) 


also 
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(16.)  {  ^^'-''^ 

ybc  —  ad 

Da  aber  5,  folglich  auch  1^,  |,  algebraische  Functionen  von  z  sind,  so  lässt 
sich  dieses  Kesultat  auch  folgendennassen  aussprechen: 

Es  ist  Ä  der  Quotient  zweier  Integrale  1^,  g,  einer  linearen 
homogenen  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variabein  z  und  mit  in  z  ratio- 
nalen Coefficienten. 

Es  sei 

(17.)  fMi:  =  U^i,U,  (x  =  l,2,3) 

wo  ^^  ganze  rationale  und  homogene  Functionen  von  J^,  1^  n*~  Grades  be- 
deuten. 

Aus  den  Gleichungen  (11.)  folgt  alsdann 

(lÖ-)  yx  =  P+x(6i»6.)»  (*=1,2,3) 

Wenn  p,  |^,  1^,  y^  nach  einem  Umlaufe  von  z  resp.  in  q\  J[,  I^,  y^  über- 
gehen, so  dass 

y'r.  =  «xiyi  +  ««yi  +  «wy.»  (x  =  1,2,3) 

und  nach  Gl.  (16.) 

+x(s;,i;)  =  xx(ii,i.), 

360]  wo  Xx  ßhenfalls  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  n**"  Grades 
von  1^,  Ij  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  aus  (18.) 

Demnach  ist  —  eine  rationale  Function  von  s. 

.p  .0' 

Wenn  die  Function  ~  fiir  einen  Werth  von  s  verschwindet,  so  muss  für 

denselben  Werth 

«xi/i  +  «xf/i+«xt/i  =  ö  («  =  1,2,3) 
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sein,  d.  h.  da  die  Determinante  der  Grössen  a^  nicht  verschwindet, 

sein,  was  nicht  möglich  ist,  da  /*^(^),  f^{s)^  f^{s)  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  besitzen. 

Demnach  in  ~  eine  Constante.  Da  aber  q  eine  algebraische  Function 
Yon  jer  ist,  so  folgt,  dass  ^Wurzel  einer  rationalen  Function  von  js.   Also 

n.  Im  Falle  p  =  0  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
(A.)  abgesehen  von  einer  Wurzel  einer  rationalen  Function  als 
Factor  durch  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  «*•" 
Grades  des  Fundamentalsystems  von  Integralen  1^,1,  einer  alge- 
braisch integrirbaren  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  in  z  rationalen  Coefficienten  darstellbar*). 

Betrachten  wir  nunmehr  die  Gl.  (B.)  for  den  Fall  n  =  2. 

Es  sei 

(20.)  anyl  +  a«yl  +  a„y;+2a,,y,y,+  2a,,y,y,  +  2a„y,y,  =  0 

diese  Gleichung,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  >]^,  C^  ein  beliebiges  Werth- 
system  von  t],  C  bezeichnet,   welches   derselben   genügt,   und  wenn  man  setzt 


'  «• 


Aus  den  Gin.  (21.),  (22.)  ergiebt  sich  analog  wie  aus  den  Gin.  (10.),  (11.),  [361 
dass  zwischen  zwei  Zweigen  ^  und  s'  der  Function  ^  von  z  eine  bilineare 
Gleichung  von  der  Form  (13.)  stattfindet. 

Aus  dieser  Gleichung  folgert  man  wie  oben,  dass  ä  der  Quotient  zweier 
Integrale  1^,  S,  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  in  z  rationalen  Coefficienten  ist,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 
die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nicht  algebraisch 
integrirbar   zu   sein  braucht,  da  s  nicht  algebraisch  sein  muss.     Auch 


*)  Über  solche  Differentialgleichangen  zweiter  Ordnung  vergl  meine  Abhandlungen  in  Bobch«  Joum. 
Bd.  81,  S.  97  und  Bd.  85,  S.  1  »)• 


1)  Abb.  XX,  8.  11  und  Abb.  XXY,  8. 115  diMM  Baadei.    Bob. 
F«ebt,  rnttbem.  Werk«.   IL  43 
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för  diesen  FaU  gelten  die  Gin.  (18.),  und  in  diesen  sind  die  Functionen  c|>^ 
ganze  rationale  Functionen  zweiten  Grades,  während  q  constant  wird.  Dieses 
Resultat  ist  mit  dem  in  No.  2  gegebenen  übereinstimmend. 

7. 

Für  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (A.),  zwischen  deren  In- 
tegralen eine  Gleichung  (B.)  besteht,  ergeben  sich  nach  dem  Vorhergehenden 
folgende  Resultate: 

I.  Ist  der  Grad  n  der  Gleichung  (B.)  gleich  Zwei,  so  ist  die  Gleichung 
(A.)  übereinstimmend  mit  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  welcher 
das  Quadrat  jedes  Integrals  einer  beliebigen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  genügt. 

n.  Ist  n  grösser  als  Zwei,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichung  (A.) 
algebraische  Functionen  von  z. 

Btterbei  ergeben  sich  drei  Fälle: 

a)  Ist  die  Klasse  p  der  algebraischen  Gleichung  (B.)  grösser  als  Eins,  so 
ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen  Gleichung, 
welcher  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  genügt,  nicht  grösser  als 
Vier. 

b)  Ist  p  gleich  Eins,  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  Zwei, 
Drei,  Vier  oder  Sechs. 

c)  Ist  p  gleich  Null,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  abgesehen 
von  einer  Wurzel  einer  rationalen  Fimction  als  einem  für  alle  gültigen  Factor, 
rationale  ganze  und  homogene  Functionen  n^  Grades  des  Fundamentalsystems 
36a]  von  Integralen  |^,  |,  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten. 

Da  jede  algebraisch  integrirbare  Gleichung  (A.)  die  Eigenschaft  hat,  dass 
zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems  y^j  y^^  y,  eine  Gleichung  (B.) 
besteht,  so  sind  durch  diese^ Resultate  auch  alle  die  Fälle  erschöpft,  in  welchen 
eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  nur  algebraische  Integrale  besitzt. 

Heidelberg  1882. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  306,  Fussnote  p.  130  statt  p.  128, 

„    307,  Gl.  (28.)  (-5-6)«  statt  (^-a)«, 

JL  J. 

(Ti-ft'^- Statt  (7i-ß)(^, 
„     „  ,  Zeile  13  d  statt  ß, 

„  309,      „       8  dann  statt  so, 
„      „  ,  Gl.  (5.)  a„y„  statt  «18!^»+, 

„  311,  Zeile   3  v.  u.  Functionen  statt  Function, 

„  319,      „     10  (10.)  statt  (12.), 

„  322,     „     11  V.  u.  der  statt  vom, 
„      „  ,     „      3  Y.  u.  Es  sei  statt  Ist, 

„    325,  Gl.  (9.)  V-^dz  statt  i/A, 

„  826,  Zeüe  2  ±Ciy'^dyi  statt  c,yj(?y;, 

„  327,      „      3  V.  u.  Z7  von  z  statt  von  ü, 

„  330,     „     3  keine  statt  keiner,  einer  statt  einem; 

„  „    wurde  das  Formelzeichen  (£.)  auf  beide  Ungleichungen  bezogen, 

„  336,  Zeüe  12  v.  u.  wurde  Qt  in  ift^Vx  umgestellt, 

„  „  ,  letzte  Zeile,  wurde  vor  x  =  1,  2,  3  ein  »fODrc  unterdrückt« 

2)  Dem  Schlüsse  auf  S.  307,  Zeile  9—21  liegt  die  wesentliche  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  ^i)  der 
Quotient  zweier  Integrale  der  Differentialgleichung  (1.)  ist;  wäre  für  t)  als  Function  von  g  nichts 
weiter  bekannt  als  die  Gin.  (23.),  (27.),   so   könnte  man   nicht  schliessen,   dass  z  eine  algebraische 

Function  von  t)  sei,  sondern  es  könnte,  wenn  der  Rang  der  zwischen  -^  und  t]  bestehenden  algebraischen 

Gleichung  gleich  0  oder  1  wäre,  z  auch  eine  transcendente  Function  von  t]  sein  (vergl.  Fuchs,  Über 
Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  1884,  Abb«  XLIII  dieses 
Bandes,  und  Poincak^,  Sur  un  thdor^me  de  M.  Fuchs,  Acta  Mathem.  Bd.  YII,  1885,  S.  1  ff.).  In  einer 
späteren  Arbeit,  »Über  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen«,  Sitzungsberichte  der  K. 
preuss.  Akademie,  1890,  S.  469 ff.,  hat  Fuchs  für  den  in  Rede  stehenden  Nachweis  zwei  andere,  auf 
verschiedenen  Principien  beruhende  Yerfahrungsarten  entwickelt.  Sch. 


43* 
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ÜBER  FUNCTIONEN  EINER  BELIEBIGEN  ANZAHL  UNABHÄNGIGER 
VARIABELN,  WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG  DER  INTEGRALE  EINER 
GLEICH  GROSSEN  ANZAHL  GEGEBENER  FUNCTIONEN  ENTSTEHEN. 

(Sitznngsberichte  der  E.  prenss.  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Berlin,  1883| 
XX,  S.  507—516 ;  vorgelegt  am  5.  April ;  aasgegeben  am  26.  April  1883.) 


In   £riiheren   Arbeiten*)    habe  ich   mich   mit   den   Bedingungen  be-  [507 
schäftigt,  dass  die  Gleichungen 

f  V,(^i)d£r,+  /      fMd£]  =  tl„ 

f  V,(^i)d£^,+  /    UM^t  =  «*i 

eindeutig  lösbar  seien.  Es  ergaben  sich  ausser  den  Bedingungen,  welche  das 
Verhalten  von  f^{z)  und  f^(z)  in  der  Umgebung  von  singulären  Stellen  der 
Yariabeln  js  und  der  Integrale  dieser  Functionen  in  Bezug  auf  unendlich  oft 
wiederholte  Umläufe  betreffen,  die  beiden  Bedingungen,  dass  /*,(^),  f^{£f)  nicht 
gleichzeitig  für  ein  und  denselben  endlichen  Werth  von  js  verschwinden  dürfen, 
imd  dass  die  Gleichung 

für  nicht  mehr   als   zwei  Werthsysteme  (^,  fj^{z))  befriedigt   werden   darf,  und 

•  •  • 

*)  Vergl.  insbesondere  Abhandlangen  der  Qöttinger  Societ&t,  8.  Januar  1881*),  welche  Ab- 
handlung auch  im  Bulletin  des  Herrn  Darboüx,  Jahrgang  1881,  wiedergegeben  ist. 


1)  Abb.  XXXV,  S.  289ir.  diaMS  Baadaf.    Seh. 
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dass  diese  Losungen  den  Gleichungen 

Genüge  leisten. 

508]  Im  Folgenden  erlaube  ich  mir  mit  Hülfe  der  in  meinen  genannten  Ar- 
beiten angewendeten  Frincipien  die  Verallgemeinerung  dieser  letzteren  Be- 
dingungen für  die  eindeutige  Lösbarkeit  der  Gleichungen 

2*  /     fM)  ^^i  =  ^kf  (Ä  =  1, 2, . . .,  n) 

wenn  n  einen  beliebigen  Werth  hat,  zu  liefern,  indem  ich  mir  für  eine  andere 
Gelegenheit  vorbehalte ,  auf  die  Zusammenstellung  der  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  für  die  eindeutige  Lösbarkeit  dieser  Gleichimgen  in 
dem  allgemeinen  Falle  überhaupt  —  in  Übereinstimmung  mit  den  Methoden 
meiner  oben  citirten  Arbeiten  —  näher  einzugehen. 

1. 

Es  seien  /*j(^),  fji^)^  .••»  fS^)  Functionen  der  Beschaffenheit,  dass  jede 
symmetrische  Function  der  den  Gleichungen: 

(A.)  S  (  'fk{^i)ä^i  =  w»  (Ä=  l,2,,..,n) 

genügenden  Werthe  -8?^,  ^j,  ...,  2?^  eine  eindeutige  Function  der  unabhängigen 
Variabein  w^,  «^,,  ...,  ^n  darstelle.  Die  Grössen  *i,  *,»•••)  *«  bedeuten  willkür- 
lich gegebene  Constanten,  und  es  wird  vorausgesetzt,  dass  in  jeder  der 
n  Gleichungen  das  auf  dieselbe  Variable  z.  bezügliche  Litegral  auf  demselben 
Wege  ausgeführt  werde. 

Es  seien  c^,  c^,  ...,  ^«  gegebene  Werthe  von  z^^  z^^  •••»  -^^  ^^^  r^,  r^,  ...,  ^« 
zugehörige  Werthe  von  «^j,  w^,  . . .,  w^.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  ^^^^  <^,?  •  •  •>  ^„ 
nicht  zu  den  singulären  Werthen  einer  der  Functionen  f^{^)}f^{^)}  ••m^('0  8^ 
hören.  Alsdann  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (A.)  nach  dem  TAYLORSchen 
Satz  : 

(!•)     ^ifk{Ci){z,-cO'\'jtifi{^^^^^  (Ä  =  l,2,...,n) 

WO 


/2"W  =  ^- 


UHKEHRUNG  DER  INTEGRALE  VON  FUNCTIONEN.  343 

Wenn  die  Grössen  ^^^  <^,,  •••!  ^«  ^o  beschaffen  sind,  dass  die  Determinante 

i>  =  s±A(o/;(o.../n(o 

nicht  verschwindet,  alsdann  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (1.)*)  ^  [5^9 
;8f,  — Cj,  ;8fj— c,,  ...,  i8r^— c^  Darstellungen  durch  Reihen,  welche  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  w^— ^i»w,— v^,  •••»^«"■^«  entwickelt  sind.  Demnach  sind 
in  diesem  Falle  -sr^,  ^^,  ...,  ^^  in  der  Umgebung  der  Werthe  v^v^,  ...,v  von 
Wj,  w,,  . . .,  w^  eindeutig. 

Setzen  wir  dagegen  voraus,  dass  ^^i  c,,  ...,  c^  so  beschaffen  sind,  dass 

(B.)  D  =  0 

ohne  dass  jedoch  die  Unterdeterminanten  erster  Ordnung  Null 
sind,  alsdann  kann  man  z.  B.  aus  den  ersten  n  — 1  Gleichungen  (1.) 
'^f—^«» '^•"^s*  •••»  ^n""^«  durch  Reihen  darstellen,  welche  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  2?,  —  c  .  w.  —  v, ,  w. — v. ,  . . . ,  w    .  —  v.  ,  fortschreiten. 

Bezeichnen  wir  die  mit  /^^(c.)  multiplicirte  Unterdeterminante  von  D  mit 
8lj^,  so  ist 

+  «..n-iK-i-t'n-t)  +  P*+  P<|+  •••,  (t  =  2,3,...,n) 

wo  P^  eine  homogene  Function  /**  Ordnung  der  Variabein 

^1-^1»    «*i-^»   «*.-^>    •••»   «n-i-^'n-i 

bezeichnet,  imd  wo  die  «^  Unterdeterminanten  der  Determinante  Sl^^  darstellen. 
Setzt  man  die  Werthe  (2.)  in  die  n**  der  Gleichungen  (1.),  so  erhält  man 
gemäss  Gleichung  (B.) 

wo  jD^  eine  ganze  homogene  Function  von  ^j— ^i?  w^  — v^,  w,— v^,  ...,  w^.^— »^^^ 
/*"  Ordnung  bezeichnet. 

Wenn  nicht  alle  Glieder  der  unendlichen  Reihe  Q^,  ö,,  ...  £ur 
w,  =  r  .  w.  =  V.,  . . .,  w  =  i;  und  fiir  einen  beliebigen  Werth  von  z.  ver- 
schwinden,  so  sei  unter  den  von  Wj— v^»  w,— v,»  •••»  w^.|— v„-t  unabhängigen 
Gliedern  Cj^z^  —  cJ"  das  von  der  niedrigsten  Ordnung.     Alsdann  würden  sich 

*)  Vergl.  Jacobi  in  Grelles  Journal  Bd.  6,  S.  274  >). 


1)  JMobi«  Wtrk«,  Bd.  6  (1891),  S.  47.    Seh. 
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aus  der  Gleichung  (C.)  für  willkürliche  Werthe  von  w^— r^,  w,— r,, ...,  w^— v^, 
deren  Modul  hinlänglich  klein,  m  Werthe  von  ^^  —  c^  ergeben,  deren  Moduln 
ebenfalls  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleiben*).  Es  würde  sich  demnach 
510]  in  der  Umgebung  von  w^  =  v^,  w^  =  v^,  . . .,  w^  =  v^  nicht  jede  sym- 
metrische Function  von  -s^,, -s^,,  ..., -2?^  eindeutig  verhalten,  und  ^^war  würden 
Uj^  =  Vj^  wirkliche  singulare  Stellen  derselben  sein,  weil,  wenn  u^  auf  willkür- 
lichem Wege  in  v^  einrückt,  gleichzeitig  z^  =  c.  wird. 

Wenn  dagegen  keines  der  Glieder  Q,,  Q^,  ...  ein  von  Uj^—v^  imabhängiges 
Glied  enthält,  so  wird  der  Gleichung  (C.)  gemäss,  wenn  die  w^— v*  ^inendlich 
klein  erster  Ordnung  werden,  der  Ausdruck 

unendlich  klein  zweiter  Ordnung  sein,  d.  h.  es  würde  zwischen  diesen  unend- 
lich kleinen  Grössen  die  Gleichung 

(3.)  «n(«*i-t^i)  +  «.iK-«'.)  +  -  +  «ni(Wn~0   =    0 

stattfinden. 

Demnach  würden**)  die  z.  nur  dann  in  die  c^  eintreffen  können, 
frenn  die  letzten  Wegelemente,  auf  welchen  Uj^  nach  v^  gelangt, 
von  einander  abhängig  werden,  also  u^^u^^  ...^u^  nicht  mehr  als 
von  einander  unabhängige  Variabein  sich  verhalten. 

Wenn  die  Grössen  Q^^,  Q,,  ...  kein  von  w^  — v^^  unabhängiges  Glied  ent- 
halten,  so   wird   die  Gleichung  (C.)  fiir  beliebige  Werthe  z^  befriedigt,   wenn 

*)  Dieses  ergiebt  sich  am  einfachsten  aus  einem  Satze,  welchen  Herr  Weierstrass  in  einem  litho- 
graphirten  Hefte,  betitelt:  »Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  mehrerer  Veränderlichen 
sich  beziehjsnde  Sätze,  zusammengestellt  und  dem  mathematischen  Verein  zu  Berlin  übergeben.  Berlin, 
H.  S.  Hermanne,  S.  1—6^),  bewiesen  hat.  Dieser  Satz  des  Herrn  Weierstrass  lässt  sich  kurz  dahin  aus- 
sprechen: Eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  n+1  Variablen  o;,  o^i,  o?,, . . .,  o:»  fortschreitende  Beihe 
510]  F{x^x^tX^,.,.^Xf^)  von  der  Beschaffenheit,  dass  Jr(a;,  0, ..  .,0)  =  F^{x)  nicht  für  jeden  Werth  von  x 
verschwindet,  und  zwar  so,  dass  die  niedrigste  in  Fq{x)  auftretende  Potenz  von  x  die  m^  sei,  lässt  sich  für 
hinlänglich  kleine  Moduln  der  Variablen  in  ein  Product  zweier  Factoren  zerlegen,  wovon  der  eine  für  ver- 
schwindende Werthe  der  Variablen  weder  Null  noch  unendlich  vdrd,  der  andere  aber  die  Foni^  hat 
Ä^+A*'"'"* +  •••+/'»,  wo  /]k  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  n  Variablen  d;x,  o:^, ...,  ic^  fort- 
schreitende Beihe  darstellt. 

**)  Vergl.  meine  citirte  Abhandlung  in  den  Abh.  der  Göttinger  Societät'),  No.  4. 


1)  Weientram*  Werke,  Bd.  H  (1895),  S.  186  ff.    Seh. 
t)  Abh.  XXXY,  8. 889  ff.  dieaes  Baadee.    Soh. 
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Uj^  =  Vf^^  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (1.)  w^  =  r^ 
setzt,  so  werden  dieselben« identisch  fiir  die  Variable  z^  befriedigt,  wenn  man 
für  z.  —  c^  (i=  2,  3,  ...,ii)  die  nach  Potenzen  von  ^^  —  c^  fortschreitenden  Reihen 
(2.)  substitnirt. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  in 
der  Umgebung  von  u^  =  v^,  welchen  die  Werthe  ^^  =  c.  entsprechen, 
fiir  die  J)  =  0,  jede  symmetrische  Function  von  ^^j  ^,,  ...? 'S^«  sich  ein- 
deutig verhalte,  ist  also  die,  dass  die  Integrale  von  n  —  l  der  Diffe- 
rentialgleichungen 

(D.)  X/iWd-^^  =0  (Jfc  =  l,2,...,n) 

1 

mit  den  Anfangswerthen  z.  =  c.  auch  der  n**"  dieser  Differential- 
gleichungen geniigen. 

2.  [5" 

Sind  ^j,  -8^,,  -.-j  ^«  Functionen  einer  Variabein  C,  welche  die  gleichzeitigen 
Werthe  z^  =  c,  erhalten  und  den  DiflFerentialgleichungen  (D.)  genügen,  so 
folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

(1.)  %ihip.){^  =  0,  (t  =  l,2,...,n) 

(2.)  S./;XcJ  (■§)]+ X/;(0  (4^^^        0,  (Jfc=  l,2,...,n) 

WO  f-^j ,  {-^  die  Werthe  von  -^,  -^  für  die  Anfangswerthe .  z^  =  c<  be- 
zeichnen. 

Vermöge  der  Gleichung  (B.)  werden  die  Gleichungen  (1)  gleichzeitig 
befriedigt,  und  man  erhält 

(3.)  (t).=  »"-. 

wo  m  eine  beliebige  der  Zahlen  1 ,  2, . . . ,  n  bedeutet  und  q  von  i  unabhängig  ist. 
MultipUcirt  man  die  Gleichungen  (2.)  der  Reihe  nach  mit  21^ ,  21^, ...,  2t«j 
und  addirt  dieselben,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (B.) 


(4.)  %ti^Jiic,){^'^=  0, 


wo  fiir  /  eine  beliebige  der  Zahlen  1,  2,  ...,  n  gewählt  werden  kann. 

Fnehs,  matkem.  Werke.    II.  44 
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Substituirt  man  die  Werthe  (3.)  in  (4.),  so  folgt 


N  N 


S»S<a«/i;(c<)8P^  =  0, 


1       1 


oder  mit  Bücksicht  auf  die  aus  (B.)  sich  ergebende  Eigenschaft 


Wi 


a. 


«-..' 


m^k 


(!>•) 


«„^  +  «-4?  +  -  +  «-f  =  0. 


de,  •  ^"•"  ac. 

Die  Grössen  c^,  c,, ...,  c^  waren  willkürlich  und  nur  durch  die  Gleichung 
(B.)  verbimden.     Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

Sind  ^j)  ^,, .-., -2^«  beliebige  Variabein,  welche  nur  durch  die 
Gleichung 

(E.)  A  =  j:±fMfM...fnM  =  0 

512]  mit  einander  verbunden  sind,  so  ist  unter  Voraussetzung  der 
eindeutigen  Lösbarkeit  der  Gleichungen  (A.) 


(F.) 


^     äA        .     dA  .      dA 


WO   -4^^  den  Coefficienten   von  fj^(z)   in   A   bedeutet  und  m  irgend 
einederZahlenl,  2,  ...,nbezeichnet. 

3. 

Es  seien  ^,,  ^,,  •••)'2^j„-i  Werthe,  welche  sämmtlich  der  Gleichung 

genügen,  wo  Aj^  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnet. 

Ist    a,  /3,  . . .,  1/    irgend    eine    Combination    von    n    Zahlen    der    Beihe 
1,  2, ...,  2n— 2,  so  ist 

/t(0  AM  •••  fM 


(E'.) 


A(a, /?,...,!/)  = 


/-(O  /'«M   •••  /«W 


=  0. 


Solcher  Gleichungen  erhält  man  demgemäss 

(2n--2)(2n-3)...(n  +  l) 


1.2...n~2 
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Zu  jeder  derselben  gehört  nach  dem  Satze  voriger  Nummer  eine  Gleichung 
der  Form 


+  A^^{a,ß,...,v) ^-^ '-J-  +  ... 

+  -*«»(«»  p>"->v; 5- —  u, 


dz. 


♦ 


WO  -4^(a,/J, ...,  v)  den  Coefficienten  von  fjjs^)  in  A(a, /J,  ...,v)  bezeichnet. 

Von  den  2n— 2  Werthsystemen  {^^ifi{^^)  können  n— 1  beliebig  gewählt 
werden,  während  die  übrigen  n  — l  dadurch  bestimmt  sind. 

Wählen  wir  {^^^  f^i^^))  für  i  =  1,  2, ...,»  — 1  als  die  willkürlichen  imd  be- 
zeichnen der  Kürze  halber 

A(l,  2,  ...,n  — 1,  p)   für   p  =  w,  n  + 1,  . ..,  2n  — 2  [513 

mit  A    imd  den  Coefficienten  von  fj^{^i)  in  A    mit  -4^(p),  so  ist 


(2.) 


^^(a,ß,...,v)    _ 


wenn  a,  ß, ...,  v  von  i  verschieden  sind,  und 


(2a.) 


wenn  eine  der  Zahlen  a,  /3,  ...,  1/  mit  i  übereinstimmt. 
Ebenso  ist 

(3.)  ^ -  0, 

wenn  a^ßj...yv  von  9  verschieden  sind,  aber 


(3a.) 


aA(a,/8,...,t;)    _   ^ig(«, /?,.-■,  y)  öA, 


^ 


wenn  eine  der  Zahlen  a,  /3,  ..4, 1/  mit  q  übereinstimmt. 

Setzt  man  die  Werthe  (2.)  bis  (3a.)  in  (F.)  ein,  so  erhält  man 

(2n-2)(2n-3)...(n  + 1) 
1.2...n-2 

44* 
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lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  2n  — 2  Grössen 

ÖA^    ÖA,  _aA^    aA.    ÖA^    ÖA^  aA^,, 

Es  bestimmen  2n  — 2  derselben  die  Verhältnisse  dieser  Grössen,  folglich 
nach  den  Gleichungen  (2.)  bis  (3a.)  die  Verhältnisse  irgend  zweier  Ab- 
leitimgen  der  Determinanten  A(ay/3,  ...,i;),  und  zwar  ergeben  sich  vermöge 
der  zwischen  den  Grössen  -4^.(a,/J, ...,  v)  stattfindenden  Relationen  die  Glei- 
chungen 

aA  aA 

(H.)    il«,(t,n,n  +  l,...,2n--2)-^  +  ^^(i,n,n  +  l,...,2n-2)-^  =  0 

(»  =  1, 2, . . . ,  n—  1,  ^  =  n,  n+ 1, . . . ,  2n— 2). 

514]    Demnach  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.) 


a^ 


(4.)       -^^«,(i,n,n  +  l,...,2n-2)-il^(i,n,n  +  l,...,2n-2)  =  0. 


Hieraus  ergiebt  sich: 

Wenn  die  Gleichungen  (A.)  eindeutig  lösbar  sind,  so  finden 
zwischen  den  Grössen  ^j» -8^,»  •.•>  ^j«-«»  welche  der  Gleichung  (G.)  ge- 
nügen, die  n  Differentialgleichungen 


fn-a 


(J.)  S<  /■»(•^i)  äZi  =  0  (*  =  1, 2 n) 

1 

statt. 

Man  sieht,  dass  für  unsere  Functionen  fJljs)^fJi^)i'*"ifS^)  ®"^  ähnliches 
Theorem  besteht,  wie  für  die  Differentialquotienten  der  Integrale  erster  Gat- 
tung der  algebraischen  Functionen.  Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  wir  dieses 
Theorem  in  unserem  allgemeinen  Falle  aus  der  Voraussetzung  der  eindeutigen 
Lösbarkeit  der  Gleichungen  (A.)  direct  herleiten  konnten.  Selbstverständlich 
gilt  unsere  Deduction  auch  für  den  speciellen  Fall  des  Theorems  bezüglich 
der  AsELSchen  Integrale,  welcher  in  der  Theorie  der  AsELschen  Functionen 
mit  Hülfe  des  AsELschen  Theorems  hergeleitet  wird*). 


*)  Yergl.  BiEMANN,  Theorie  der  ABELschen  Functionen,  in  Borchabdts  Journal,  Bd.  54^),  No.  14. 


1)  Biemuuii  Werke  (1892),  Abb.  YI,  8. 100  ff.    Sek. 
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4. 

In  gleicher  Weise ,  t^rie  ich  es  für  den  besonderen  Fall  n  =  2  bewiesen 
habe*),  gilt  hier  der  Satz: 

I.  Damit  die  Gleichungen  (A.)  eindeutig  lösbar  seien,  dürfen 
nicht  fJ(ßl)ifX^)i""ifS^)  gleichzeitig  für  ein  und  denselben  end- 
lichen Werth  von  z  verschwinden. 

Dieses  vorausgesetzt,  folgern  wir  aus  dem  Vorhergehenden  den  Satz: 

n.  Die  Gleichung  (G.)  wird  durch  nicht  mehr  als  2n  — 2  Werth- 
systeme  {z^ifJ^fS^)  mit  endlichem  z^  befriedigt. 

Denn  genügt  ausser  den  Werthsystemen  (^^, /^(^J)  für  t  =  1,  2, ...,  2n— 2 
noch  z  =^  z^^  f^{z)  =  /jC^),  80  hat  man  nach  dem  Satze  der  vorigen  Nummer 
(Gleichung  (J.)) 

(1.)  I^ifk(^i)äz   =  0  (Ä=l,2,...,n)    [515 

imd 

(2.)  Sl/iC-^J  ^^  -  fki^a)  ^^a  +  /»(«*)  äz'  =  0,  (Ä  =  1, 2, . . .,  n) 


wo  a  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...,  2n  — 2  bedeutet. 

Durch  Subtraction  von  (1.)  und  (2.)  ergiebt  sich 

(3.)  Uißf')  dz'  -  /;(£r J  dz^  =  0.  (t  =  1, 2, . . .,  n) 

Da  n— 1  von  den  Grössen  ^  willkürlich  gewählt  werden  können,  so  seien 
z.B.  -STj,  £r^,  ...,  ^^.j  willkürlich  veränderlich.  Aus  (3.)  folgt  z.B.  successive 
für  a  =  1,  a  =  2 

(4.)  fMdz,  =  fMdz,,  (t  =  l,2,...,n) 

woraus  sich  die  Gleichungen 

(5.)  TM  -/•.(..)  (*-1.2....,n) 

ergeben  würden,  welche   nicht  Statt   haben   können,    da  z^j  z^  von  einander 
unabhängig  sind. 

Es  ist  ausserdem  dem  Satze  I.  zu  Folge  nicht  möglich,  dass  die  Gleichimg 
(G.)  durch  einen  constanten,   d.  h.  von  z^y  z^^  •••>'2^«-i  unabhängigen  endlichen 

*)  S.  z.  B.  meine  erwähnte  Arbeit  in  den  Abhandlangen  der  Gott.  Societät,  8.  Jan.  1881  *),  No.  3. 


;)  Abb.  XXIY,  8.  289  ff.  dieM  Buido«.    Seb. 
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Werth  js  =  b  befiriedigt  werde,  da  dieses  nur  geschehen  könnte,  wenn  (G.) 
für  willkürliche  Werthe  von  A^j  A^y  ...,  A^^  durch «^  =  b  befiriedigt  würde, 
oder  dass  fX^)if%{^)i  -"ifnif^)  gleichzeitig  für  ^  =  6  verschwinden  würden. 

5. 

Sind  jsf^j  £r^^j, . . .,  z^^^  unabhängige  Variabein,  und  bestimmt  man  die  Coeffi- 
cienten  A^^  A^^ . . .,  -4^  so ,  dass  die  Werthsysteme  (^,.,  /i(^,))  für  i  =  n,  n+1, . . .,  2n— 2 
der  Gleichung  (G.)  genügen,  so  sind  die  übrigen  Werthsysteme  {^ijfj^i^i))  für 
i  =  1,  2,  ...,  n— 1,  welche  (G.)  genügen,  Functionen  von  ^^,  ^^^j,  ...,  ^^_,,  und 
es  finden  zwischen  ^^^  ^^j  •••»'^f«-«  ^^^  Gleichungen  (J.)  statt. 

Sind  insbesondere  ^„+, ?  ^3^^+, j  •  •  •  ?  ^^^tn-i  Constanten,  und  zwar  z^^.  =  y.^  so 
werden  -s^j ,  ^, ,  . . . ,  ^„_j  Functionen  von  z^ ,  welche  den  Differentialgleichungen 
(D.)  genügen.     Hieraus  folgt: 

I.  Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichungen  (D.) 
ist  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung 


516] 


(K.) 


/«W  /«(O  fn{Yi)  ..•  /«(y«.i) 


=  0 


mit  der  Unbekannten  z  dargestellt,  in  welcher  y  »  y.»  •••>  y„«,  will- 
kürliche Constanten  bedeuten. 

Aus  der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich: 

n.  Die  Gleichung  (K.)  wird  durch  nicht  mehr  als  n  — 1  Werthen- 
paare  (^,  ^(^))  (Functionen  von  ^^,/i(-8rJ)  befriedigt. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  845,  Gl.  (2.)  wurde  >=  Oc  hinzugefügt, 

„    850,    „   (K.)  und  Zeile  5  v.  u.  wurde  y«-«  statt  y^.j  gesetzt. 


SCH. 


xin. 

SUR  UN  D^VELOPPEMENT  EN  FBACTION  CONTINÜE. 
PAR  CH.  HERMITE  ET  L.  FUCHS. 

(Acta  Mathematica,  t.  4,  1884,  p.  89—92.) 


1.   Extrait  d'une  lettre  adress^e  ä  M.  Hermite  par  M.  Fuchs.  [89 

Peut-^tre  vous  interessera-t-il  de  voir  la  maniere  dont  je  me  suis  d6- 
montr^  votre  th^oreme  ainsi  ^nonc^: 

»Soit  a  et  ß  deux  exposants  dont  la  somme  a  +  /3  =  &,  k  etant  entier  et 
positif,  et  -^  la  reduite  d' ordre  n  du  developpement  en  fraction  continue  de 
{x~-af{x-'hf.  Les  polynomes  A  et  B^  des  degres  n  et  n  +  &,  se  d^termineht, 
sauf  un  facteur  constant,  en  posant: 

(I.)  D;;[(a:-a)"+«(a:-6)"+^]  =  (a:-a)«(:c-6/^, 

D'abord  comme  on  peut  changer  Texpression  (a;  — a)''(ir— 6/  au  moyen  d'une 
Substitution  lineaire  et  entiere  en  ^""(l  — ^)'',  je  considere  immediatement  une 
teile  expression,  ou  plutot  rr^(l  — a;)**,  en  mettant  A  et  fi  au  lieu  de  a  et  ß. 

Je  me  restreindrai  ä  la  demonstration  de  la  formule  (I.),  parce  qu'on 
peut  proc^der  de  la  m^me  maniere  pour  prouver  la  seconde. 

II  suit  d'une  formule  donn^e  par  Jacobi,  dans  un  memoire  posthume  [90 
(Journal  de  Borchaädt  t.  56,  p.  149^),  §  3),  que  Ton  a  T^quation: 

(1.)     D~[a;~+^(l-x)'*+'*]  =  (l  +  A)(2  +  A)...(n  +  A)a;^(l-a;)'*F(-n,Ä  +  n  +  l,  1  +  A,x). 


1)  Jacobi,  Werke,  t.  YI  (1891),  p.  144  et  euT.    Sek. 
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Or  on  peut  poser: 

(2.)  :c\l-xr  =  (;^,(:.)±^(^-\)-^7^-^^)j'(a,  1.  1  +  *,1). 

GJi^x)  6tant  un  polynome  entier  du  degr6  k.     En  developpant 

2^(^,1,4  +  1,1) 

en  fraction  continue,  on  voit  que  le  d6nominateur  de  la  r^duite  d' ordre  n  est 
identique  ä  la  quantite  A  (sauf  un  facteur  constant),  et  Ton  d^duit  des  for- 
mules  de  BfemE  (Journal  de  Borchardt,  t.  57,  p.  231,  et  aussi  Handbuch 
der  Kugelfunctionen,  t.  I,  chap.  V),  sauf  un  facteur  constant: 

(3.)  A  ■=  F(-n,  Ä  +  n  +  1,  1  +  A,  a;). 

On  peut  donc  substituer  dans  Tequation  (1.)  ä  la  fonction 

JF(-n,  Ä;  +  n  +  l,  1  +  A,  a;), 

la  quantite  Aj  ce  qui  d^montre  la  premiere  de  vos  deux  formules. 
Heidelberg,  17.  Octobre  1883. 


91]   2.    Extrait  d'une  lettre  adressee  ä  M.  Fuchs  par  M.  Hermite. 

...  Je  me  permets  maintenant  de  vous  communiquer  une  autre  maniere 
de  parvenir  au  resultat  que  vous  avez  Stabil.  Sous  ce  nouveau  point  de  vue, 
je  puls  supposer  k  indiff^rement  positif  ou  negatif,  j'admettrai  seulement 
lorsque  le  second  cas  se  präsente  que  n  +  A;  soit  positif.  Cela  etant,  je  pose, 
en  developpant  suivant  les  puissances  descendantes  de  la  variable: 


e' 


(a:-ar«(a;-6r^  =  P  +  ^  +  _^... 


9 


P  d^signant   la  partie   entiere,  et  je  prends  les  d^riv6es  d' ordre  n  des  deux 
membres  de  cette  ^galite. 
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J'obtiens  ainsi 


Ä"^*        X' 


et  cette  relation  met  imm^diatement  en  ^vidence  que  — j-  est  la  r^duite 
d' ordre  n  du  d^veloppement  en  fraction  continue  de  la  quantit^ 

{x-aY{x-hf, 

le  num^rateur  ^tant  du  degr6  n  +  ft,  et  le  d^nominateur  du  degr^  n. 
On  parvient  ä  la  mSme  r^duite,  si  Ton  part  de  l'^galit^  suivante: 

oü  la  partie  entiere  Q  est  du  degr6  2»  +  Ä;. 

En  prenant  en  eflFet  la  d6riv6e  d' ordre  n-\-k  des  deux  membres,  nous 
trouvons : 

et  comme  tout  ä  Theure  on  en  conclut  que  *^  ^  est  une  r^duite  du  [9a 
d^veloppement  de  (a;  —  «)""  (ic  —  6)"^. 

La  fraction  inverse  Yv^^k'n  ^^t  par  cons^quent,  d'apres  le  degr^  de  son 
denominateur,  la  r^duite  d' ordre  n  de  la  quantit^  (rr— a)"(aj  — 6/,  et  vous  voyez 
que  vous  pouvez  ecrire,  sauf  un  facteur  constant: 

Ces  relations  mettent  en  evidence  une  liaison  bien  singuliere,  et  que  jusqu'ici 
je  n'ai  point  chercli^  ä  approfondir,  entre  Pj  Qy  A  et  -B;  je  me  contenterai 
d'avoir  Stabil  par  la  premiere  le  r^sultat  que  j'avais  en  vue. 

Paris,  1.  F6vrier  1884. 


Fachs,  mathem.  Werkt.    IL  45 


xim. 

ÜBER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
DEREN  INTEGRALE  FESTE  VERZWEIGUNGSPDNKTE  BESITZEN. 

(SitzoDgsbericbte  der  Königl.  preossiBcheii  Akademie  der  WissenscbafteD  za  Berlin, 
1884,  XXXn,  S.  699—710;  vorgetragen  am  26.  Jnni;  ausgegeben  am  3.  Juli  1831) 


Ist  eine  Differentialgleichung  gegeben,  so  kann  man  nach  einem  be-  [699 
kannten  Satze  von  Caucht  ein  und  nur  ein  Integral  finden  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  für  einen  wülkürlich  angenommenen  Wertib  s^  der  unab- 
hängigen Variabein  e  das  Integral  y  und  seine  n—t  ersten  Ableitungen 
y',  j/*", . . .,  y"""  willkürlich  vorgeschriebene  Werthe 

y  = -^i  »'  =  1..  y""  =  TJi.  •••,  y"'"  =  ik- 
erhalten,  wenn  zugleich  festgesetzt  wird,  welchen  von  den  aus  der  Differential- 
gleichung sich  ei^ebenden  diesen  Werthen  zugehörigen  Werthen  der  n*""  Ab- 
leitung y'"'  man  gewählt  hat.  Wir  wollen  der  Kürze  halber  diese  Bestimmungs- 
stücke eines  Integrals  der  Differentialgleichung  nach  der  Analoge  der  in  der 
Mechanik  gebräuchlichen  Bezeichnung  die  Anfangswerthe  des  Integrals 
nennen.  Diejenigen  Werthe  von  «,  für  welche  sich  das  Integral  y  verzweigt, 
wollen  wir  als  die  Verzweigungspunkte  desselben  bezeichnen.  Es  ergiebt 
sich  nun,  dass  im  Allgemeinen  diese  Punkte  in  zwei  Kategorien  zerfallen, 
nämlich  in  solche,  welche  von  den  Anfangswerthen  abhängen  und  sich  mit 
der  stetigen  Änderung  der  letzteren  stetig  verschieben,  und  in  solche,  welche 
feste  Lagen  in  der  ^-Ebene  haben.  Man  kann  es  als  eines  der  wesentlichsten 
Merkmale  einer  linearen  Differentialgleichung  bezeichnen,  dass  dieVerzweigungs- 
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punkte  ihrer  Integrale  sämmtlich  zur  zweiten  Kategorie  gehören,  und  eben 
diese  Eigenschaft  ist  es,  welche  den  Verlauf  der  Integrale  bei  den  linearen 
Differentialgleichungen  übersichtlicher  macht  als  bei  den  nicht  linearen.  Ich 
habe  mir  daher  die  Aufgabe  gestellt,  diejenigeij  Differentialgleichungen  über- 
haupt zu  characterisiren ,  deren  Integrale  nur  Verzweigungspunkte  der  zweiten 
Kategorie  besitzen.  Im  Folgenden  erlaube  ich  mir,  die  Resultate  meiner 
Untersuchung  zunächst  f&r  den  Fall  der  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zu  entwickeln.  Aber  man  wird  aus  der  Darstellung  erkennen,  dass  im 
Wesentlichen*  dieselbe  Methode  für  die  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nimg ihre  Gültigkeit  behält. 

700]  Eine  weitere  Eigenschaft  der  linearen  Differentialgleichungen,  welche  sich 
aus  dem  Verhalten  ihrer  Integrale  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes 
ergiebt,  ist  die,  dass  die  Qrössen,  welche  die  Art  der  daselbst  erfolgenden 
Verzweigung  des  Integrals  bestimmen,  ebenfalls  von  den  Anfangswerthen  des- 
selben unabhängig  sind,  in  dem  Sinne,  dass  jene  Grössen  sich  nicht  stetig 
mit  diesen  Anfangswerthen  ändern.  Um  daher  diejenigen  Klassen  von  Diffe- 
rentialgleichungen zu  finden,  welche  den  linearen  Differentialgleichungen  am 
nächsten  stehen,  muss  die  Aufgabe  behandelt  werden:  Es  soll  angegeben 
werden,  welche  unter  den  Differentialgleichungen  mit  nicht  verschiebbaren 
Verzweigungspunkten  der  Integrale  die  Eigenschaft  haben,  dass  auch  die 
Grössen,  welche  die  Art  der  in  festen  Punkten  stattfindenden  Verzweigungen 
der  Integrale  bestimmen,  sich  nicht^  mit  den  Anfangswerthen  derselben  stetig 
ändern.  Die  Resultate  der  auf  diese  Au%abe  gerichteten  Untersuchung  hoffe 
ich  bei  anderer  Gelegenheit  vorlegen  zu  können. 

1. 
Es  seien  drei  Grössen  x^y^  z  durch  eine  Gleichung 
(1.)  F{x,y,z)  =  0 

mit  einander  verbunden  von  der  Beschaffenheit,  dass  F  eine  ganze  rationale 
Function  von  y  und  z  mit  von  x  abhängigen  Coefßcienten  darstellt.  Femer 
sei  D{Xyy)  die  Discriminante  der  algebraischen  Function  ^  von  y,  so  dass  also 

(2.)  D{x,y)  =  0 

die    Resultante    der   Elimination    von   z    zwischen    Gleichung    (1.)    imd    der 
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Gleichung 

ist.  Bedeutet  y  =  iQ  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2.),  z  =  Q  eine  den  Glei- 
chungen (1.)  und  (3.)  gemeinschaftliche  Wurzel,  wenn  in  denselben  y  durch 
7]  ersetzt  wird,  und  substituirt  man  in  (1.) 

SO  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

(5.)  F,{x,u,v)  =  0, 

wo  F^  eine  ganze  rationale  Function  von  u  und  v  mit  von  x  abhängenden 
Coefficienten  darstellt. 

Es  sei  B  ein  Gebiet  der  rr-Ebene,  innerhalb  dessen  i]  und  C  überall  [701 
eindeutig  und  stetig  verlaufen  und  der  Modul  der  Differenz  zwischen  •»]  und 
einer  von  iq  im  Allgemeinen  verschiedenen  Wurzel  der  Gleichung  (2.)  nirgends 
imterhalb  eine  gewisse  Grenze  herabsinkt,  so  ist  für  alle  Werthe  von  x 
dieses  Gebietes  und  für  alle  Werthe  von'  u  innerhalb  eines  hinlänglich  kleinen 
in  der  w-Ebene  um  u  =  0  beschriebenen  Kreises  K  die  Discriminante  D^{XjU) 
von  F^{XjU^v)  mit  Ausnahme  des  Mittelpunktes  dieses  Kreises  von  Null  ver- 
schieden; fär  u  =  0  aber  ist  D^{XjU)  Null  für  jedes  x  des  Gebietes  B.  Jede 
Wurzel  V  der  Gleichung  (5.)  lässt  sich  für  alle  Werthe  x  des  Gebietes  B  und 
die  Werthe  u  des  Gebietes  K  in  der  Form 

(6.)  V  =  goU^'+g.u  «  +<7.u  "  +... 

darstellen,  worin  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  auch  Null,  u 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  worin  g^^g^iQ^^  ...  innerhalb  B  stetige 
und  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  welche  demnach  innerhalb  eines  um 
einen  Funkt  a  des  Gebietes  B  beschriebenen  ganz  in  dieses  Gebiet  fallenden 
Kreises  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt  werden  können. 

2. 

Wenn  die  Verzweigungspunkte  der  Integrale  einer  Differentialgleichung 
sich  mit  den  Andenmgen  der  Anfangswerthe  stetig  verschieben,  so  wird  man 
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im  Allgemeinen  die  letzteren  so  variiren  können,  dass  jeder  Punkt  eines  ge- 
wissen Gebietes  der  unabhängigen  Variabein  Verzweigungspunkt  wird. 

Umgekehrt  wenn  die  Verzweigungspunkte  sich  nicht  mit  den  Änderungen 
der  Anfangswerthe  stetig  verschieben  sollen,  so  darf  es  nicht  geschehen,  dass 
man  Integrale  bestimmen  könne,  welche  sich  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  gewissen  Gebietes  der  unabhängigen  Variabein  verzweigen.  Sind  nämlich 
a,  a',  a",  ...  einander  hinlänglich  nahe  gelegene  Punkte  eines  solchen  Gebietes, 
/,  J\  J'\  ...  Integrale,  welche  sich  bezüglich  in  a,  a',  a",  ...  derart  verzweigen, 
dass  für  J^  die  in  der  Umgebung  von  a^  gelegenen  Punkte  nicht  Verzweigungs- 
punkte  sind,  und  setzt  man  jedes  der  Integrale  /,  J\  /",  . . .  bis  zu  ein  und 
demselben  Punkte  P  des  Gebietes  der  unabhängigen  Variabein  fort,  wo  die 
Integrale  oder  ihre  Ableitungen  nicht  gleiche  Werthe  annehmen,  —  was 
immer  möglich  ist,  da  die  Integrale  nicht  im  ganzen  Gebiete  der  unabhängigen 
702]  Variabein  identisch  sind  —  so  sind  im  Allgemeinen  die  Werthe  der  In- 
tegrale und  ihrer  Ableitungen  in  P  beliebig  wenig  von  einander  verschieden; 
man  könnte  also  dadurch,  dass  man  in  P  als  Ausgangspunkt  die  Anfangs- 
werthe stetig  ändert,  die  Verzweigungspunkte  stetig  verschieben  (von  a  nach 
a'  oder  a"  etc.). 

3. 

Es  sei 

(A.)  F{z,y,y')  =  0 

eine  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung,  wo  F  eine  ganze  rationale  Function 
der  abhängigen  Variabein  y  und  ihrer  ersten  Ableitung  y'  nach  der  unab- 
hängigen Variabein  z  ist,  deren  Coefficienten  von  z  abhängen.  Wir  können 
voraussetzen,  dass  JP  in  dem  Sinne  iireductibel  sei,  dass  dasselbe  nicht  in 
gleichbeschaffene  Functionen  niedrigeren  Grades  in  Bezug  auf  y'  zerleg- 
bar ist. 

Ein  Integral  y  der  Gleichung  (A.)  kann  sich  bekanntlich*)  fiir  einen 
Punkt  z  =^  z^^  in  dessen  Umgebung  die  Coefficienten  der  Gleichung  (A.)  ein- 
deutig und  stetig  sind,  nur  dann  verzweigen,  wenn  dem  Integrale  fiir  z  =  z^ 
ein  Werth  y  =  y^  zukommt  von   der  Beschaffenheit,   dass  die 'Wurzeln  y'  der 


*)  Vergl.  Bbiot  et  Boüquet,  Journal  de  T^fecole  Polytechnique,  cah.  36,  p.  191. 
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(1.)  F{zo.yo.y')  =  0 

vielfach  oder  auch  unendlich  gross  werden. 

Es  sei  demgemäss  D{z^y)  die  Discriminante  der  algebraischen  Function 
y'  von  y^  das  heisst  die  Resultante  der  Elimination  von  y'  zwischen  der 
Gleichung  (A.)  und 

und  es  sei  v]  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(C.)  D{z,  y)  =  0 

« 

und  y'  =  C   eine   gemeinschaftliche  Wurzel    der   Gleichungen  (A.)   imd   (B.), 
wenn  in  denselben  y  durch  iq  ersetzt  wird. 
Setzen  wir  in  (A.) 

y'=  C  +  t;, 
wodurch  wir 

(3.)  F,{B,u,v)  =  0 

erhalten  mögen,  wo  F^  eine  ganze  rationale  Function  von  u  und  v  bedeutet 
mit  von  z  abhängigen  Coefficienten.  Alsdann  kann  man  nach  No.  1  ein  [703 
Gebiet  B  far  z  und  ein  Gebiet  K  im  u  abgrenzen  der  Art,  dass  innerhalb 
des  Gebietes  B  yj  und  C  eindeutig  und  stetig  verlaufen,  und  dass  jede  Wurzel 
V  der  Gleichung  (3.)  fiir  diese  Werthe  von  z  und  u  in  der  Form 


(4.)  V  =  flToU^+flr.w  «   +flr,ii  -  +... 

* 

dai^estellt  wird,  wo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null,  a 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  ff^yff^^g^y  ..-  innerhalb  eines  um  einen 
willkürlichen  Punkt  z  =  z^  des  Gebietes  B  beschriebenen  ganz  in  dieses  Ge- 
biet hineinfallenden  Kreises  Ä  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  z—z^  ent- 
wickelbare Fimctionen  von  z  sind. 
Setzen  wir 

(5.)  M  =  ^, 
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80  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  von  (2.)  aus  Gleichung  (4.) 

In  Folge  der  Voraussetzung,  dass  F  irreductibel  sei,  ist  die  Möglichkeit 
ausgeschlossen,  dass  F^(jSyUyv)  für  beliebige  z  und  u  durch  eine  Potenz  von 
t;   theilbar  ist,   es  können   deshalb   in  (4.)  nicht  alle   Grössen  g  für  jedes  z 

verschwinden,   und  wenn,   wie   wir   voraussetzen,    die  J^  Potenz   von  u""    die 
niedrigste  ist,  so  ist  g^  nicht  identisch  Null.    Es  sei  demnach  der  willkürliche 
Punkt  z^  in  B  so  gewählt,  dass  g^  für  z  =  z^  von  Null  verschieden  ist. 
Es  sei  nun 

1.  Ä<::0, 

so  folgt  aus  Gleichung  (6.),  dass  -^  darstellbar  ist  in  der  Form 

wo  e^j  ^p  e,,  -..  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  JS  —  JSf^  fortschreitende 
Reihen  bedeuten,  die  innerhalb  eines  gewissen  z^  umgebenden  Kreises  con- 
vergiren,  und  wovon  überdies  e^  für  z  =  jsf^  nicht  verschwindet.  Da  a  — 1  —  &  >  0, 
so  ergiebt  sich  hieraus  auf  bekannte  Weise 

wo  c^|C^,  ...  Constanten  bedeuten.  Da  «  —  &>!,  so  ergiebt  Gleichung  (8.) 
durch  Umkehrung,  dass  tj  folglich  auch  u  und  demnach  das  Integral  y  sich 
ia  jsf  =  z^  verzweigt. 

704]  I.  Soll  also  der  willkürliche  Punkt  z  =  z^  nicht  Verzweigungs- 
punkt sein,  so  darf  k  nicht  einen  negativen  Werth  haben,  d.  h.  die 
Gleichung  (3.)  darf  für  u  =  0  nicht  eine  unendlich  grosse  Wurzel 
V  besitzen. 

Dagegen  besitzt  der  Voraussetzung  gemäss  die  Gleichung  (3.)  für  u  =  0 
mehrere  Wurzeln  v  =  0;  für  diese  ist 

2.  k>0. 

Wenn  nun  nicht  identisch 

(9.)  C-^  =  0, 

so  sei  der  willkürliche  Punkt  z^  so  beschaffen,  dass  C  — -^  für  z  =  z^  von  Null 


DIFFESENTIALGLEICHUNOEN  HIT  FESTEN  TEaZWEIOUNOSPUNKTEN.  361 

verschieden.     Alsdann  eigiebt  sich  aus  (6.),  dass  -^  sich  in  der  Fonn 

(10.)  ^  =  t,tr^  +  »,^  +  ^f*'  +  - 

darstellen  lässt,  wo  t,)t,,  t,, ...  nach  positiTen  ganzen  Potenzen  von  Ji—s^ 
fortschreitende,  innerhalb  eines  gewissen  a^  umgebenden  Kreises  convergirende 
Reihen  sind,  wovon  »,  für  .ff  =  ^,  nicht  verschwindet  Aus  (10.)  ei^ebt  sich 
wieder  auf  bekannte  Weise 

(11.)  «-«,  =  c,('  +  c,*'**  +  -", 

wo  c,,  c^,  ...  Constanten  sind. 

Ist  nun  a^2,  so  ei^be  sich  hieraus,  dass  t,  folglich  auch  u  und  j/  sich 
in  z  =  2^  verzweigen  würden.  Wenn  dieses  also  nicht  statthaft  sein  soll,  so 
muss  zunächst  Gleichung  (9.)  identisch  erfüllt  sein. 

n.  Ist  also  1]  eine  Wurzel  der  Gleichung  (C.)  und  so  beschaffen, 
dass  sich  die  algebraische  Function  y'  von  y  für  willkürliche  z 
in  y  =  7],  ^'=  C  verzweigt,  so  muss  C  niit  der  Ableitung  von  i]  über- 
einstimmen, d.  h.  1]  muss  ein  Integral  der  Gleichung  (A.)  sein. 

Ist  die  Gleichung  (9.)  identisch  erfuUt,  so  ergiebt  sich  für  den  Faü 
a_l_ft>0  eine  wie  Gleichung  (7.)  beschaffene  Gleichung,  und  daraus  die 
Folgerung,  dass  y  sich  in.  js  =  s^  verzweigen  würde.     £s  muss  also  auch 

(D.)  Ä>o-l 

sein,  in  welchem  Falle  t  entweder  identisch  Null  oder  in  der  Umgebung  von 
2,  eindeutig  wird,  d.  h. 

HI.  yienn  für  die  algebraische  Function  y' von  y,  für  will-  [703 
kürliche  «,  y  =  7),  y'=C  eine  («— l)-fache  Verzweigungsstelle  ist,  so 
muss  die  Gleichung 

(E.)  F(*,ff,C)  =  0 

mit  der  Unbekannten  y  die  Grösse  t)  mindestens  als  (a— l)-fache 
Wurzel  besitzen. 

Wenn    die    Gleichung   (3.)    ausser   »  =  0    für   «  =  0    noch    nicht   ver- 
schwindende Wurzeln  v  besitzt,  so  ist  für  diese  der  Fall 
3.   k  =  0   zu  betrachten. 

Pnebc,  Birthrai.  Wok*.   IL  46 
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Da  Gleichung  (9.)  identisch  erfüllt  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (6.)  eine 
Gleichung,  welche  (7.)  analog  ist,  wenn  in  dieser  X;  =  0  gesetzt  wird,  und  es 
würde  sich  aus  dieser  ein  in  z^  sich  verzweigendes  Integral  y  ergeben,  wenn 
«^2  wäre,  d.  h. 

IV.   Ist  y'=  Cj  eine  von  y'=  C  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung 

(12.)  F{z,ri,y')  =  0, 

so   verzweigt   sich   die   algebraische  Function  y'  von  y  nicht  in 

4. 
Die  Gleichung  (A.)  sei  nach  Potenzen  von  y'  entwickelt 

(1.)  F{z,y,y')  =  öoy'"  +  «iy'""'  +  -  +  a«  =  0, 

wo  ^09  ^1^ -"9  ^«1  S^^^^  rationale  Functionen  von  y  mit  von  z  abhängigen 
Coef&cienten  sind.  Man  kann  voraussetzen,  dass  a^^  a^^  ...^  a^  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.  Es  sei  nunmehr  tj  ein  Werth  von  y,  für  welchen 
a^  verschwindet,  ohne  dass  zugleich  Gleichung  (C.)  durch  y  =  tq  befriedigt 
wird.     Setzen  wir 

(2.)  y  =  >3  +  w, 

so  verwandelt  sich  (1.)  in 

(3.)  a;y'~  +  a;y'«-+..-  +  a:  =  0, 

worin  a^,  a[^  ...,  a^  ganze  rationale  Functionen  von  u  mit  von  z  abhängigen 
Coef&cienten  sind.  Man  kann  alsdann  ein  Gebiet  B  für  die  Variable  z  derart 
abgrenzen,  dass  für  alle  Werthe  z  dieses  Gebietes  >]  eindeutig  und  stetig,  und 
dass  eine  Wurzel  y'  der  Gleichung  (3.)  für  u  =  0  unendlich  wird  und  diese 
Wurzel  derselben  innerhalb  eines  gewissen  u  =  0  umgebenden  Kreises  in  der 
Form 

700]  (4.)  y'  =  flr,ti-*  +  jfjtt-***  +  flr,ti-*-'»+  ••• 

dargestellt  wird,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl,  und  wo  ^o>^i>^«)--*  ^^^^ 
positiven  ganzen  Potenzen  von  z—z^  fortschreitende  Reihen  sind,  convergent 
innerhalb  eines  ganz  in  B  liegenden  Kreises  mit  dem  willkürlichen  Punkte  z^ 
als  Mittelpunkt.  Da  g^  als  Coefficient  der  niedrigsten  Potenz  von  u  nicht 
identisch  Null  ist,  so  können  wir  z^  so  wählen,  dass  g^  von  Null  verschieden 
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ist  für  z  =  jgr^,  und  da 


dy^  =  *I^ 


du 


(5.)  ^    =    y^w-*+y^W-»+i  + 


der  dz      dz^ 

so  folgt  aus  (4.)  eine  Gleichung  der  Form 

du 
dz 

wo  y^)  ^i»  ^iJ  •••  ^^^^  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  —  z^  fortschreitende 
Reihen  sind,  von  welchen  y^  für  ^  =  -8?^  nicht  verschwindet.  Bßeraus  ergiebt 
sich   auf  bekannte  Weise   für   u  eine   nach   positiven   ganzen   Potenzen    von 

{z—z^Y^  fortschreitende  Reihe.  Es  wäre  demnach  z^  für  w,  folglich  auch  für 
y  ein  Verzweigungspunkt.  Hieraus  und  aus  Satz  I.  voriger  Nummer  ergiebt 
sich  demnach: 

I.  Der  Coefficient  a^  in  Gleichung  (1.)  ist  von  y  unabhängig 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  durch  die  Gleichung  (A.)  definirte  alge- 
braische Function  y  von  y  wird,  für  willkürliche  Werthe  von  z^ 
für  keinen  endlichen  Werth  von  y  unendlich. 

Ist 
(6.)  w  =  ^{Zyy) 

eine  rationale  Function  von  y  mit  von  z  abhängigen  Coefficienten  und  y  In- 
tegral der  Gleichung  (A.),  so  genügt  w  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, deren  Integrale  ebenfalls  mit  den  Anfangswerthen  nicht  verschiebbare 
Verzweigungspunkte  besitzen,  wenn  die  Integrale  von  (A.)  diese  Eigenschaft 
haben. 

Es  sei  insbesondere 

also 

dy \_dw_ 

(^•^  'd^  ~       w^   dz' 

Substituirt  man  (7.)  und  (8.)  in  (1.),  so  folgt 

('•)    •.(^)"-."'(^r+-»'(^r--*«-"-=»- 

Da  nach  Satz  I.  -^,  für  willkürliche  Werthe  von  z^  für  keinen  end-  [707 

liehen  Werth  von  w  unendlich  sein  darf,  so  ergiebt  sich  hieraus : 

46* 
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n.  Der  Coefficient  a^  in  Gleichung  (1.)  ist  in  Bezug  auf  y 
höchstens  vom  Grade  2k. 

5. 

Fassen  wir  die  Resultate  der  beiden  vorigen  Nummern  zusammen ,  so 
erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  feste,  sich  nicht  mit  den 
Änderungen  der  Anfangswerthe  stetig  verschiebende  Verzweigungs- 
.punkte  besitzen,  sind  die  folgenden: 

1.  Die  Gleichung  (A.)  hat  die  Form: 

(F.)  y'-  +  ^,  y'~-*  +  ^,  y'~-  +  •  •  •  +  4.«  =  0, 

worin  4^^,  4^,,  ••.»4'«  ganze  rationale  Functionen  von  y  mit  von  z  ab- 
hängigen Coefficienten  von  der  Beschaffenheit  bedeuten,  dass  cp^ 
höchstens  vom  Grade  2k  in  Bezug  auf  y  ist. 

2.  Ist  y  =  IQ  eine  Wurzel  der  Discriminantengleichung  (C),  für 
welche  die  durch  (F.)  definirte  algebraische  Function  y' von  y  sich 
verzweigt,  so  ist  y]  ein  Integral  der  Gleichung  (F.).  In  der  y'  als 
algebraische  Function  von  y  darstellenden  RiEMANNSchen  Fläche 
hat  y'  in  sämmtlichen  über  y  =  fi  liegenden  Verzweigungsstellen 
denWerth  y'=C  =  ^. 

3.  Je  a  Blättern,  welche  sich  in  y  =  tq,  y'=^  =  "^  verzweigen, 
entsprechen  mindestens  a— 1  mit  y  =  iQ  zusammenfallende  Wurzeln 
der  Gleichung 

(E.)  JP(ir,  y,  C)  =  0 

mit  der  Unb.ekannten  y. 

6. 

Indem  ich  mir  vorbehalte,  in  eine  Auseinanderlegung  der  verschiedenen 
Typen,  welche  die  Differentialgleichung  (A.)  darbietet,  wenn  sie  den  Be- 
dingungen der  vorigen  Nummer  genügt,  in  dem  allgemeinen  Falle,  bei 
708]  späterer  Gelegenheit  einzugehen,  will  ich  mich  gegenwärtig  damit  be- 
gnügen,  noch   einen   interessanten   speciellen  Fall  hervorzuheben,   den  Fall 
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nämlich,  dass  die  algebraische  Function  y'  von  y^  welche  durch  die  Gleichung 
(F.)  definirt  worden ,  nach  der  Bezeichnung  von  RmiciJNN  zur  Klasse  |i  =  0 
oder  1^  =  1  gehört 
Es  sei 
L  |>  =  0. 
Alsdann  ist  bekanntlich 

WO  9^9  9j,  9,  ganze  rationale  Functionen  von  ty  in  unserem  Falle  mit  von  z 
abhängigen  Coefficienten.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  *^  mit  9,  und  -^ 
mit  9^,  so  folgt  durch  Differentiation  von  (1.)  und  durch  Vergleichung  mit  (2.) 

(0.1  -j—  ^  » ; • 

Wenn  die  Verzweigungspunkte  der  Integrale  von  (F.)  nicht  mit  den  An- 
fangswerthen  sich  stetig  ändern,  so  hat  das  Int^;ral  t  der  Gleichung  (3.)  die 
gleiche  Eigenschaft.     Nach  voriger  Nummer  Bedingung  1.  muss  daher 

sein,  wo  A^,  A^,  A,  von  z  allein  abhangen. 

Sind  die  Functionen  ?,,  9,,  ?,  vom  m**"  Grade  in  Bezug  auf  t,  so  ist 
?'»?o~?i?o  ^°"^  2w— 2*"  Grade,  und  die  Gleichung  (4.)  liefert  daher  2m— 2 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  3m +2  C!oe£ficienten  von  7,,  7,,  9,  und 
den  Ableitungen  der  ersten  Ordnui^  der  Coefficienten  von  9,  tmd  9,  nach  z. 

Es  sei 

Alsdann  ist,  wie  bekannt*), 

■      ^'^  ?.+«!'.  VW)' 


*)  YergL  Clbbsch,  Bobchabdts  Journal,  Bd.  64,  S.  222. 
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709]  WO  <p^j  cp^,  7,  ganze  rationale  Functionen  von  t  vom  Grade  A;^-^i9i, 
4^0' 4^19  4^fl  S^^-i^^  rationale  Functionen  von  t  vom  Grrade  h<jm^  derart,  dass 
h  +  k  =  m--2j  und  JK  eine  ganze  rationale  Function  von  t  vom  4**"  Grade,  in 
unserem  Falle  diese  sämmtlichen  Functionen  mit  von  z  abhängigen  Coeffi- 
cienten  behaftet. 

Differentiirt  man  Gleichung  (5.)  und  vergleicht  das  Resultat  mit  (6.),  so 
erhält  man  für  -^  eine  Differentialgleichung  (e.),  welche  die  Eigenschaft 
haben  muss,  dass  die  Verzweigungspunkte  ihrer  Integrale  t  sich  nicht  mit 
den  Anfangswerthen  verschieben,  weim  Gleichung  (F.)  diese  Eigenschaft  be- 
sitzt. Die  Differentialgleichung  (e.)  wird  aber  in  Bezug  auf  -^  vom  2**'  Grrade. 
Nach  No.  5  Bedingimg  1.  muss  daher  -^  die  Form  haben 

(7.)  ^  =  A,  +  Aj  +  A,t'+X\fmf 

wo  A^j  A^j  A^j  l  von  z  allein  abhängen.    Vergleicht  man  hiermit  die  Gleichung 
(e.),  so  erhält  man  2m  +  3  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  im  Allgemeinen 
in  der  Zahl  3m  +  4  vorhandenen  Coefficienten   der  9^,  cp^,  cp,,  <J^^,  ^^j  <J^,,  JB  und 
den  ersten  Ableitimgen  nach  z  derer  von  cp^,  ^0'  Ti»  4^1»  •^* 
Nach  der  Bedingung  2.  in  No.  5  muss  femer  sein: 

wo  B^y  B^  von  z  allein  abhängen.  Hieraus  folgen  noch  vier  Gleichungen 
zwischen  den  genannten  Coefficienten  und  Ableitungen.  Die  Gesammtzahl 
der  Bedingungen  ist  also  im  Allgemeinen  2m +  7. 

7. 

Ein  Beispiel  zu  der  in  voriger  Nummer  bezeichneten  speciellen  Klasse 
von  Differentialgleichungen  bietet  der  Fall,  wo  der  Factor  der  Discriminante 
D{z^y)  der  Gleichimg  (F.),  welcher  gleich  Null  gesetzt  die  Verzweigungs- 
werthe  y  =  ti  von  y'  liefert,  von  z  unabhängig  ist. 

Denn  es  sei 

(1.)  B{z,y)  =  f{y)D\z,y), 

wo  f{ij)  eine  ganze  rationale  Function  von  y  mit  von  z  unabhängigen  Coeffi- 
cienten  bedeutet,  und  der  Art,  dass 
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(2.)  m  =  0  [710 

allein   die  Verzweigungsstellen  y  =  tq    der   algebraischen  Function  y'  von  y 
liefert,  während 

(3.)  D'(y,^)  =  0 

nur  zu  sich  aufhebenden  Verzweigungspunkten  fuhrt. 

Da  wenn  y  =  t]  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2.)  ist,  für  welche  sich  y' 
verzweigt,  C  =  -^  =  0  ist,  so  verzweigt  sich  nach  der  Bedingung  2.  in  No.  5 
y'  nur  für  Wurzeln  y  der  Gleichung 

(4.)  I^m  =  0    (s.  Gleichnng  (F.)) 

und  zwar,  wenn  für  ^'=  0,  y  =  ij  k  Verzweigungen  von  je  «,,  «,»  •  •  •,  «j  Blättern 
stattfinden,  so  ist  der  Factor  y— t]  nach  der  Bedingung  3.  in  No.  5  mindestens 

«j  — 1 +  «,—  !  +  ••• +Aj—1 
mal  in  cp^  enthalten. 

B[ieraus  ergiebt  sich,  wenn  mit  w  die  Gesammtanzahl  der  einfachen  Ver- 
zweigungen der  die  Function  y'  von  y  darstellenden  KiEMANNschen  Fläche  be- 
zeichnet wird,  dass  w  eine  Zahl  ist,  welche  den  Grad  von  cp^  nicht  übersteigt, 
d.  h.  nach  Bedingung  1.  in  No.  5 

(5.)  u?  <  2  w. 

Nach  der  Gleichung 
(6.)  u;-2m  =  2{p^l)^) 

folgt  daher  /?  =  0  oder  p  =  1. 

Der  einfachste  Fall  in  diesem  Beispiel  ereignet  sich,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  cp^,  cp,,  ...,  cp^  in  Gleichimg  (F.)  selber  von  js  unabhängig  sind,  in 
welchem  Falle  Gleichung  (F.)  mit  derjenigen  Gleichimg  zusammenfallt,  welche 
Bbiot  und  BouQUET**)  angestellt  haben,  und  von  welcher  sie  nachgewiesen 
haben,  dass  ihre  Integrale  eindeutige,  imd  zwar  entweder  rationale  oder  ein- 
fach oder  doppeltperiodische  Functionen  der  Variabein  z  sind;  Resultate,  die 
sich  übrigens  auch  aus  unseren  obigen  Deductionen  unmittelbar  ergeben. 


*)  Vergl  RiEMANN,  ABELsche  Functionen,  Borchabdts  Joorn&l,  Bd.  54^),  No.  7. 
**)  Journal  de  l'^cole  Polytechnique,  cah.  36,  p.  212,  th^or^me  22. 


1)  BiemuiBf  Warke  (ISM),  Abh.  VI,  8. 100  ff.    Seh. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderangen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  857,  Zeile  15  eine  gewisse  statt  einer  gewissen, 
„   358,     „       9  V.  o.  abhängigen  statt  unabhängigen. 

2)  Man  vergl.  die  aof  die  vorstehende  Abhandlang  Bezog  nehmenden  Bemerkungen  in  der  Einleitung 
zu  der  Abhandlung  LUX.  Sgh. 


XLIV, 


ANTRITTSBEDE 
GEHALTEN   AM    3.  JULI  1884    IN    DER    ÖFFENTLICHEN    SITZUNG 
ZUR  FEIER  DES  LEEBNIZ-TAGES  DER  KÖNIGL.  PREUSS.  AKADEMIE 

DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  BERLIN. 

(Sitzungsberichte,  1884,  XXXTTT,  S.  744—747;  ausgegeben  am  10.  Juli  1884.) 


Der  heutige  Tag,  an  welchem  ich  zum  ersten  Male  als  ordent-  [744 
liches  Mitglied  an  einer  öffentlichen  Sitzung  der  Königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  Theil  nehme ,  giebt  mir  die  willkommene  Gelegenheit,  der 
Akademie  für  die  hohe  Auszeichnung  zu  danken,  welche  mir  durch  die  Auf- 
nahme in  diesen  Kreis  der  hervorragendsten  Vertreter  aller  Zweige  wissen- 
schaftlicher Forschung  zu  Theil  geworden.  Ich  schätze  mich  glücklich,  in 
Vereinigung  mit  Männern,  welche  ich  schon  seit  meinen  ersten  Schritten 
in  den  mathematischen  Wissenschaften  als  Vorbilder  und  zum  Theil  als  un- 
mittelbare Lehrer  verehrte,  mich  den  Aufgaben  dieser  Akademie  widmen  zu 
können.  Möge  es  mir  vergönnt  sein,  durch  die  That  das  Vertrauen,  welches 
die  Akademie  in  mich  gesetzt,  zu  rechtfertigen,  insbesondere  dadurch,  dass 
ich  auf  den  Wegen,  welche  ich  eingeschlagen,  Einiges  für  die  Wissenschaft 
Erspriessliches  erziele. 

Meine  ersten  selbstständigen  mathematischen  Versuche  bewegten  sich 
auf  den  Gebieten  der  Zahlentheorie  und  desjenigen  Theiles  der  Geometrie, 
welcher  mit  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  zusammen- 
hängt.  Der  grossen  Mannigfaltigkeit  ihrer  Methoden  verdankt  die  Zahlen-  [745 

Fnohf ,  mathem.  Warke.    IL  47 
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theorie  die  Eigen thümlichkeit,  jedem ,  der  sich  ihr  widmet,  ein  schätzens- 
werthes  Geschenk  mit  auf  den  Weg  geben  zu  können,  auch  wenn  dieser 
Weg  scheinbar  weitab  von  den  eigentlichen  Zielen  dieser  Wissenschaft  fuhrt. 
So  fand  auch  ich  mich  durch  die  Beschäftigung  mit  derselben  gefördert, 
als  ich  durch  die  genannten  geometrischen  Studien  zur  Analysis  übergeführt 
worden  war,  wo  ich  bald  insbesondere  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
und  der  sich  daraus  ergebenden  Fimctionen  mein  Interesse  zuwandte. 

In  älteren  auf  Differentialgleichungen  bezüglichen  Forschungen  betrachtete 
man  zumeist  die  Integration  solcher  Gleichungen  als  vollendet,  wenn  es  ge- 
lungen war,  sie  so  umzugestalten,  dass  man  auf  dieselben  sogenannte  Qua- 
draturen ausüben  konnte.  Wenn  nun  auch  nicht  geläugnet  werden  soU^ 
dass  die  dahin  zielenden  Untersuchungen  zu  vielen  bedeutsamen  Resultaten 
geführt  haben,  so  darf  man  jedoch  nicht  übersehen,  dass  einerseits  die  Zu- 
rückführung  auf  Quadaturen  nur  in  den  seltensten  Fällen  möglich  ist,  und 
dass  diese  andererseits  in  den  Fällen,  wo  sie  geli|igt,  über  die  Natur  der 
Integrale  der  Differentialgleichungen  nicht  genügenden  Aufschluss  giebt.  Die 
letztere  Behauptung  wird  schon  durch  das  einfache  Beispiel  der  Differential- 
gleichungen, welchen  die  elliptischen  Functionen  genügen,  bekräftigt,  da  hier 
die  Quadratur  unmittelbar  gegeben,  und  doch  erst  die  grosse  von  Abel  und 
Jacobi  ausgebildete  Theorie  der  elliptischen  Functionen  erforderlich  ist,  um  die 
Eigenschaften  der  Functionen  zu  ergründen,  welche  jene  Differentialgleichungen 
befriedigen.  —  Wir  fassen  vielmehr  die  Aufgabe  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen dahin  auf,  die  Natur  der  Functionen  zu  kennzeichnen, 
welche  denselben  als  Integrale  genügen. 

Tritt  man  nun  an  diese  Aufgabe  heran,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
hier,  wie  oft  in  der  Wissenschaft,  ein  Erfolg  nur  durch  Beschränkung  zu 
erzielen  möglich  ist.  Denn  der  weiteren  Verfolgung  der  Eigenschaften,  welche 
den  Integralen  aller  Differentialgleichungen  zukommen,  wird  bald  dadurch 
eine  Grenze  gesetzt,  dass  es  solcher  Eigenschaften  nur  wenige  giebt.  In 
Wahrheit  sind  es  eben  die  Singularitäten,  die  einer  einzelnen  Gleichung  zu- 
kommen, welche  die  wesentliche  Natur  neuer  Functionsklassen  begründen. 
Es  ist  vielmehr  die  zimächst  zu  verfolgende  Angabe,  die  Differentialgleichungen 
nach  gemeinschaftlichen  Merkmalen  ihrer  Integrale  in  Klassen  zu  gruppiren 
und  jede   einzelne  Klasse  einem  gesonderten  Studium  zu  unterziehen.  —  Bei 
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der  Au&uchung  gemeinsamer  Merkmale,  wonach  eine  solche  Klasse  zu  bilden 
ist,  muss  man  natürlich  bekannte  Fnnctionenkreise  zu  Hülfe  rufen«  So  ist  es 
eine  Eigenthümlichkeit  einer  algebraischen  Function ,  dass  alle  Wege  der  unab- 
hängigen Variabeln  für  dieselbe  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Werthen  [746 
hervorbringen.  Eine  Klasse  von  Differentialgleichungen  wird  den  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Variabeln  am  nächsten  stehen,  wenn  die  durch  alle 
Wege  der  unabhängigen  Variabeln  erzielten  Integralwerthe  durch  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  Elementen  am  einfachsten  ausdrückbar  sind.  Diese 
Klasse  ist  die  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coeffi- 
cienten,  deren  Integration  im  oben  bezeichneten  Sinne  von  mir  unternommen 
wurde.  Nachdem  ich  die  Grundlagen  der  Theorie  dieser  Differentialgleichungen 
entwickelt,  zeigte  sich  alsbald,  dass  dieselbe  nicht  nur  auf  bereits  erforschte 
Gebiete  der  Analysis  neues  Licht  werfe,  sondern  dass  dieselbe  auch  zu  neuen 
Problemen  und  Zielen  hinzufähren  geeignet  sei.  In  der  That  hatte  ich 
die  Genugthuung,  dass  sich  seit  dem  Erscheinen  meiner  ersten  auf  lineare 
Differentialgleichimgen  bezüglichen  Abhandlungen  eine  grosse  Anzahl  von 
Mathematikern  mit  mir  in  dem  Streben  vereinigte,  theils  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  selbst  fortzubilden,  theils  die  mannigfachen 
durch  diese  Theorie  hervorgerufenen  functionentheoretischen  Fragen  zu  er- 
forschen. 

Ein  tieferes  Eingehen  auf  die  Natur  der  Functionen,  welche  den  eben 
bezeichneten  Differentialgleichungen  genügen ,  veranlasste  mich  auch  eine  IQasse 
von  Functionen  mehrerer  Variabeln  einzuführen,  wovon  die  AsELschen  Func- 
tionen einen  besonderen  Fall  bilden.  Hier  handelte  es  sich  zunächst  um  die 
Frage,  welcher  Art  diejenigen  Functionen  sind,  welche  in  dem  JACOBischen 
Umkehrungssatze  die  Stelle  der  algebraischen  Functionen  einnehmen  dürfen, 
wenn  die  ümkehrbarkeit  erhalten  werden  soll.  Nachdem  mir  die  Lösung 
dieser  Frage  und  die  Auffindung  einer  Eigenschaft  der  ersteren  Functionen 
gelungen,  welche  für  die  neue  Functionengattung  eine  ähnliche  Grundlage 
bildet,  wie  das  ABELSche  Theorem  für  die  algebraischen  Functionen,  bleibt 
nun  vor  allem  noch  das  Problem  zu  losen,  die  eingeführten  Functionen 
mehrerer  Variabeln  analytisch  darzustellen,  für  diese  Functionen  also  dasselbe 
anzustreben,  was  für  die  AßELSchen  Functionen  von  Herrn  Weierstrass  und 
von  RiEMANN  geleistet  worden  ist.  —  Zu  einem  weiteren  Forschen  werde  ich 
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auch  auf  diesem  Gebiete  durch  den  glücklichen  Umstand  ermuthigt,  dass 
meine  Untersuchungen  zu  fruchtbaren  Arbeiten  anderer  Mathematiker  Anlass 
gegeben.  So  ist,  angeregt  durch  das  Studium  meiner  ersten  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete,  und  ausgehend  von  der  durch  Umkehrung  des  Quotienten 
zweier  Integrale  einer,  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ent- 
stehenden Function ,  welche  ich  in  diesen'  Arbeiten  im  allgemeinen  Sinne  ein- 
führte nachdem  ich  besondere  Fälle  derselben  in  meinen  Untersuchungen  über 
lineare  Differentialgleichungen  schon  früher  behandelt  hatte,  Herr  Foincarb 
747]  dahin  gelangt,  die  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen  auf  ähn- 
liche Weise  darzustellen,  wie  man  die  Int^rale  algebraischer  Functionen  mit 
Hülfe  der  AsELschen  Functionen  ausdrückt. 


XLV. 


ÜBER  EINE  FORM,  IN  WELCHE  SICH  DAS  ALLGEMEINE  INTEGRAL 
EINER  DIFFERENTIALGLEICHUNG  ERSTER  ORDNUNG  BRINGEN 

LASST,  WENN  DASSELBE  ALGEBRAISCH  IST. 

(Sitzimgsberichte  der  Eönigl.  prenssischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1884, 
LI,  S.  1171—1177;  vorgetragen  am  11.  December;  aasgegeben  am  18.  December  1884.) 


1. 
Es  sei  [1171 

(A.)  f(^,y,z,A,B,..^  =  0 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  Art,  dass  f  eine  ganze 
rationale  Function  von  ^^Vj  ^  ui^d  einer  endlichen  Anzahl  gegebener  Func- 
tionen AjBj  ...  von  £!y  deren  Ableitungen  ebenfalls  rationale  Functionen  von 
Zj  Ay  By ...  sind  und  welche  überdiess  nicht  mit  z  und  unter  einander  durch 
eine  algebraische  Gleichung  verbunden  sind.  Der  Grad  von  f  sei  der  m**  in 
Bezug  auf  -^,  und  es  veerde  vorausgesetzt,  dass  f  in  dem  Sinne  irreductibel 
ist,  dass  dasselbe  nicht  in  Factoren  von  gleicher  Beschaffenheit  wie  f  und 
von  niedrigerem  Grade  in  Bezug  auf  -^  zerlegbar  sei. 

Es  möge  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  einer  Gleichung 

(1.)  F{y,z)  =  aoy*  +  a,y*-^  +  a,y*-«+---  +  a«  =  0 

genügen,  deren  Coefficienten  a^,  a^,  a,,  ...  ganze  rationale  Functionen  von 
Zy  Ay  By  ...  sind. 
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Es  sei 
(2.)  a,  =  SPX...^-^^J5'*..., 

wo  die  Grössen  P  Constanten  bedeuten.  Man  bestimmt  diese  Constanten 
dadurch,  dass  man  zwischen  den  Gleichungen  (l.),  (A.)  und 

II 72]  -^  und  y  eliminirt.  Da  die  resultirende  Gleichung  in  Bezug  auf  ^,  -4,  -B, . . . 
identisch  erfüllt  sein  muss,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  eine  gewisse  Anzahl 
algebraischer  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  P,  welche  alle  diese 
Grössen  durch  eine  derselben,  die  wir  mit  c  bezeichnen  wollen,  bestimmen. 
Eliminirt  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  aus  Gleichung  (1.)  die  sämmt- 
lichen  Grrössen  P  bis  auf  die  eine  c,  so  erhält  man  eine  Gleichimg 

(4.)  T(c,»,^)  =  0 

von  der  Beschaffenheit,  dass  cp  eine  ganze  rationale  Function  von  c,  j^, ^,  ^,  jB,  ... 
wird.     Dieses  liefert  also  den  Satz: 

Wenn  das  allgemeine  Integral  y  der  Gleichung  (A.)  eine  alge- 
braische Function  von  Zj  Ay  By  ...  sein  soll,  so  genügt  y  einer  alge- 
braischen Gleichung,  deren  Coefficienten  ganze  rationale  Func- 
tionen  von  jSy  Ay  Bj  ...  und   einer  willkürlichen  Constanten  c  sind. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Gleichung  (4.)  von  allen  fremden  Factoren 
befreit  sei,  d.  h.  dass  sie  die  Eigenschaft  habe,  dass  nach  Substitution  eines 
beliebigen  constanten  Werthes  für  c  sämmtliche  Wurzeln  y  derselben  Integrale 
der  Gleichung  (A.)  werden.  Dieses  vorausgesetzt,  sei  G{c^y^z)  ein  irreduc- 
tibler  Factor  von  9,  d.  h.  eine  ganze  rationale  Function  von  c,y,^,-4,-B,  ..., 
welche  nicht  in  gleichgeartete  Factoren  niedrigeren  Grrades  in  Bezug  auf  c 
zerlegbar  ist.     Wir  wollen  im  Folgenden  die  Gleichung 

(B.)  G{c,y,B)  =  0 

einer  näheren  Untersuchung  unterziehen. 

2. 

Wir  betrachten  die  Function  c  der  beiden  unabhängigen  Variabein  y,  ^, 
welche   durch   die  Gleichung  (B.)   definirt  wird.     Diese   hat   die  Eigenschaft, 
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für  Werthenpaare  y^  Zj  welche  einem  und  demselben  Integrale  der  Gleichung 
(A.)  angehören,  einen  constanten  Werth  anzunehmen. 

Die  Function  A   der  beiden  unabhängigen  Variabeln  ifj  z^  welche  durch 
die  Gleichung 

definirt  wird,  ist  eine  rationale  Function  von  c,  y,  ^er,  A,  -B,  ...,  während  die- 
selbe als  Function  von  y,  £r,  A,  £, . . .  einer  algebraischen  Gleichung 

(1.)  A(A,y,xr)  =  0 

genügt,   welche   sich  als  Resultat   der  Elimination  von  c  zwischen  den  [1173 
Gleichungen  (B.)  und  (C.)  ergiebt. 

Setzen  wir  in  Gleichung  (!•)  "^  ^^^^  ^9  ^^^  bezeichnen  mit  yj  irgend 
ein  Integral  der  Gleichung 


(2.)  KW'*'')  =  ^' 


so  liefern  y  =  i^i  ^  —  "^  gemeinsame  Losungen  c  der  beiden  Gleichungen 
(B.)  und  (C).     Es  sei  eine  derselben  c  =  y^  so  ist  also  gleichzeitig 

(3.)  G(y,Yj,£)  =  0 

und 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (3.)  nach  z  folgt  aber 

dQ      dG^d^     dQ  dy  _ 
^^•■'  IT"*"  a>)    dg'*"df'd^  ~ 

Aus  (4.)  und  (5.)  ei^ebt  sich  demnach 

Man  kann  die  Anfangswerthe  y^y  z^  des  Integrals  ij  so  wählen,  dass  die 
Discriminante  der  durch  die  Gleichung  (B.)  definirten  Function  c  von  y,  z 
nicht  durch  y  =  y^^  z  =  z^  befriedigt   wird.     Dann    ist   aber  -g—   nicht  Null, 
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folglich 

d.  h.  y  eine  Constante,  was  soviel  besagt  als: 

Jedes  Integral  der  Gleichung  (2.)  stellt  ein  Integral  der  Glei- 
chung (A.)  dar. 

Man  kann  aber  y^^  z^  willkürlich  wählen ,  also  muss  für  willkürliche 
Werthenpaare  y^z  ^'^  Wurzel  -^  der  Gleichung  (2.)  der  Gleichung  (A.)  ge- 
nügen.  Nun  aber  ist  unserer  Voraussetzung  nach  für  von  einander  unab- 
hängige Werthe  der  Variabein  y,  z  /*(^»  y»  z\  nicht  in  gleichgeartete  Factoren 

niedrigeren  Grades  in  Bezug  auf  -^  zerlegbar.     Hieraus  folgt: 

1174]  Die  Function  A(A,y, ;8r)   ist  bis   auf  einen  von   A   unabhängigen 

Factor  identisch  eine  Potenz  der  Function  /*(A,y,  ^gr). 

3. 

Es  seien  c^,  c^  zwei  verschiedene  Zweige  der  durch  die  Gleichung  (B.) 
definirten  Function  c  der  unabhängigen  Variabein  y,  z^  für  welche  die  durch 
die  Gleichung  (C.)  definirte  Function  A  von  c^y^z^  A^B^  ...  ein  und  den- 
selben Werth  annimmt. 

Aus  den  Gleichungen 

(1.)  G(c„y,^)  =  G(0  =  0, 

(2.)  G(c.,y,^)=  G(c.)  =  0 

folgt 

^   '  dc^         ^         dy       "  de  ' 

Da  der  Voraussetzung  nach 

ag(c.) .  ag(c.)  ^  ag(c.) .  dGje,) 

dz      '      dy  dz      '     dy     ' 

so  folgt  aus  (3.)  und  (4.) 

m  eg(c.)  ag(c.)        ag(c.)  ag(c.)       _ 
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Ist  demnach  c^  constant,  so  ist  auch  c,  constant,  und  umgekehrt,  oder 
mit  anderen  Worten: 

I.  Zwischen  je  zwei  Zweigen  c^,  c,,  für  welche  A  den  näm- 
lichen Werth  erhält,  findet  eine  von  y,  z  unabhängige  Re- 
lation  statt. 

Eliminirt  man  y  zwischen  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.),  so  enthält  die 
Resultante  einen  von  z  imabhängigen  Factor  H{c^^c^)  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  in  Bezug  auf  c^  c,  symmetrische  algebraische  Gleichung 

(D.)  J(c„c.)  =  0 

durch  alle  Zweigenpaare  c^,  c,  der  Function  c  befriedigt  wird,  für  welche  A 
jedesmal  einen  und  denselben  Werth  annimmt. 

Ist  c^  =  y  ein   willkürlicher  Werth,    c^  =  y    eine  beliebige  Wurzel   der 

Gleichung 

H(y,c,)  =  0, 

so  haben  die  Gleichungen 

ö(y,y,xr)  =  0    und    G{y\y,z)  =  0 

gemeinschaftliche  Lösimgen  y  für  einen  beliebigen  Werth  von  z^  ebenso  [1175 
gemeinschaftliche  Lösungen  z  far  einen  beliebigen  Werth  von  y. 

TL.  Ist  demnach  c^  irgend  ein  Zweig  der  Function  c,  so  ist 
jede  Wurzel  c,  der  Gleichung  (D.)  ebenfalls  ein  Zweig  der 
Function  c,  und  zwar  ein  solcher,  welcher  A  denselben  Werth 
verschafft  wie  c^. 

Ist  Cj  =  C  irgend  ein  Zweig  der  Function  c,  und  sind  C",  C**,  . . . ,  C^  die 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

(6.)  J(C,  r.)  =  0 

mit  der  Unbekannten  c,,  so  sind  hiemach  diese  Wurzeln  die  einzigen  Zweige 
der  Function  c,  welche  A  denselben  Werth  verleihen  wie  C.  H^^eraus  folgt, 
dass  die  /  Wurzeln  der  Gleichung 

(7.)  HiC^c,)  =  0 

mit   der  Unbekannten  c,   durch   die  Reihe  C,  C",  C,  ...,  C"",  C^*",  ...,  C'  dar- 

fnelii,  nuitiwm.  Werkt.    IL  48 
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gestellt  werden,  da  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  alle  diejenigen  Zweige 
der  Function  c  liefern,  welche  A  denselben  Werth  ertheilen  wie  C^,  also  auch 
wie  C. 

Es  ist  demnach 

(8.)  r  =  («-c)(«-r)(«-c"0-..(«-c^), 

wo  a  eine  beliebige  aber  bestimmte  Grösse  bedeutet,  eine  rationale  Function 
von  C  mit  constanten  Coefficienten ,  welche  ungeändert  bleibt  für  alle  Zweige 
C  der  Function  c,  für  welche  A  denselben  Werth  erhält,  dagegen  aber  far 
zwei  Zweige,  für  welche  A  verschiedene  Werthe  annimmt,  auch  verschiedene 
Werthe  hat.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra  sind  daher  F  und 
A  rationale  Functionen  von  einander  mit  Coefficienten ,  welche  rational  von 
ffj  jsfj  Aj  By  ...  abhangen.     Insbesondere  sei 

(E.)  r  =  9l(A,y,^,4,-B,...), 

wo  91  eine  rationale  Function  der  Argumente  darstellt. 

Nach  No.  2  ist  A  eine  algebraische  Function  der  Variabein  y,  jgj  welche 
der  irreductiblen  Gleichung 

genügt. 

Ist  y  gleich  einer  Function  tj  von  z  von  der  Beschaffenheit,  dass  y  =  yj 
in  (F.)  und  (E.)  substituirt  F  einen  von  ^  unabhängigen  Werth  verleiht,  so 
ist  für  y  =  71  auch  ein  Zweig  C  der  Function  c  von  z  unabhängig,  also  ist 
y  =  7]  ein  Integral  der  Gleichung  (A.).  Ist  umgekehrt  y  =  fi  ein  Integral 
der  Gleichung  (A.),  so  geht  far  y  =  irj  ein  Zweig  C  der  Function  c  in  einen 
II 76]  von  z  unabhängigen  Werth  über,  also  wird  fär  y  =  iQ  auch  ein  zuge- 
höriger Werth  von  F  constant.     Wir  erhalten  also  den  Satz : 

in-.  Wenn  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  eine 
algebraische  Function  von  z^  A^  By  ...  ist,  so  lässt  sich  dasselbe 
stets  in  die  Form  der  Gleichung  (E.)  bringen,  worin  P  eine  will- 
kürliche Constante,  dt  eine  bestimmte  rationale  Function  von 
yj  Zj  Aj  By  ...  und  einer  Grosse  A  bedeutet,  welche  durch  die  Glei- 
chung (F.)  definirt  wird. 
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4. 

Die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  liefern  ein  einfaches  Mittel,  zu  gleicher 
Zeit  zu  prüfen,  ob  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  algebraisch 
ist|  und  dasselbe  darzustellen,  wenn  es  vorhanden  ist. 

Da  nämlich  die  Gleichung  (A.)  in  Bezug  auf  -^  vom  m*"  Grade  ist, 
so  ist  auch  der  Grad  von  A  in  Gleichung  (F.)  der  m^.  Es  ist  also  nach 
Gleichung  (E.) 

(1.)  r  =  ^^o++xA  +  *.A*+-  +  +«-iA~-s 

^ö  ^o>  ^i>  •••>  ^«-i  rationale  Functionen  von  y,  z^  A^B^  ...  bedeuten.  Nimmt 
man  in  dieser  Gleichung  für  F  einen  constanten  Werth,  so  ergiebt  sich  aus 
derselben  Gleichung  nach  Satz  III.  voriger  Nummer  y  als  Integral  der  Glei- 
chimg  (A.).     Es  ist  dann 

(^■)  % '  '■ 

Aus  Gl.  (F.)  ei^ebt  sich  femer 
(3-)  -^  =  X.  +  X.A  +  x.A»+...+x._.A-S 

WO  XoJ  Xt'  •••  rationale  Functionen  von  y^  z^  A^  B^  ...  bedeuten. 

Differentürt  man  daher  die  Gleichung  (1.)  unter  der  Voraussetzung,  dass 
r  constant,  so  ergiebt  sich  nach  Substitution  von  (2.)  und  (3.)  eine  Gleichung 
der  Form 

(4.)  P,  +  P,A  +  P,A»+...  +  P„.,A~-^  =  0, 

worin  P^,  P^,  ...  rationale  Functionen  von  y,  £r,  ^,  jB,  ...  sind. 

Wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (F.)  ist  dann  identisch  für 
jedes  Werthsystem  y,  z,  Aj  B^  ... 

(Gr.)  Po  =  0,    P,  =  0,    ...,    P^.,  =  0. 

Indem  man  also  nach  Aufstellung  dieser  Gleichungen  in  jeder  der-  [1177 
selben  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  y  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  eine  Anzahl  von  Differentialgleichimgen  für  die  Coefficienten 
der    verschiedenen    Potenzen    von    y    in    den    zu    bestimmenden    Functionen 

^0»  ^1»  •••»  ^«-i»  ^^d  ^   ^^  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  y 

48* 
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in  den  in  der  Gleichung 

auftretenden  Grossen  ^«9  ^^^  •••)  ?«•  Diese  Differentialgleichungen  müssen  durch 
rationale  Functionen  von  z^A^B^...  befriedigt  werden  konneUi  wenn  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  algebraisch  sein  soll. 


XLVI. 

ÜBER  DEN  CHARACTER  DER  INTEGRALE  VON  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN ZWISCHEN  COMPLEXEN  VAMABELN. 

(Sitznngsberichte  der  ESuigl.  preossisclien  Akademie  der  Wiaaenschaften  zd  Berlin,  1885, 
U,  S.  5 — 12;  vorgetragen  am  15.  Jaonar;  ausgegeben  am  22.  Januar  1886.) 


Als  Jacobi  die  für  ein  elliptischeB 'Integral  erster  Gattung  gelungene  [s 
Umkehnmg  a\if  die  hyperelliptischen  Integrale  auszudehnen  suchte,  erkannte 
er,  dass  dieses  Problem  nicht  ausführbar  sei,  indem  er  nachwies*),  dass  die 
obere  Grenze  eines  hyperelliptischen  Integrals  erster  Gattimg  insofern  nicht 
als  analytische  Function  des  Integralwerthes  aufgefasst  werden  kann,  als  jedem 
Werthe  der  letzteren  Grösse  jeder  Werth  der  ersteren  entspricht,  und  um- 
gekehrt. —  Erst  durch  Einfuhrung  mehrerer  Systeme  von  Integralen  erster 
Gattung,  mit  von  einander  unabhängigen  oberen  Grenzen,  gelangte  er  zu 
einer  Gattung  von  Functionen  mehrerer  Variabeln**),  welche  eine  vollständige 
Analogie  mit  den  elliptischen  Functionen  darbieten. 

Ist  Rix)  eine  ganze  rationale  Function  höheren  als  vierten  Grades,  so 
lässt  sich  das  JACostsche  Resultat  auch  dahin  aussprechen,  dass  die  Integrale 
X  der  Differentialgleichung 

w  f  =  ^^ 

nicht  als  analytische  Functionen  von  u  an^efasst  werden  können. 

*)  Ckelles  Jonnuü,  Bd.  13,  S.  SSff.')- 
**}  Cbblle*  Journal,  Bd.  9,  S.  394  ff.  ■). 
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Es  ist  selbstverständlich,  dass  alle  Differentialgleichungen,  welche  aus  (a.) 
durch  analytische  Transformationen  hervorgehen,  die  gleiche  Eigenschaft  be- 
sitzen. 

Es  ist  aber  ein  für  die  Grrundlagen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
wesentlicher  Umstand,  dass  es  auch  unter  den  Differentialgleichungen  jeder 
Ordnung  und  jeden  Grades,  welche  nicht  nur  Transformationen  von  («.)  sind, 
Klassen  solcher  Art  giebt,  welche  zwischen  der  unabhängigen  und  abhängigen 
Veränderlichen  keine  functionale  Beziehimg  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
festsetzen,  so  lange  jene  Veränderlichen  complexe  Werthe  annehmen  dürfen. 
6]  Wir  erlauben  uns  im  Folgenden  (No.  1  und  2)  den  Nachweis  hierfür  an 
dem  Beispiele  zweier  Klassen  von  Differentialgleichimgen  erster  und  zweiter 
Ordnung  zu  fuhren.  Dasselbe  Beispiel  zeigt  zu  gleicher  Zeit  den  Weg,  auf 
welchem  man  zu  anderen  Differentialgleichungen  von  höherem  Grade  imd 
höherer  Ordnungszahl  von  gleicher  Eigenschaft  gelangen  kann. 

Wenn  wir  unsere  Betrachtungen  auf  algebraische  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung 

(/>•)  Kl'"'')-" 

beschränken  und  die  Annahme  machen,  dass  die  Integrale  derselben  nicht 
mit  den  Anfangswerthen  stetig  verschiebbare  Verzweigungspunkte  besitzen*), 
sei  es,  dass  y  als  Function  von  z^  sei  es,  dass  z  als  Function  von  y  aufgefasst 
wird,  so  ist  durch  (/J.)  stets  y  als  analytische  Function  von  z  definirt  (No.  3). 
Wenn  dagegen  die  Integrale  der  Gleichung  (/J.),  entweder  wenn  man 
y  als  Function  von  z  oder  wenn  man  z  als  Function  von  y  betrachtet,  mit 
den  Anfangswerthen  verschiebbare  Verzweigungspunkte  besitzen,  so  kann  es 
eintreten,  dass  die  Gleichung  (/J.)  durch  keine  analytische  Function  y  von  z 
befriedigt  wird. 

X. 
Es  sei  eine  Differentialgleichung 


*)  S.  meine  Arbeit,  Sitzungsberichte,  26.  Juni  1884,  S.  699  ^). 


1)  Abb.  XLm,  8.  8&5  dieiM  Bandes.    Selu 
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gegeben I  von  der  Beschaffenheit,  dass 

P  = + + +  P, 

z-a^      z-a^      Z'-a^         ' 

wo  /S^,  /J,,  /Sj  constante  Grrössen,  P,  Q  rationale  Functionen  von  z  sind,  welche 
für  keinen  der  Werthe  a^,  «,,  «,  von  z  unendlich  werden. 

Ist  a,.  einer  der  singulären  Punkte  a^,  «,,  «,,  so  gehört*)  zu  a^  ein  Funda- 
mentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (1.)  der  Form 

?o  **+?,•  log  (^-a,.), 

wo  9p  ^.  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutige,  endliche  und  stetige  Fimctionen 
bezeichnen. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  a^  a^,  a^  so  gewählt  werden  können,  dass  [7 
die  Gleichung  (1.)  ei^  Integral  cp  besitzt,  welches  in  der  Umgebung  jedes 
dieser  Funkte  eindeutig,  endlich  imd  stetig  ist.     Man  hat  alsdann 

(3.)  ?,  =  y.?,  (»  =  1,2,3) 

wo  y^  eine  constante  Grösse. 
Es  sei  nunmehr 

(4.)  y  =  A,y,<f  +  B,{^,-^y,<f  log  (z^a,)) 

ein  beliebiges  Integral  der  Gleichung  (1.),  also  -4^,  B^  beliebig  vorgeschriebene 
constante  Grössen.  Nach  einem  fc- maligen  Umlaufe  von  z  um  a^  gehe  y  über 
in  ^^,  so  ist 

(5.)  yj,  =  y  +  2T:kiB^y,(f. 

Es  sei  femer  dasselbe  Integral  y  aus  Gleichung  (4.)  dargestellt  durch  das 
zu  a,  gehörige  Fundamentalsystem 

(6.)  y  =  A,y,<f  + B,(^^-{-y,<f  log (z-a^)), 

so  wird  y^  nach  einem  /-maligen  Umlauf  von  z  um  a^  in 

(7.)  y«  =  y  +  (27rÄiP,y,+  27ciiP,y,)cp 

Übergehen. 

*)  S.  meine  Arbeit  in  Borchabbts  Journal,  Bd.  66,  S.  121  ff.  i). 


i)  Abh.  YI,  Band  I  diaMr  Augtbe,  S.  lG9ff.    Beb. 
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Ist  endlich  dasselbe  Integral  y  ausgedruckt  durch  das  zu  a,  gehörige 
Fundamentalsystem 

(8.)  y  =  ^.y.?  +  -B.(+.+y.?iog(^-a,)), 

so  geht  y^  nach  einem  m- maligen  Umlauf  von  z  um  a,  über  in 

Setzt  man 
so  findet  im  Allgemeinen  zwischen  den  Grössen 

6,C,-fc,C„  ftaCj-fc^C,,  6iC,-6,Cj 

nicht  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  realen  und  ganzzahligen  Coe£&- 
cienten  statt.  Es  wird  daher  nach  den  von  Jacobi*)  entwickelten  Frincipien 
durch  geeignete  Wahl  von  fc,  Z,  m 

(10.)  *J5,y,  +  iB,y,  +  m-B,y,  =  G 

werden,  wo  G  eine  beliebig  vorgeschriebene  Grösse  bedeutet**). 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  wird  demnach  das 
allgemeine  Integral  y  der  Gleichung  (1.)  für  jeden  Werth  von  z 
jeden  beliebigen  Werth  annehmen  können. 

8]  2. 

Es  sei  y  ein  bestimmter  Zweig  eines  Integrals  der  Gleichung  (1.) 
voriger  Nummer,  und  es  werde 

/-  \  d  log  y 

gesetzt,  so  folgt  aus  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer 
(2.)  -^ +  «*'+!>«* +  g  =  0. 


*)  Cbelles  Journal,  Bd.  13,  S.  55  ff.  >). 
**)  Vergl.  Kroneckeb,  Sitzungsberichte,  1884,  S.  1182,  §  2. 


i)  Jacobii  Werks,  Band  n,  8.  28  ff.    Seh. 
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Ist  y  durch  Gleichung  (4.)  voriger  Nummer  definirt,  so  wird  u  in 

übergehen,  wenn  z  successive  k  Umläufe  um  a^,  l  Umläufe  um  a,  und  m  Um- 
läufe um  a,  gemacht  hat.  Ist  daher  H  eine  beliebig  vorgeschriebene  Grösse, 
so  können  k,  2,  m  so  gewählt  werden,  dass  für  jeden  bestimmten  Werth  von  a 

(4.)  u^  =  S 

werde.  Man  hat  zu  dem  Zwecke  die  Grösse  G  in  voriger  Nummer  nur  nach 
der  Gleichung 

dy 


(5.)  G  = 


Hy- 


dz 


27C»'      ^ 


(S--^) 


ZU  wählen. 

Betrachtet  man  in  der  Differentialgleichung  (2.)  z  als  die  imabhängige 
Veränderliche,  so  hat  das  Integral  u  derselben  die  Eigenschaft,  dass  seine 
Verzweigungspunkte  nicht  mit  den  Anfangswerthen  stetig  verschiebbar  sind*). 

Betrachtet  man  dagegen  in  derselben  Gleichung  u  als  imabhängige  Ver- 
änderliche, so  haben  die  Integrale  z  derselben  mit  den  Anfangswerthen  stetig 
verschiebbare  Verzweigungspunkte,  da  -^  für  willkürliche  Werthe  von  u  imd 
dazu  gehörige  nach  der  Gleichimg 

(6.)  u^-k-pu-^-q  =  0 

zu  bestimmende  Werthe  von  z  unendlich  wird**). 

Die  Gleichung  (2.)  liefert  demnach  ein  Beispiel  zu  der  im  Eingange  [9 
erwähnten  Klasse  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welchen  keine 
analytische  Beziehung  zwischen  u  und  z  zugehört. 


♦)  S.  meine  Arbeit,  Sitzungsberichte,  1884,  S.  708^). 
*♦)  Ebendaselbst  S.  704 «). 


1)  Abb.  XLm,  8.  865  dloMR  Bandes.    Scb. 
t)  8.  860  dieses  Bandes.    Scb. 

Fnelii,  mathtra.  Werke.    IL  49 


3$6  nmMxsfnAißvacBcvGtx  zwuches  coxflexkk  takubojl 


£•  tei 

(1.)  /^(^.y.')  =  o. 

#o  f  eine  rationale  Ftmction  der  Argumente  bedeotet  Setzen  wir  Toniis^ 
daM  die  Integrale  derselben  nicht  mit  den  Anfuigswerthen  stetig  Tenddeb- 
bare  Verzweignngsponkte  besitzen,  sei  es,  dass  man  z,  sei  es,  dass  man  jf  als 
unabhängige  Variable  betrachtet,  so  hat  Gleichung  (1.)  zunächst  die  Form 

P.)  T-(.)(^)%P.(^)"%-*P.-.§  +  *-W  =  0.), 

worin  "f^iz)  eine  ganze  rationale  Function  tou  z  von  höchstens  dem  2mf^ 
Grede  mit  von  y  unabhängigen  Coefficienten,  ^^{y)  eine  ganze  rationale 
Function  von  y  von  höchstens  dem  2ifi^  Grade  mit  von  ^  unabhängigen  Co- 
efficienten  bedeutet. 

Es  sei  nach  den  Bezeichnungen  meiner  Arbeit**) 

(3,)  D{^,y)  =  0 

die  Discriminantengleichung  der  algebraischen  Function  -^  von  z  und  ^ 
welche  durch  Gleichung  (2.)  definirt  wird-  Für  einen  Zweig  der  durch  (3.) 
definirten  algebraischen  Function,  welcher  nicht  von  z  unabhängige  Werthe 
von  y,  oder  von  y  unabhängige  Werthe  von  z  liefert,  ergiebt  sich  nach  den 
über  die  Gleichung  (2.)  gemachten  Voraussetzungen  aus  meiner  citirten  Ar- 
beit***),  dass  die  daselbst  auftretenden  Grössen  k  und  a  resp.  die  Werthe 
Null  und  Eins  annehmen,  oder  was  dasselbe  ist: 

Die  durch  die  Gleichung  (2.)  definirte  algebraische  Function 
•^  von  y^  z  verzweigt  sich  nach  den  über  diese  Gleichung  ge- 
machten Voraussetzungen,  als  Function  von  y  aufgefasst,  nur  für 


♦)  Sitzungsberichte,  1884,  S.  707  ^). 
♦♦)  Ebendaselbst  8.  702  *). 
♦♦♦)  Ebendaselbst  8.  702-706«). 


1)  8.  SM  diefM  Buidat.  Seh. 
*)  0.  SM  diMM  Budtfl.  Seh. 
•)  0.  SSe-aea  dlMW  BmadM .    Soh. 
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von  z  unabhängige  Werthe  y  =  iQ,  und,  als  Function  von  z  auf-  [lo 
gefasst,  nur  für  von  y  unabhängige  Werthe  ;gf  =  |. 

Nach  Satz  II.  No.  3  meiner  citirten  Arbeit*)  sind  tj  und  |  Integrale  der 
Gleichung  (2.),  wenn  man  resp.  y  als  Function  von  z  \md  z  als  Function 
von  y  betrachtet.     Da  aber  tj  von  z  und  |  von  y  unabhängig  ist,  so  folgt 

,5  =  0. 

dy        ""^ 

d.h.  die  Werthe  y  =  iQ  und  die  Werthe  ^  =  6,  für  welche  -^  sich 
bezuglich  verzweigt,  je  nachdem  dasselbe  als  Function  von  y 
oder  als  Function  von  z  aufgefasst  wird,  sind  resp.  Wurzeln  der 
Gleichung 

(5.)  +n.(y)  =  0, 

(6.)  ?K.W  =  0. 

Findet  fiir  y  =  >]  eine  («  — l)-fache  Verzweigung  von  -^  als  Function  von 
y  statt,  so  muss  nach  Satz  m.  No.  3  meiner  oben  citirten  Arbeit  (da  in  der 
Gleichung  (E.)  daselbst  C  =  0  zu  setzen  ist  und  dieselbe  demzufolge  in  unsere 
Gleichung  (5.)  übergeht)  y  =  iQ  mindestens  eine  (a  —  1)- fache  Wurzel  der 
Gleichung  (5.)  sein.  Findet  ebenso  für  ^  =  6  eine  (/J  — l)-fache  Verzweigung 
für  -^  als  Function  von  z  statt,  so  ist  aus  demselben  Grunde  |  mindestens 
eine  (/J  — l)-fache  Wurzel  der  Gleichung  (6.).  Es  folgt  hieraus,  dass  die  An- 
zahl der  Verzweigungen  von  -—-,  sowohl  wenn  dasselbe  als  Function  von  y, 
als  auch  wenn  es  als  Function  von  z  au%efasst  wird,  nicht  grosser  als  2iif 
ist.  Nach  einer  von  Riemann**)  herrührenden  Relation  zwischen  der  Anzahl 
der  Verzweigungen  einer  algebraischen  Function,  dem  Grade  der  Gleichung, 
welcher  sie  genügt,  und  ihrem  Range,  ergiebt  sich  demnach,  dass  -^  vom 
Range  Null  oder  Eins  ist,  ebensowohl  wenn  dasselbe  als  Function  von  y,  als 


♦)  Sitzungsberichte,  1884,  8.704*). 
**)  BoBCHARDTs  Joumal,  Bd.  64,  S.  129  >). 


1)  Abh.  XLm,  8.  Ml  4iefM  BandM.    Seh. 
t)  BienuuuM  Werke  (1893),  8. 114.    Sek. 

49* 
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auch  wenn  es  als  Function  von  z  aufgefasst  wird.  Die  vorhergehende  Unter- 
suchung fuhrt  also  zu  dem  Resultat: 

ii]  Wenn  die  Differentialgleichung  (1.)  in  Bezug  auf  ihre  Argu- 
mente algebraisch  ist  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Yer- 
zweigungspunkte  der  Integrale  derselben  sich  nicht  mit  den 
Anfangswerthen  stetig  verschieben,  sei  es,  dass  man  y  als  Func- 
tion von  ^,  sei  es,  dass  man  z  als  Function  von  y  betrachtet,  so 
ist  die  algebraische  Function  ^  von  y  ebenso  wie  die  algebrai- 
sehe  Function  -^  von  z  vom  Range  Null  oder  Eins. 

Man  kann  nun  nach  den  Principien  meiner  oben  citirten  Arbeit  No.  6 
bis  7  zeigen,  dass  alsdann  das  Integral  y  der  Gleichimg  (2.)  eine  analytische 
Function  von  z  darstellt. 


4. 

Von  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Integrale  mit 
den  Anfangswerthen  stetig  verschiebbare  Verzweigungspunkte  besitzen,  hat 
man  nun  zunächst  diejenigen  auszuscheiden,  welche  durch  eine  algebraische 
Transformation  in  eine  Differentialgleichung  übergeführt  werden  können, 
deren  Integrale  nur  feste  Verzweigungspunkte  haben.  Denn  so  wie  es  ein- 
leuchtend ist,  dass  man  Differentialgleichungen  der  letzteren  Art  durch  eine 
willkürliche  algebraische  Transformation  in  solche  der  ersteren  Art  umwandeln 
kann,  so  ergiebt  sich  auch,  dass,  wenn  eine  Differentialgleichung  der  ersteren 
Art  in  eine  solche  der  letzteren  Art  algebraisch  umgeformt  werden  kann, 
dieselbe  nicht  zu  wesentlich  anderen  Transcendenten  fuhrt,  wie  die  Diffe- 
rentialgleichungen mit  festen  Verzweigungspunkten. 

Für  die  Differentialgleichungen  dagegen,  für  welche  der  Rang  der  durch 
dieselben  definirten  Function  -^  entweder  als  Function  von  y  oder  als  Func- 
tion von  z  die  Einheit  übersteigt,  und  welche  nicht  algebraisch  transformirbar 
sind  in  andere  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  sich  nur  in  festen 
Punkten  verzweigen,  ist  zu  untersuchen,  ob  diejenigen  Werthe  von  y,  welche 
ein  und  demselben  willkürlichen  Werthe  von  z  entsprechen,  resp.  diejenigen 
Werthe  von  z^  welche  ein  und  demselben  willkürlichen  Werthe  von  y  ent- 
sprechen,  wie  in  dem  in  No.  2  gegebenen  Beispiele,   eine   oder  mehrere 
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Flächen  stetig  bedecken,  oder  in  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  sich 
in  discreten  Funkten  über  die  Ebene  vertheilen. 

Im  ersteren  Falle  wird  durch  die  Differentialgleichung  y  [12 
ebenso  wenig  als  analytische  Function  von  z  bestimmt,  wie  die 
obere  Grenze  eines  einzigen  ABELschen  Integrals  erster  Gattung 
als  analytische  Function  des  Integralwerthes  aufzufassen  ist. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderung  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  383,  ZeOe  15  wo  statt  und, 

„    386,      „      9,  8  V.  u.  durch  (3.)  definirten  algebraischen  Function  statt  algebraischen  Func- 
tion (3.). 

2)  Der  Begriff  »analytische  Functionc  ist  in  der  vorstehenden  Abhandlung  (wie  auch  in  den  Abhandlungen 
XXX  ff  vergl.  die  Anmerkung  zur  Abh.  XXXI,  S.  212  dieses  Bandes)  in  dem  Jacobi  eigenth&mlichen 
Sinne  zu  nehmen.  Auch  im  übrigen  lehnt  sich  die  von  Fuchs  hier  angewandte  Terminologie  an  die 
von  Jacobi  im  13.  Bande  des  Journals  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik  benutzte  an ,  tritt  aber  in  manchen 
Wendungen  aus  dem  wohl  umgrenzten  Rahmen  der  jACOBischen  hinaus  und  kann  durch  eben  diese 
Wendungen  leicht  zu  Missverständnissen  Veranlassung  geben.  Während  der  Ausdrucksweise  S.  381,  Zeile 
5— 7  des  Textes  »als  jedem  Werthe  der  letzteren  Grösse  jeder  Werth  der  ersteren  entspricht,  und  um- 
gekehrt« nach  Jacobi  (a.  a.  0.,  Werke,  Bd.  n,  S.  43)  die  Bedeutung  beigelegt  werden  muss ,  dass  für 
jeden  Werth  der  einen  Grösse  die  andere  jedem  Werthe  beliebig  nahe  kommen  kann,  entspricht  die  An- 
wendung des  Gleichheitszeichens  in  den  Gleichungen  (10.)  No.  1  und  (4.)  No.  2  keineswegs  der  üblichen 
Bedeutung  dieses  Zeichens,  indem  jene  Gleichungen  durch  ganzzahlige  Werthe  der  k,  Z,  m  nicht  exact, 
sondern  nur  mit  beliebiger  Annäherung  befriedigt  werden  können.  Die  Worte  S.  382,  Zeile  8  »keine 
fnnctionale  Beziehung  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes«  und  S.  385,  vorletzte  und  letzte  Zeile  »keine 
analytische  Beziehung«  sind  so  zu  verstehen,  dass  die  Beziehung  keine  derartige  ist,  dass  die  eine  Grösse 
als  analytische  Function  der  andern  im  Sinne  Jacobis  erscheint  Endlich  müssten  im  Sinne  der  modernen 
Terminologie  S.  389,  Zeile  1,  2  die  Worte  »stetig«  durch  »überall  dicht«  und  »discreten«  durch  »isolirten« 
ersetzt  werden.  — 

Vergl.  den  Aufsatz  von  Casorati,  Acta  Mathematica,  Band  8,  1886,  S.  845  ff.  Sch. 


XLYH. 

ÜBER  DIE  WERTHE,  WELCHE  DIE  INTEGRALE  EINER  DIFFEREN- 
TIALGLEICHUNG  ERSTER    ORDNUNG   IN    SINGUIAREN   PUNKTEN 

ANNEHMEN  KÖNNEN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Berlin, 
1886,  XIV,  S.  279—300;  vorgetragen  am  11.  März,  ausgegeben  am  18.  März  1886.) 


In  ihrer  berühmten  Abhandlung*)  haben  Briot  und  Bouquet,  nach-  [279 
dem  sie  nach  dem  Vorgange  von  Cauchy  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung 

definirt,  das  Verhalten  derselben  in  der  Umgebung  einer  Stelle  (^^,  y^),  in 
welcher  f{z^y)  entweder  unendlich  oder  mehrdeutig  oder  endlich  unbestimmt 
wird,  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen. 

Ein  sorgfaltiges  Studium  dieser  Abhandlung,  welcher  ich  schon  vor  langer 
Zeit  die  Anregung  zur  Beschäftigung  mit  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zu  verdanken  hatte,  hat  mich  erkennen  lassen,  dass  in  den  Entwickelungen 
von  Briot  und  Bouquet  manche  Lücke  auszufüllen  sei,  und  dass  manche  Re- 
sultate einer  Ergänzung  bedürfen. 

In  dem  Folgenden  erlaube  ich  mir,  einen  Auszug  aus  den  Erwägungen 
zu  geben,  zu  welchen  mich  meine  Studien  über  diesen  Gegenstand  gefahrt 
haben. 


*)  Journal  de  T^cole  Polytechnique,  cah.  86,  p.  183. 
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Schon  bei  der  Definition  der  Integrale  begegnet  man  einer  Lücke.  Sind 
nämlich  die  Anfangswerthe  (^«9^«)  so  beschaffen,  dass  f{^^y)  und  alle  partiellen 
Ableitungen,  dieser  Functionen  nach  z  foct  z  ^  z^^  y  =  y^  verschwinden,  dass 
mit  anderen  Worten  (a.)  die  Form 

erhält,  so  ist  der  Nachweis  der  Existenz  eines  Integrals  nicht  erbracht. 

Diese  Frage  ist  offenbar  mit  der  anderen  identisch:  wie  verhalten  sich 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung 

(r)  f  =  7^<''»> 


in  der  Umgebung  von  ^  =  0? 

280]  Auch  diese  Frage  ist  unerledigt  geblieben.  Mit  ihrer  Lösung  würden 
aber  zu  gleicher  Zeit  die  Principien  gewonnen  sein,  um  die  Schwierigkeiten 
zu  heben,  welche  in  der  Behandlung  derjenigen  singulären  Stellen,  für  welche 
f{zjy)  unbestimmt  wird,  auftreten. 

Für  diese  singulären  Stellen  fuhren  Briot  und  Bouquet  durch  eine  Trans- 
formation die  Gleichung  (a.)  auf  einen  der  drei  Typen 

(*.)  t^  =  aC   +6<  +  ^(<,C), 

(e.)  t^  =  ar  +  6<  +  *(<,C), 

zurück,  worin  ^(<,  C)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabelen  <,  C 
fortschreitende  Reihe  bedeutet,  in  welcher  die  Glieder  niedrigster  Dimension 
die  der  zweiten  sind. 

Allein  diese  Zurückführung  setzt  stillschweigend  voraus,  dass,  wenn  z 
einen  Werth  a  und  gleichzeitig  y  einen  Werth  b  erreicht,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  f{aj  b)  unbestimmt  wird,  der  Punkt  z  =  a  nicht  ein  solcher  ist,  für 
welchen  y  als  Function  von  z  überhaupt  unbestimmt  wird.  Man  würde,  wenn 
dieses  einträte,  die  Reihenentwickelungen,  welche  zu  den  drei  genannten  Typen 
fahren,  nicht  machen  dürfen,  man  würde  vielmehr  stets  zuerst  eine  Gleichung 
der  Form  (y.)  erhalten,   und  nur  in  denjenigen  Fällen,  wo  die  Integrale  der 
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letzteren  in  z  =  0  nicht  unbestimmt  werden,  wird  der  Übergang  zu  den  ge- 
nannten Typen  statthaft  sein. 

Dass  übrigens  die  Untersuchung  der  Singularität  ar  =  0  in  einer  Gleichung 
von  der  Form  (y.)  nicht  eine  in  dem  Gebiete  der  analytischen  Functionen 
abseits  gelegene  Frage  betrifft,  ergiebt  sich  eben  aus  der  Identität  dieser 
Untersuchung  mit  derjenigen  der  Gleichung  (/J.).  Man  erkennt  aber  schon 
an  einfachen  Beispielen,  wie  z.  B.  an  dem  Falle  fj,^^y)  =  — ,  dass  man  einer 
Definition  der  Integrale  der  Gleichungen  der  Form  (ß.)  nicht  entrathen  kann. 

Aber  noch  nach  einer  anderen  Seite  hin  tritt  die  Bedeutung  der  Unter- 
suchung  der  Gleichungen  der  Formen  (/J.),  (y.)  heraus.  Wenn  nämlich  ein 
Integral  der  Gleichung  (a.)  durch  gewisse  Anfangswerthe  (^^j^o)  definirt  worden 
ist,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  festzustellen,  ob  dasselbe  das  einzige  ist,  welches 
diesen  Anfangsbedingungen  genügt,  oder  nicht.  Um  nachzuweisen,  dass  es  nur 
ein  solches  Integral  gebe,  bedürfen  Briot  und  Bouquet  des  Schlusses*),  dass 
ein  Integral  einer  Gleichung  der  Form  (/J.),  welches  für  z  =  z^  den  Werth  [aSi 
y  =  y^  annimmt,  identisch  gleich  dem  constanten  Werthe  y^  sei.  Da  aber, 
wie  gezeigt  werden  soll,  es  im  Allgemeinen  ausser  y  =  y^  noch  andere  In- 
tegrale der  Gleichung  (ß.)  giebt,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  auch  mehr  als 
ein  Integral  der  Gleichung  («.),  welches  gegebenen  Anfangsbedingungen  ent- 
spricht. 

Im  Folgenden  werde  ich  mich  darauf  beschränken,  die  Singularitäten 
^  =  0  in  Gleichungen  der  Form  (y.)  einer  näheren  Untersuchung  zu  unter- 
ziehen und  damit  die  Discussion  der  zuletzt  erwähnten  Frage  über  die  Be- 
stimmung  eines  Integrals  durch  vorgeschriebene  Anfangswerthe  zu  verbinden. 

1. 

Wir  wollen  zuerst  einige  Benennungen  hervorheben,  deren  wir  für  die 
Folge  bedürfen.  Die  Bezeichnungen  der  singulären  Punkte  als  wesentliche 
und  ausserwesentliche ,  welche  Herr  Weierstrass  für  die  eindeutigen  Functionen 
einer  complexen  Variabelen  eingeführt  hat,  sind  für  die  mehrdeutigen  Func- 
tionen nicht  ausreichend,  weil  selbst  diejenigen  Stellen  einer  Function,  für 
welche  dieselbe  zwar  bestimmte,  von  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen 
man  in  dieselben  gelangt,  unabhängige  Werthe  erhält,  deren  Umkreisung  aber 

*)  A.  a.  0.  p.  145. 

Fuehs,  mailiem.  Wmrke.    n.  50 
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ZU  anderen  Functionswerthen  fuhrt,  nicht  auf  dieselbe  Weise  aufhebbar  sind, 
wie  die  ausserwesentlich  singulären  Punkte  einer  eindeutigen  Function. 

Wir  wollen  daher  eine  Stelle,  in  welcher  eine  Function  eine  von  den 
letzten  Wegelementen  abhängige  Werthenreihe  annehmen  kann,  eine  Stelle 
oder  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit  nennen.  Diese  Benennung  drückt 
eben  die  Natur  der  Stelle,  dass  die  Function  in  ihr  nicht  einen  bestimmten 
Werth  erhalte,  aus. 

Ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  kann  zu  gleicher  Zeit  ein  Verzweigungs- 
punkt sein  oder  auch  nicht.  Aber  die  Verzweigung  in  einem  solchen  Punkte 
kann  von  zweierlei  Art  sein. 

Ist  nämlich  a  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit,  so  kann  es  möglich  sein, 
dass  man  a  durch  eine  geschlossene  Curve  von  hinlänglich  kleinen  aber  end- 
Uchen  Dimensionen  von  der  Art  abgrenzen  kann,  dass  innerhalb  derselben 
ausser  dem  Punkte  a  selbst  kein  Verzweigungspunkt  enthalten  ist.  Wir  wollen 
alsdann  die  Verzweigung  eine  bestimmte  nennen.  So  ist  in  der  Function 
{z--df^{z)j  in  welcher  cp(^)  in  der  Umgebung  von  z  =^  a  eindeutig  aber  in 
z  =  a  unbestimmt  ist,  und  wo  A  eine  beliebige  reale  Grösse  bedeutet,  a  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit,  aber  mit  bestimmter  Verzweigung. 
282]  Es  kann  aber  zweitens  möglich  sein,  dass,  wie  klein  auch  die  Curve, 
durch  welche  a  abgegrenzt  wird,  sein  mag,  immer  in  der  Fläche  derselben 
unzählig  viele  Stellen  ausser  a  vorhanden  sind,  in  welchen  Verzweigung  statt- 
findet. Alsdann  wollen  wir  die  Verzweigung  eine  unbestimmte  nennen. 
In  der  Function 


\J 


z  —  a      , 

e        —0 


z.  B.,  wo  b  eine  von  Null  verschiedene  Constante  und  m  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet,  ist  ^  =  a  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit,  in  welchem  zugleich 
eine  unbestimmte  Verzweigung  statt  hat. 

1 

Es  sei  nämlich  e         =  b;  alsdann  liefert  die  Gleichung 

=  -ji +2Äict 

z  —  a         C  — a 

für  die  unendliche  Reihe   der  realen   ganzen  Zahlen  k  eine  unendliche  Reihe 
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1 

von  Stellen  ^,  welche  sämmtlich  so  beschaffen  sind,  dass  e'"^  =  6,  und  wovon 
eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  a  verschiedener,  innerhalb  eines  noch  so 
kleinen  diesen  Punkt  umschliessenden  Bereiches  sich  befinden.  In  jedem 
dieser  Punkte  findet  aber  Verzweigung  statt. 

Es  ist  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  eine  Function  durch  eine  in  der 
ganzen  Umgebung  eines  Punktes  a  der  Unbestimmtheit  mit  unbestimmter  Ver- 
zweigung gültige  nach  ii^end  welchen  Potenzen  von  ^  —  a  fortschreitende  Reihe 
darzustellen. 

Dieser  Umstand  tritt  jedoch  schon  für  Stellen  der  Unbestimmtheit  ein,  in 
deren  Umgebimg  keine  Verzweigung  statt  hat.  —  So  würde  z.  B.  die  Function 


e        —b 
zwar  innerhalb   eines  von  zwei  Kreisen   mit  dem  Mittelpunkte  a  gebildeten 
Ringes,  innerhalb  dessen  nicht  eine  Wurzel  der  Gleichung 

1 

gelegen  ist,  mit  Hülfe  des  LAURENxschen  Satzes  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  z  —  a  entwickelbar  sein.  Aber  diese  Entwickelung  gilt  nicht 
bis  zu  beliebiger  Annäherung  an  den  Punkt  a. 

An  das  Vorhergehende  knüpft  sich  eine  für  die  Theorie  der  Differential- 
gleichungen folgenreiche  Erwägung.  —  Da  nämlich  für  nicht  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen die  sämmtlichen  hier  näher  bezeichneten  Singularitäten  [283 
auftreten,  so  wird  man  in  der  Regel  darauf  verzichten  müssen,  von  dem  ge- 
wöhnlichen Hülfsmittel  Gebrauch  zu  machen,  wonach  die  Natur  der  Singu- 
larität durch  eine  in  der  Umgebung  der  singulären  Stelle  gültige  Reihen- 
entwickelung erforscht  wird.  —  Man  wird  vielmehr  zu  anderen  Hülfsmitteln 
seine  Zuflucht  nehmen  müssen,  um  den  ganzen  Werthvorrath ,  dessen  die 
Function  in  der  Umgebung  einer  singulären  Stelle  fähig  ist,  zu  ergründen. 

2. 
Wir  betrachten  die  Differentialgleichung 


(A.)  t  =  i^^''^^' 


50* 
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worin  F{z^  y)  eine  in  dem  ganzen  Verlaufe  der  unabhängigen  Variabelen  ^,  y 
definirte  Function  und  k  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeutet. 

Wir  haben  zunächst  zu  untersuchen,  ob  z  =  Q  für  die  Integrale  y  der 
Gleichung  (A.)  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist.  —  Wenn  dieses  stattfindet, 
so  kann  für  z  =  0  y  Werthe  erlangen,  für  welche  F{z^y)  als  Function  von  z 
und  y  keine  Singularität  darbietet.  Ist  p  ein  solcher  Werth,  und  ist  in  der 
Umgebung  von  ^  =  0,  y  =  p 

so  ist  es  nicht  zulässig,  aus  der  Gleichung 

wie  es  Briot  und  Bouquet*)  thun,  zu  schliessen,  dass  z  als  Function  von  y 
für  y  =  p  den  Werth  z  =  0  nicht  erreichen  könne.  In  der  That  würde  ein 
solcher  Schluss  die  Voraussetzung  enthalten,  dass  y  längs  eines  Weges  von 
endlicher  Länge  von  einem  Werthe  y^  zu  dem  Werth  p  gelangen  müsste ,  wenn 
gleichzeitig  z  von  einem  der  Null  naheliegenden  Werthe  ^  =  ^^  in  ^  =  0  ein- 
rückt. —  Ist  aber  z  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit,  so  sind  diese  Vor- 
aussetzungen nicht  erfüllt.  Es  kann  alsdann  vielmehr  y  von  einem  Werthe  y^ 
zu  einem  beliebig  weit  davon  entfernten  Werthe  p  übergehen,  während  z  in 
beliebiger  Nähe  von  z  =  0  verbleibt.  —  Man  darf  aber  dann  nicht  zur 
284]  Feststellung  des  Zusammenhanges  zwischen  z  und  y,  F(z^y) 
in  der  Umgebung  von  z  =  0  und  in  der  Umgebung  eines  bestimmten 
Werthes  y=p  entwickeln,  wie  es  die  Herstellung  der  Gleichung 
(«.)  voraussetzt. 

Zur  Entscheidung  der  Frage,  oh  z  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
für  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  sei,  könnte  man  eine  Function  t  von  Zy 
welche  in  ^  =  0  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzt,  einfuhren  und  als- 
dann die  Integrale  y  als  Functionen  von  t  untersuchen.  So  würde,  was  das 
Nächstliegende  ist ,  in  dem  Falle ,  dass  Ä  >  1 ,  die  Function 

1       1 

(B.)  t  =  € 


*)  A.  a.  0.  p.  145  bei  einer  ähnlichen  Gleichung,  deren  fiie  sich  zum  Nachweis  der  eindeutigen  Be- 
stimmung eines  Integrals  bedienen,  worauf  wir  später  noch  zurückkommen  werden. 
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^  =  0  als  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen,  und  wenn  man  in  Gleichung 
(A.)  t  als  unabhängige  Variabele  einfuhrt,  dieselbe  in 

Übergehen,  in  welcher  z  mit  t  durch  die  Gleichung  (B.)  verbunden  gedacht  wird. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  im  Allgemeinen  den  verschiedenen 
Werthen  von  t  in  der  Umgebung  von  z  =  0  auch  theilweise  oder  durchweg 
verschiedene  Werthe  von  y  entsprechen  können.  —  Ich  behalte  mir  die  Aus- 
fuhrung dieses  Nachweises  für  eine  andere  Gelegenheit  vor  und  will  mich  an 
dieser  Stelle  damit  begnügen,  nur  einen  Weg,  auf  welchem  man  zu  dem- 
selben gelangen  kann,  hier  anzudeuten,  da  derselbe  auch  in  anderer  Hinsicht 
für  das  Studium  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  beachtenswerth  er- 
scheint. 

Es  sei  M  ein  Multiplicator  der  Gleichung 

(1.)  Pdy  +  Qda  =  0, 

wo  P,  Q  wohldefinirte  Functionen  der  beiden  Variabelen  y,  z  sind.  Man  hat 
alsdann  für  die  Fimction  M  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  y,  ^  die 
Gleichung 

^  '^  ^      dy  ^      dz       '^    de       dy' 

Sind  3fj,  3f,  zwei  Lösungen  dieser  Gleichung,  so  folgt,  wenn  man 

(3.)  log  ^  =  M 

setzt, 

Ist  u  =  0(^,  y)  eine  Lösung  dieser  Gleichung,  so  liefert  bekanntlich  [ass 
die  durch  die  Gleichung 

(5.)  ^i^,y)  =  l^j 

wo  (i  eine  beliebige  Constante,  definirte  Function  y  von  js  ein  Integral  der 
Gleichung  (1.).  Es  ist  auch  bekannt,  wie  umgekehrt  die  Integration  der 
Gleichung  (4.)  auf  die  Losung  der  Gleichung  (1.)  zurückgeführt  wird. 
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Auf  unsere  Gleichung  (A.)  angewendet  geht  die  Gleichung  (4.)  über  in: 

Statt  dieser  Gleichung  betrachten  wir  die  folgende: 

Ist  ^{tj^jy)  eine  Function  der  drei  unabhängigen  Variabelen,  welche  der 
Gleichung  (D.)  genügt,  so  erhält  bekanntlich  W  einen  constanten  Werth,  wenn 
t  mit  z  durch  die  Gleichung 

(7)  A  =  il 

^•'  dz  t  ' 

welche  mit  (B.)  identisch  ist,  und  y  mit  2  durch  die  Gleichung  (A.)  ver- 
bunden ist. 

Wenn  aber  y  unbeschränkt  veränderHch  belassen  wird,  dagegen  t  mit  z 
durch  die  Gleichung  (7.)  oder  (B.)  verbunden  ist,  so  wird  W  ein  Integral  der 
Gleichung  (6.). 

Es  sei  demgemäss  W(<,-sf,  y)  eine  wohldefinirte  Function  der  drei  unab- 
hängigen Variabelen  <,  ^,  y,  welche  der  Gleichung  (D.)  genügt,  so  werde  die 
Gleichung 

I 

WO  1$  eine  Constante,  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt.  Wird  in  derselben 
t  als  mit  z  nach  Gleichung  (B.)  sich  verändernd  aufgefadst,  so  ist  die  durch 
dieselbe  gelieferte  Function  y  von  z  ein  Integral  der  Gleichung  (A.). 

Es  ergiebt  sich,  dass  im  Allgemeinen,  wenn  z  gegen  Null  convergirt 
und  gleichzeitig  t  die  entsprechende,  durch  die  Gleichung  (B.)  gelieferte 
Werthenreihe  durchläuft,  sich  aus  Gleichung  (E.)  fiir  y  unendlich  viele  von 
der  Art,  wie  z  sich  der  Null  annähert,  abhängige  Werthe  ergeben. 

Die  Untersuchung  lässt  sich  durchführen,  indem  man  für  unbeschränkt 
286]  veränderliche  Werthe  der  Variabelen  t^  z^y  die  Function  W  auf  geeignete 
Weise,  z.  B.  als  Potenzreihe  oder  als  Quotienten  zweier  Potenzreihen,  in  der 
Umgebung  von  z  =^  0  und  passender  besonderer  Werthe  von  t  imd  y  darstellt. 
Lässt  man  alsdann  z  gegen  Null   convergiren  und  mit  ihm  t  eine  Werthen- 
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reihe  durchlaufen,  welche  sich  aus  Gleichung  (B.)  ergiebt  und  dem  Dar- 
stellungsgebiete angehört,  so  wird  zu  entscheiden  sein,  ob  es  ebenfalls  dem 
Darstellungsgebiete  angehörige  Werthe  von  y  giebt,  welche  mit  t  und  z  zu- 
sammen der  Gleichung  (E.)  genügen. 

Während  demnach  für  das  allgemeine  Integral  ^  =  0  in  der  Regel  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit  ist,  kann  es  wohl  eintreten,  dass  für  ein  beson- 
deres Integral  oder,  was  dasselbe  ist,  für  bestimmte  Werthe  von  ff  in  Glei- 
chung (E.),  jgr  =  0  aufhört,  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  zu  sein. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Gleichung  (A.)  auch  die  besondere 
Beschaffenheit  besitzen  kann,  dass  ihre  sämmtlichen  Integrale  in  jgr  =  o 
nicht  unbestimmt  werden. 

3. 

Häufig  ist  es  zweckmässiger,  an  die  Stelle  der  Hülfsfunction  t  eine  andere 
7]  zu  setzen,  welche  mit  z  durch  die  Gleichung 

verbunden  ist. 

Es  habe  zum  Beispiel  F{z^y)  die  Form 

WO  G{y)^  ^tiy)  S^^^^  rationale  Functionen  von  y,   H  und  H^  wohldefinirte 
Functionen  von  z  und  y  von   der  Beschaffenheit,   dass  -ff(0,  y),  jffj(0,  y)  nicht 
für  beliebige  Werthe  von  y  imendlich  werden. 
Alsdann  wird  die  Gleichung  (B'.): 


(2.) 

deren  Integration  entweder 


*I=    1    g(r,) 

de         P"  Ö,(r() ' 


oder 


(Sa.)  ,„g,=J|M,, 

liefert,  je  nachdem  k>l. 
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287]   Die  Gleichung  (A.)  geht  durch  Einfuhrung  der  unabhängigen  Variabelen 
T]  über  in 

(C.)  ^F{0,ri)  =  F(z,y), 

in  welcher  z  durch  die  Gleichung  (B'.)  mit  yj  verbunden  gedacht  wird. 

Es  lässt  sich  nun  wiederum  zeigen,  dass,  wenn  für  einen  beliebigen  Werth 
von  7]  die  durch  die  Gleichung  (B'.)  damit  verbundene  Grösse  z  sich  der  Null 
nähern  kann,  im  Allgemeinen  z  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  der  In- 
tegrale der  Gleichung  (A.)  sein  muss. 

Für  die  besondere  Form  (1.)  ergiebt  die  Gleichung  (3.)  allemal  z  =  0 
als  zu  einem  beliebigen  Werthe  yj  gehörig,  wenn 


/ 


^>(^)  an 


mit  Logarithmen  behaftet  ist.     Tritt  z.  B.  das  Glied 

-41og(7j-a) 

auf,  so   wird   die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3.)  für  einen  beliebigen  Werth 
von  Y]  unendlich  gross,  wenn  yj  unzählig  viele  Umläufe  um  a  vollzieht. 
Wenn 


/ 


(27) 


mit  Logarithmen  behaftet  ist,  so  folgt  aus  (3a.) 

wo  y  eine  willkürliche  Constante,  -4,  JB,  ...  die  Residuen  von  -^^  in  Bezug 
auf  die  Werthe  yj,  für  welche  G(y])  =  0,  und  endlich  U(y])  eine  rationale 
Function  von  tj  bedeutet.  Nach  einem  Umlaufe  um  yj  =  a  geht  z  in  jz  über, 
WO  j  =  e  ^^  .  Wenn  demnach  der  Coefficient  von  i  in  der  Grösse  A  nicht 
verschwindet,  so  werden  unzählig  viele  Umdrehungen  um  yj  =  a,  nach  dem 
einen  oder  nach  dem  entgegengesetzten  Sinne  ausgeführt,  zu  dem  willkür- 
lichen, in  der  Umgebung  von  tj  =  a  gelegenen  Werthe  yj  als  zugehörigen 
Werth  z  =  0  liefern. 
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Wie  in  voriger  Nummer  kann  die  Untersuchung  der  Gleichung  (C.)  ver- 
mittelst der  partiellen  Differentialgleichung 

(!>■.)  F(0,,)|^  +  ^|1  +  F(.,,)i^  =  0 

erfolgen,  deren  Lösungen  'F(i],2,  y)  die  Eigenschaft  besitzen,  einen  constanten 
Werth  zu  erhalten,  wenn  s  sich  mit  ij  nach  Gleichung  (C)  und  y  mit  b  [»88 
nach  Gleichung  (A.)  ändert.     Man  muss  wie  dort  die  Gleichung 
(E'.)  ^{yi,M,y)  =  t^, 

wo  ^  eine  Conatante  bedeutet,  zu  Ghnmde  legen. 

Daas  auch  hier  der  Fall  eintreten  kann,  dass,  während  das  allgemeine 
Integral  von  (A.)  in  z  =  0  unbestimmt  wird,  sobald  z  =  d  eia  Punkt  der 
Unbestimmtheit  der  durch  Gleichung  (K.)  definirten  Function  ij  von  e  ist, 
besondere  Integrale  in  £  =  0  nicht  mehr  unbestimmt  werden,  ist  selbst- 
verständlich. 

Aber  was  wesentlich  zu  beachten  ist,  das  ist  der  Umstand,  dass  auch  in 
dem  Falle,  dass  «  =  0  für  die  durch  Gleichung  (B'.)  definirte  Function  t) 
von  z  nicht  ein  Funkt  der  Unbestimmtheit  ist,  dennoch  für  die  Integrale  der 
Gleichung  (A.)  «=  0  ein  solcher  Punkt  sein  kann,  wie  dieses  ja  aus  der 
vorigen  Nummer  für  ft  >  1  erhellt. 


Wir   wollen   das  Vorhei^ebende    an   einigen   Beispielen   erläutern.     Be- 
trachten wir  die  Differentialgleichung 

.7.. 

worin  ft,  y,,  p,  in   der   Umgebung  von  r  =  0   eindeutige  und  continuirliche 
Functionen  bedeuten. 


(2)  ^*  dlogtp 

so  genügt  to  der  Differentialgleichung 

rmeki,  nUhn.  WaA(L    O. 
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Es  sei 

(I.)  k>l, 

alsdann   ist*)   der  Punkt  ^  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allg6- 
meine  Integral  der  Gleichung  (3.). 

Ist  w^j  w^  ein  Fundamen talsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (3.),  c^,  c, 
willkürliche  Constanten,  so  hat  nach  Gleichung  (2.)  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  (1.)  die  Form 


389]  Daher  ist  auch  im  Allgemeinen  z  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
für  jedes  Integral  der  Gleichung  (l.). 

Es  kann  aber  eintreten,  dass  ein  besonderes  Integral  w  so  beschaffen  ist, 
dass  seine  logarithmische  Ableitung  in  ^  =  0  nicht  unbestimmt  wird.  Diesem 
entspricht  alsdann  nach  Gleichung  (2.)  ein  besonderes  Integral  y  der  Gleichung 
(1.),  für  welches  -sf  =  0  nicht  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist. 

Soll  aber  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1.)  in  js  =  0  nicht  un- 
bestimmt sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

/*©,  dz  f^m  dz 

wo  ?,,  9,  in  -8^  =  0  nicht  unbestimmt  werden,  imd  dass  zu  gleicher  Zeit  für 
-^  ^  =  0  nicht  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist. 


Da«) 

w 


so   sind   diese  Bedingungen   auch   gleichbedeutend  mit  den  beiden  folgenden 

<p,   mid   e    ^ 
dürfen  für  -sf  =  0  nicht  unbestimmt  werden. 


*)  Nach  meiner  Arbeit  in  Borchabdts  Journal,  Bd.  66,  S.  1460* 
**)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borchardts  Journal,  Bd.  66,  S.  128-130*). 


1)  Abb.  YI,  Bftnd  I  diMfr  Aufgabe,  8. 186.    Seh. 
s)  Ebenda  8. 166-169.    Seh. 
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Man  kann  immer*)  das  Fundamentalsystem  von  Integralen  lo^,  v,  der 
Gleichung  (3.)  so  einrichten,  dasa  in  der  Umgebung  von  e  =  0  entweder 

(6.)  «j,  ^  «  '  ^, ,    w,  ^  I»  *  +, 

oder 

(5a.)  w,  =  e''*'^,    w,  =  *'^'~*(x  +  «^'{'log*), 

wo  ^,)  r,  bestimmte  reale  oder  complexe  Grossen,  g  eine  ganze  positive  Zahl,. 
^,,  (}»,,  respective  ^  und  /  Reihen  bedeuten,  welche  im  Allgemeinen  eine  un- 
endliche Anzahl  negativer  und  positiver  ganzzahliger  Potenzen  von  z  enthalten. 

Da  z  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  för  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (3.)  ist,  so  muss  im  Falle  (5.)  wenigstens  eine  der  Reihen  i}»^,  i}»^ 
and  im  Falle  (5a.)  wenigstens  eine  der  Reihen  cj^,  x  ^^^^  anendliche  Anzahl 
negativer  Potenzen,  von  z  enthalten. 

SoU  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1.)  in  ^  =  0  nicht  unbestimmt 
werden,  so  muss  den  oben  gefundenen  Bedingungen  zufolge,  unter  Berück-  [290 
sichtigung  der  Gleichungen  (5.)  und  (5a.),  entweder  die  logarithmische  Ab- 
leitimg von  (|j,  oder  von  ^  eine  Function  ^  von  der  Beschaffenheit  sein,  dass 
i^  in  der  Umgebung  von  z  =  Q  sich  durch  eine  nach  steigenden  ganzen 
Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  darstellen  lässt,  welche  nur  eine  end- 
liche Anzahl  negativer  Potenzen  hat,  and  dass  zu  gleicher  Zeit  die  CoeM- 
cienten  der  Potenzen,  deren  Exponenten  kleiner  als  die  negative  Einheit,  mit 
den  Coefficienten  der  entsprechenden  Potenzen  von  ^  übereinstimmen. 

Wir  können  voraussetzen,  dass  ^,,  p,, /*,  für  ^  =  0  nicht  verschwinden, 
Denn  wenn  eine  oder  zwei  dieser  Grössen  für  z  =  0  verschwinden  sollten, 
so  würde  die  Substitution 

"       rw  +  d' 
wo  a,ß,y,d  willkürliche  Grössen,  in  Gleichung  (1.)  für  «  eine  Differential- 
gleichung liefern,-  in  welcher  die  p^,  p^,  p,  entsprechenden  Grössen  für  2  =  0 
nicht  verschwinden.     Aber  w  hat  mit  y  für  ^  =  0  dieselbe  Verzweigung,  und 
es  ist  2  =  0  gleichzeitig  für  w  und  y  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit. 

■)  Nach  meiner  Arbeit  in  Bobchakdtb  JoonuJ,  Bd.  66,  S.  181-139>). 
I)  Akt-VI,  BudldSMnlugmlM,  8. 170— IIB.    Sek. 
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Sei  unter  dieser  Voraussetzung 

Po  _  A  .    A    . 


(6-)  {     4  =  ^  +  ^  + 

ft  _  C'.  .    C.    . 


•  •  • . 


> 


•  •  • 


» 


SO  sind  -4^,  JB.i  C^  von  Null  verschieden. 
Es  sei 

(7.)  »  =  -  —  V, 

p% 

so  genügt  V  der  Gleichung 

(8.)  *L  =  _AÄ+f_i  +  4  +  lM£L],_«.. 

^   ^  dir  4f*        L     ir       ;e:*  dz     \ 

Sollte  ^  =  0  für  die  Integrale  der  Gleichung  (1.)  nicht  ein  Funkt  der 
Unbestimmtheit  sein,  so  müsste  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  (8.)  ein 
Integral  besitzen,  welches  in  der  Umgebung  von  ;8?  =  0  die  Form  hätte: 

(9-)  «=  2-F+27^  +  -' 

291]   Substituirt  man   diesen  Ausdruck  in   (8.),    so  folgt   durch  Vergleichung 
der  Coefficienten  von  z'^  auf  beiden  Seiten 

(10.)  -Jo^o+t-B:  =  0. 

Sollen  demnach  die  sämm4;lichen  Integrale  der  Gleichung  (1.) 
in  ^  =  0  nicht  unbestimmt  werden,  so  muss 

ein  vollständiges  Quadrat  sein. 

Dieses  Resultat  findet  seine  Aufklärung  durch  die  Untersuchungen  in 
No.  3.     In  der  That  ist  in  unserem  Falle 


(11.) 

ö(y)  =  ^.  +  JB.y- 

und  aus  der  Gleichung 

(12.) 

07)  _  ö(yi) 
da           e* 
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ergiebt  sich,  wenn  die  Wurzeln  a,,  o,  der  Gleichung  G{q)  =  0  von  einander 
Terschieden  sind, 

(13.)  1     _^  =  ^         log(^=^)  +  const. 

Es  wird  daher  für  einen  beliebigen  Werth  von  t],  nach  unzählig  vielen 
Umläufen  dieser  Yariabelen  um  den  Funkt  a,  oder  a,,  e  gegen  Null  convergiren 
und  gleichzeitig  das  Integral  y  der  Gleichung 

("•)  ^e(n)=i'.+i'.»+A»", 

in  welche  (1.)  übergeht,  wenn  man  an  die  Stelle  von  e  ti  als  unabhängige 
Variabele  einführt,  tm  die  verschiedenen  Werthe  von  ■»),  welche  zu  ic  =  0 
gehören,  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe  annehmen,  oder  mit  anderen 
Worten,  es  wird  das  Integral  y  der  Gleichung  (1.)  jeden  möglichen  Werth 
annehmen,  wenn  e  auf  geeigneten  Wegen  in  2  =  0  einrückt,  d.  h.  e  ^  Q  ist 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allgemeine  Integral  von  (1.). 

Sind  dagegen  die  Wurzeln  ß,,  a^  der  Gleichung  G(y)  =  0  einander  gleich, 
so  liefert  die  Integration  der  Gleichung  (12.) 

(16.)  -, — r-i=r  =  —7^ +  const. 

Dieser  Gleichung  gemäss  wird  s  nur  für  ■»]  =  «,  Null;  demnach  ist  es 
alsdann  auch  nicht  erforderlich,  dass  2=0  ein  Funkt  der  Unbestimmtheit 
für  die  Integrale  der  Gleichung  (1.)  werde. 

Es  ist  aber  selbstverständlich,  dass  die  in  Gleichung  (10.)  enthaltene 
Bedingung  nicht  die  hinreichende  dafür  ist,  dass  alle  Integrale  der  Glei-  [391 
chung  (1.)  in  9  =  0  bestimmt  werden.  In  der  That  ist  jene  Bedingung  nur 
eine  derjenigen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Gleichung  (8.)  ein 
Integral  der  Form  (9.)  habe. 

Es  kann  also  A^+B^y  +  C^j^  ein  vollständiges  Quadrat  sein,  ohne  dass 
z  =  0  aufhört  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allgemeine  Int^;ral  der 
Gleichung  (1.)  zu  sein. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Differentialgleichung 

(16.)  **^  =  «/+^^, 
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WO  «,  ß  Constanten  bedeuten,  so  wird  für  diese  die  Gleichung  (3.)  in 

übergehen.  Nach  den  oben  gefundenen  Bedingungen  müsste  diese,  damit  kein 
Integral  der  Gleichung  (16.)  ^  =  0  als  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitze, 
durch  ein  Integral 


befriedigt  werden,  für  welches  cp^  für  ^  =  0  endlich  und  bestimmt,  also  w^ 
selber  in  ^  =  0  bestimmt  wäre.  Da  aber  auch  —  die  gleiche  Eigenschaft 
besitzen  muss,  so  wäre  auch  w^  für  z  =  0  bestimmt.  Demnach  dürfte  z  =  0 
für  die  Integrale  der  Gleichung  (17.)  nicht  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
sein,  was  aber  der  Voraussetzung  widerspricht,  wonach  &  >  1*). 

Setzt  man  für  ii?,,  w^  die  Werthe  aus  (5.)  bez.  (5a.)  in  Gleichung  (4.)  ein, 
so  erhält  man  für  y  einen  Ausdruck  der  Form 

(18.)  y  -  l±l^ 


bez.  von  der  Form 

^       '  ^         Ri-  Sjs log z 

worin  P,  Q,  JR,  iS  in  der  Umgebung  von  z  =  0  eindeutig,  aber  im  Allge- 
meinen in  ^  =  0  unbestimmt  sind.  Hieraus  geht  hervor,  dass  das  allge- 
meine Integral  der  Gleichung  (l.)  in  ^  =  0  eine  bestimmte  Ver- 
zweigung erleidet. 

Betrachten  wir  nunmehr  den  Fall 

^  (H.)  Je  =  1. 

293]   In  diesem  Falle  erhält  die  Gleichung  (1.)  die  Form 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borchabdts  Journal,  Bd.  66,  S.  146  ^). 


1)  Abh.  VI,  Band  I  dietar  Ausgabe,  8. 186.    Soli. 
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und  die  Gleichung  (3.)  die  Form 


(20.) 


dz" 


Pt      1   ,  älogp,]  dw      PoP.„  _  f. 
ß       JB  dg         djs         z^  ' 


und  es  ist*)  z  =  0  nicht  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der 
Gleichung  (20.),  folglich  auch  nicht  für  diejenigen  der  Gleichung  (19.). 

Behält  man  die  Bezeichnungen  des  Falles  (I.)  bei,  so  bedeuten  hier  r^,  r, 
die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

(21.)  r«-B,r  +  ^,C,  =  0**), 

fiir  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nicht  bloss  um  ganze  Zahlen 
von  einander  verschieden  sind;  dagegen  sind  r,  und  r^—g  die  Wurzeln  der- 
selben Gleichung,  wenn  sie  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden 
sind.  Wir  wollen  überdies  im  ersten  Falle  festsetzen,  dass  der  reale  Theil 
von  r  nicht  kleiner  als  der  von  r.  sei. 

Die  Reihen  cp^,  ^^  bez.  ^  und  ^  enthalten  jetzt  nur  ganze  positive  Potenzen, 
und  es  sind  ^^{0)^  ^,(0)j  ^(0),  x(0)  von  Null  verschieden. 

In  dem  Falle,  dass  die  Differenz  r^—r^  keine  ganze  Zahl,  ist  noch  ein 
Unterschied  zu  machen,  je  nachdem 

a)  der  reale  Theil  von  r^—r^  positiv  oder 

b)  der  reale  Theil  von  r^—r^  Null. 

In  dem  Falle  a)  folgt  aus  (18.),  dass  das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung (19.)  in  der  Umgebung  von  z  =  0  die  Form  hat 

(22.)  y  =  9ß(^,/.-n)^ 

wo  ^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z^  z*  *  fortschreitende  Reihe 
bedeutet. 

Für  z  =:  0  ergiebt  sich  aus  (18.) 

Setzt  man  in  (21.) 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borchabdts  Journal,  Bd.  66,  S.  146. 
**)  Ebenda  S.  147  and  Borchabdts  JoonuJ,  Bd.  68,  S.  361  ^). 


1)  Ibh.  TI,  Band  I  dieser  AoBfabe,  8. 188  und  Abb.  YII,  ebenda  S.  213.    Seh. 
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SO  erhält  man  die  Gleichung 

(21a.)  C,s*+B,s  +  A,  =  0. 

294]   Man  hat  daher 

(23.)  4,+  5.y  +  C.y»  =  C.(y  +  ^)(y  +  -^). 

Für  y  =  —  ^  erhält  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (19.)  die  Form 


4+f)+*(»+i..), 


WO 

(24.)  A  =  r.  -  r] 

Mß 

und  ^  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  z  und  y-^-^  fortschreitende 
Reihe  bedeutet. 

In  dem  Falle  b)  ist  für  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (19.)  der 
durch  die  Gleichung  (18.)  gegebene  Ausdruck  beizubehalten,  in 
welchem  jedoch  jetzt  P,  Q,  JR,  iS  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  z  fort- 
schreitende Reihen  bedeuten. 

Es  sei  nunmehr  die  Differenz  der  Wurzeln  der  Gleichung  (2 1 .)  eine  ganze 
Zahl,  diese  Wurzeln  also  in  der  obigen  Bezeichnung  durch  r,,  r^— ^  dargestellt. 

Es  kann  dann*)  noch  immer  ein  Fundamentalsystem  w;,,  w^  von  Integralen 
der  Gleichung  (20.)  existiren,  welches  in  der  Umgebung  von  ^er  =  0  die  Form 

(25.)  tv,  =  /-^„    ic;,  =  /»"^^, 

hat,  wo  cj^j,  if^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihen 
bedeuten. 

In  diesem  Falle  ist  k  in  Gleichung  (24.)  eine  ganze  positive  Zahl,  und 
in  diesem  Falle  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (19.)  der  Form 

(26.)  y  =  $(^), 

wo  ^{z)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe 
bedeutet. 


*)  Siehe  meine  Arbeiten,  Bobchardts  Journal,  Bd.  66,  S.  157  und  Bd.  68,  S.  376  ff.  ^). 


1)  Abh.  VI,  Band  I  diM«r  Aufftba,  8. 196  imd  Abb.  Vn,  ibdad»  8. 229  ff.    Sek. 
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Wenn  aber  in  der  Umgebung  von  ^e^  =  0  die  Darstellung  (5a.)  gilt,  so 
folgt  aus  Gleichung  (18a.),  dass  das  allgemeine  Integral  y  in  der  Umgebung 
von  jsr  =  0  die  Form  hat 

(27.)  y  =  ^{e,e\ogz), 

wo  ^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z^  z\ogz  fortschreitende  Reihe 
bedeutet. 

Die  Formeln  (22.)  und  (27.)  sind  in  Übereinstimmung  mit  den  Re-  [295 
sultaten  der  Herren  Picard  und  Poincare*),  welche  dieselben  bei  der  Unter- 
suchung der  Gleichung 

du  . 

z-j-  =  az  i-  ouA — 
dz 

aus  anderen  Gesichtspunkten  hergeleitet  haben. 

Wir  wollen  hier  nur  noch  bemerken,  dass,  wenn  der  Coefficient  von  t  in 
einer  Grosse  a  nicht  verschwindet,  der  Punkt  z  =  0  genau  genommen  als  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit  der  Function  z^  aufgefasst  werden 
müsste.     In  der  That  sei 

a  =  ai-  ßi, 

ß  von  Null  verschieden,  und  sei 
so  kann 

alogp  — /S(9  +  2w7r), 

wenn  m  als  positive  oder  negative  Zahl  wächst  und  gleichzeitig  p  auf  geeig- 
nete Weise  abnimmt,  jeden  beliebigen  Werth  erhalten.  Demnach  kann  der 
Modul  von  j8r",  wenn  z  gleichzeitig  Umdrehungen  um  jsr  =  0  macht  und  sich 
der  Null  annähert,  jeden  beliebigen  Werth  annehmen. 

5. 
Als  ein  ferneres  Beispiel  werde  die  Differentialgleichung 


*)  Gomptes  rendns  de  FAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1878,  und  Jotumal  de  P^le  Polytechnique, 
cah.  45,  p.  21  and  26. 

F«  e k ■ ,  luthaB.  Werke.    IL  52 
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betrachtet,   in  welcher  p^^y  p^j  p^j  p^  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  eindeutige 
und  continuirliche  Functionen  sind,  zwischen  denen  die  Gleichung 

besteht.     Setzt  man 

/oN  4  p         2p       _   1  dw 

so  folgt 


S  z*  ^      z^  ^         w   dz' 


(4.)  ^?— ^-57-'*"'  =  ^' 


WO 


»96]  (      ^^  _  _1  A£l 

(5.) 


h      dlogp^      3p^     p, 
z  dz  p^z'        z^ 


Ist  &  >  1 ,  so  ist  wiederum  z  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  In- 
tegrale der  Gleichung  (4.)  und  demnach  im  Allgemeinen  auch  för  die  der 
Gleichung  (1.). 

Ausserdem  ergiebt  die  Gleichung  (3.),  dass  die  Integrale  y  im  Allge- 
meinen in  der  Umgebung  von  jsr  =  0  eine  unbestimmte  Verzweigung 
erfahren. 

6. 

Mit  den  vorhergehenden  Untersuchungen  hängt  auf  das  Engste  die  Frage 
zusammen:  wie  viele  Integrale  einer  Differentialgleichung  ver- 
mögen vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  Genüge  zu  leisten? 

Wir  beschränken  uns  hierbei  auf  DiflFerentialgleichungen  der  Form 

(F.)  f  =  <!>('.  y). 

WO  0(j8r,  y)  eine  wohldefinirte  Function  der  beiden  Variabelen  bedeutet,  und 
auch  nur  auf  den  Fall,  dass  die  Anfangswerthe  {^^^y^)  keine  Singularität  der 
Function  0(^,y)  darbieten.  In  diesem  FaUe  giebt  es  bekanntUch  eine  Lösung 
der  Gleichung  (F.)   y  =  u  von   der  Beschaffenheit,   dass   für  ^  =  ^o>  ^  =  Vo 
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und  dass  sie  innerhalb   eines  gewissen  ^  =  ^^  umgebenden  Gebietes  eindeutig 
und  stetig  ist*). 
Setzen  wir 

(1.)  y  =  u  +  v, 

so  erhalten  wir  für  v  die  Differentialgleichung 

(2.)  -^  =  (t>{e,u  +  v)-'<t>{z,u). 

Es  sei 

(3.)  0(jer,  u  +  t;)-0(^,u)  =  t;*U^(-8f,M,  v), 

so  ist,  wenn  man  von  einzelnen  singulären  Werthen  von  z  abstrahirt,  W{/SfUjV) 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  v  entwickelbar. 

Wir  haben  schon  oben  in  No.  2  bemerkt,  dass  wir  im  Allgemeinen  nicht 
mit  Briot  und  Bouquet**)  aus  (2.)  und  (3.)  den  Schluss  ziehen  können,  [297 
dass  es  ausser  y  =  u  kein  anderes  Integral  der  Gleichung  (F.)  geben  könne, 
welches  für  z  =^  z^  den  Werth  y  ^=  y^  annähme. 

In  der  That,  betrachten  wir  in  der  mit  (2.)  identischen  Gleichung 

z  als  Function  von  v,  so  hat  (G.)  die  Beschaffenheit  der  Gleichung  (A.),  wenn 
in  der  letzteren  y  mit  z  und  z  mit  v  vertauscht  und  k  =  m  gesetzt  wird. 
Denn  da  die  Function  u  von  z  als  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  bekannt  voraus- 
gesetzt werden  muss,  so  ist  damit  ^(z^u^v)  eine  wohldefinirte  Function  von 
z  und  V. 

Nun  haben  wir  in  den  vorhergehenden  Nummern  erkannt,  dass  1;  =  0 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  der  Integrale  der  Gleichung  (G.)  sein  kann, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  es  unzählig  viele  Functionen  z  von  v 
geben  kann,  welche  für  v  =  0  jeden  beliebigen  Werth,  also  auch  den  Werth 
z  =  z^  annehmen  und  der  Differentialgleichung  (G.)  Genüge  leisten.  Dann 
aber  giebt  es  auch  unzählig  viele  Functionen  v  von  z^  welche  für  z  =  z^  ver- 
schwinden  und   der   Differentialgleichung  (2.)   genügen,    d.  h.    nTi7Ab1ig   viele 


*)  Siehe  Bmot  et  Bouquet,  a.  a.  0.,  S.  136-144. 
*♦)  A.  a.  0.,  8. 146. 

52* 
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Functionen  y  =  ti  +  t;,  welche  für  ir  =  ^r^  den  Werth  y^  annehmen  und  der 
Gleichung  (F.)  genügen. 

Der  Fall,  wo  m  >  1,  setzt  voraus,  dass  y  =  u  die  Gleichung 

(4.)  ^  =  0 

befriedigt,  derselbe  tritt  also  nur  für  besondere  Integrale  der  Gleichung 
(F.)  auf. 

Aber  wir  haben  in  No.  3  erkannt,  dass  auch  für  m  =  1  der  Punkt 
»  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der  Gleichung  (G.) 
werden  kann. 

Der  Satz,  dass  es  nur  ein  Integral  u  der  Gleichung  (F.)  gebe, 
welches  vorgeschriebene  Anfangsbedingungen  (^oi^o)  befriedigt, 
ist  also  nur  dann  richtig,  wenn  für  diese  Function  u  die  Integrale 
der  Gleichung  (G.)  nicht  den  Punkt  der  Unbestimmtheit  v=0 
besitzen. 

7. 

Zur  Erläuterung  des  Vorhergehenden  wollen  wir  zuerst  ein  Beispiel  be- 
trachten, in  welchem  m>l.     Es  sei 


298]   wo    aß  "ha    von   Null    verschieden.      Wählen    wir    die    Anfangswerthe 

(^oi-J^o)»   80    ist 

ein  bestimmter  Werth,  und  ^{z^y)  hat  in  der  Umgebung  von  (^,,— -g-^o)  ^^^ 
in  voriger  Nummer  verlangte  Eigenschaft.     Das  Integral  u  ist 

(2.)  u  =  -^^. 

Setzen  wir  in  (1.) 
(3.)  »  =  u  +  t;, 

so  folgt  die  der  Gleichung  (G.)  entsprechende  Gleichung 

dz  1  (aß'-ab)z  +  hßv-bß^v^ 


(4.) 


dv         ß{aß  —  ah)  v" 
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In  der  That  wird  diese  Gleichung  befriedigt  durch 

_  j_ 
(6.)  («6  -  /Sa)  ^  =  bßv  -  /SCe    ^\ 

wo  C  eine  willkürliche  Constante. 

Demnach  giebt  es  unzählig  viele  Integrale  der  Gleichung  (1.) 

(6.)  y  =  -J^  +  t^, 

wo  V  eine  Lösung  der  Gleichung  (5.),  welche  sämmtlich  für  z  =  z^  den  Werth 
y^  =  —  y^,  erhalten.  Man  hat  dazu  nur  in  Gleichung  (5.)  v  so  gegen  Null 
convergiren  zu  lassen,  dass  z  den  Werth  z^  annimmt. 

8. 

Ein   weiteres   Beispiel   betreffe   den   Fall   »1=1.     Es   sei   die   (F.)   ent- 
sprechende Gleichung 

^  -^  dz   ~       4  ^(^-1)       ^(^-1)^      ^' 

Haben  tq^,  tj^  dieselbe  Bedeutung  wie  in  meiner  Arbeit*),  und  vertauscht 
man  daselbst  u  mit  z^  so  hat  das  allgemeine  Integral  von  (1.)  den  Werth 


(2.)  y  = 


^  dz        ^  dz 


WO  Cj,  Cj  willkürliche  Constanten  bedeuten. 
Man  hat  daher 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet**).   Nach  unzählig  vielen  Umläufen  um  z  =  i 
bleibt  7],  ungeändert,  während  tq^  in 


*)  BoscHABDTs  JoTinutl,  Bd.  83,  S.  15ff.O- 
♦*)  Ebenda,  S.  19«). 


1)  Abb.  XXIY  diaMt  Buidas,  8.  87  ff.    Sch. 
>)  Ebtnda,  8.  92.    Seb. 
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liin(r^,  — 2niTf),)    für   n  =  oo 

übergeht*),  also  im  ungemeinen  unendlich  wird. 

Für  einen  beliebigen  von  ^e^  =  0, 1,  oo  verschiedenen,  aber  will 
kürlichen  Werth  von  z  wird  daher  nach  Gleichung  (3.) 


(4.)  lüny  =  lim^M3L  =  iMj2L. 


dg  dz 

Man  kann  also  hieraus  ersehen,  dass  im  Allgemeinen  in  einem  beliebigen 
Punkt  z  =  z^  unzählig  viele  Integrale  gegen  denselben  Werth  convergiren, 
wenn  z  auf  geeigneten  Wegen  nach  z^  gefuhrt  wird. 

Die  der  Gleichung  (G.)  entsprechende  Gleichung  wird  in  unserem  Falle 

^  ^^  dv   ~  V   ^2z  +  l-2uz{Z'-l)'-vz{z-'l)   ~  v     ^^'^^' 

wo  wir  das  Integral  u  der  Gleichung  (l.) 

(6.)  »  =  ^^ 

wählen. 

Wenn  wir  auf  diese  Gleichung  das  Verfahren  der  No.  3  anwenden,  nach- 
dem wir  daselbst  z  mit  v  und  y  mit  z  vertauscht,  so  erhalten  wir 

(^•)  ^(^'  ^)  =   -2./l-"2u.(.-l)- 

Wenn  wir  daher  entsprechend  der  Gleichung  (B'.)  C  aus  der  Gleichung 

(8.)  §  =  1^(0,0 

300]  bestimmen,  so  folgt  aus  derselben  durch  Integration 

logc-logC(?;-l)-2log7],  =  logt;, 

wo  Tjj   das  Argument  C  beigelegt  wird   und  wo   c  eine   Constante   bedeutet; 
demnach  ist 


*)  B0RCHARDT8  Journal,  Bd  83,  8.  22  *). 


1)  Abb.  Zny  diMM  BuidM,  8.  96.    Bob. 
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Macht  C  nnendlich  viele  Umläufe  um  C  =  0,  so  wird 

limT),  =  oo 

für  willkürliche  von  0,  1,  oo  verschiedene  Werthe  von  C.    Demnach  entspricht 
dem  v  =  0  ein  willkürlicher  Werth  von  C. 

Führen  wir  die  Variabele  C  an  die  Stelle  von  v  in  Gleichung  (5.)  ein, 
d.  h.  bilden  wir  die  der  Gleichung  (C.)  entsprechende  Gleichung,  so  folgt 
aus  No.  3,  dass,  je  nach  den  verschiedenen  Wegen,  auf  welchen  v  in  Null 
einrückt  und  alle  möglichen  Werthe  von  C  hervorbringt,  auch  alle  möglichen 
Werthe  z^  also  auch  z  =^  z^^  erzielt  werden  können.  Wir  haben  am  Anfang 
dieser  Nummer  auf  anderem  Wege  gezeigt,  dass  in  der  That  diese  Werthe 
auch  erzielt  werden. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde 

S.  394,  Zeile  7  v.  u.  zwischen  e'~«  und  h  das  Minuszeichen  eingefügt, 
„    405,     „     9  Variabele  statt  Variabelen, 
„    407,  Fussnote  **)  861  statt  367, 

„    411,  Gl.  (G.)     ^„,3 r-  statt  ^W{8,u,v)  und 

1  IJP 

„    414,    „    (5.)  —  JP(t?,  8)  statt  —  («1  z)  gesetzt. 

2)  In  dem  am  Schlüsse  der  No.  4  (S.  409)  angeführten  Beispiel  (wo  übrigens  Zeile  6  und  4  v.  n.  statt 
»jeden  beliebigen  Werth  erhaltene  zu  setzen  wäre  »jedem  beliebigen  Werthe  beliebig  nahe  kommenc) 
trifft  für  den  Punkt  £r  =  0  die  in  der  No.  1  gegebene  Definition  eines  Punktes  der  Unbestimmtheit 
nicht  zu,  da  für  einen  Weg,  der  sich  dem  Punkte  z  =  0  spiralf5nr^'g  ann&hert,  von  »letzten  Weg- 
elementen« nicht  die  Rede  sein  kann.  In  der  That  sagt  Fuchs  selbst  in  der  No.  4,  und  ebenso  auch  in 
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späteren  Abbandlangen ,  von  einer  Singularität,  wie  sie  für  die  Integrale  einer  linearen  DiiSerential- 
gleichnng  der  FucHsschen  Klasse  auftritt,  dass  die  Integrale  dasdbst  nicht  anbestimmt  werden,  er 
wollte  also  den  Punkt  ;ep  =  0  für  eine  Function,  die  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  in  der  Form 

+  00 
—  00 

darstellbar  ist,  nur  dann  als  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit  angesehen  wissen,  wenn  die  Anzahl  der 
nicht  verschwindenden  Coefficienten  <^  mit  negativen  Indices  keine  endliche  ist.  Man  könnte  die  in  der 
No.  I  gegebene  Definition  eines  Punktes  der  Unbestimmtheit  in  folgender  Weise  fassen^).  Es  soll 
von  einer  Function  f(z)  gesagt  werden,  dass  sie  an  der  Stelle  z  =  a  nicht  unbestimmt  wird  (be- 
stimmt ist)  wenn  I)  alle  Stellen  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a  reguläre  Stellen  der  Function  sind 
und  wenn  2)  für  jede  gegen  die  Null  convergirende  Werthenfolge  ^|,  ^,, ...,  (lim^,|  =  0),  die  so  be- 
schaffen ist,  dass  sich  f{B)  an  den  Stellen  a+^«  regulär  verhalt,  die  Folge 

/(a+^i),  Aa+^i),  ••• 

einem  bestimmten,  von  der  besonderen  Wahl  der  Folge  ^i,  ^,, . . .  unabhängigen,  endlichen  oder  unendlich 
grossen  Grenzwerthe 

lim/'(a+^„)  =   lim  f(z) 

gleichmässig  zustrebt,  vorausgesetzt,  dass  für  die  Berechnung  der  Functionswerthe  /'(a  +  d„)  ein 
beliebig  gewählter,  aber  dann  eindeutig  festzuhaltender  Zweig  der  Function  f(z)  benutzt  wird.  —  Eine 
Stelle  a  in  deren  jeder  Nähe  Stellen  sich  befinden,  an  welchen  die  Function  f{z)  nicht  unbestimmt  ist, 
die  aber  selbst  nicht  zu  diesen  Stellen  gehört,  soll  eine  Stelle  oder  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
genannt  werden.  — 

Das  am  Schlüsse  der  No.  6  (S.  412)  ausgesprochene  Resultat  hat  in  der  Literatur  vielfachen 
Widerspruch  gefunden;  es  sei  darum  zur  Klärung  des  Sachverhaltes  das  Folgende  bemerkt. 

Der  von  Briot  und  Bouquet  gegebene  Unitätsbeweis  für  das  durch  die  Anfangswerthe  (^^oi^o) 
bestimmte  holomorphe  Integral  der  Differentialgleichung  (F.),  S.  410,  besagt,  wie  Fuchs  in  der  No.  2, 
S.  896,  bemerkt;  dass  ausser  dem  holomorphen  Integrale  kein  anderes  Integral  existirt,  welches  den 
Werth  y^  annimmt,  wenn  z  auf  einem  Wege  von  endlicher  Länge  in  den  Punkt  z^  einrückt.  Allge- 
meiner hat  Herr  Picard  (Trait^  d' Analyse,  t.  n,  1893,  S.  314  ff.,  zweite  Aufl.  1905,  S.  357 ff.)  gezeigt, 
dass  das  holomorphe  Integral  u  das  einzige  ist,  welches  die  folgende  Eigenschaft  besitzt:  Beschreibt 
man  um  z^^y^  Kreise  Xq,  K^  mit  hinreichend  kleinen  Radien,  so  liegen  die  Werthe  von  u,  die  Werthen 
von  z  innerhalb  Xq  entsprechen,  im  Inneren  von  K^,  und  wenn  z  längs  einer  bestimmten  ganz  im  Inneren 
von  Xfo  verlaufenden  Curve  C  in  den  Punkt  z^  einrückt,  so  rückt  u  längs  eines  innerhalb  K^  verlaufenden 
Weges  in  y^  ein.  Dagegen  zeigt  Fuchs,  dass  es  unter  gewissen  Umständen  ausser  dem  holomorphen 
Integrale  u  Integrale  y  geben  kann,  die  in  den  Werth  ^^  einrücken,  wenn  z  auf  geeignetem  Wego 
in  den  Punkt  ir«  geführt  wird.  Sch. 


1)  Vergl.  Handbach  der  Theorie  der  linearen  DUferentialgleichnngen,  Bd.  I  (1895),  8. 16, 17. 


XLvm. 

ÜBER  DIEJENIGEN  ALGEBRAISCHEN  GEBILDE,  WELCHE  EINE 
INVOLUTION  ZULASSEN. 

(Sitzungsberichte  der  KSnigl.  prenss.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1886, 
XXXIX,  S.  797—804;  vorgetragen  am  22.  Juli;  anBgegeben  am  19.  Aogost  1886.) 


In  einer  Untersucliimg,  deren  Resultate  an  anderer  Stelle  veröffent-  [797 
licht  werden  sollen,  bin  ich  zur  Betrachtung  solcher  algebraischer  Gebilde 
geführt  worden,  welche  eine  algebraische  eindeutig  umkehrbare  Transformation 
in  sich  selbst  von  folgender  Art  zulassen.  Ist  P  ein  Funkt  der  das  Gebilde 
darstellenden  RiEMAKNschen  Fläche,  P"  ein  durch  die  Transformation  dem  P 
zugeordneter  Punkt  derselben  Fläche,  so  ist  der  nach  derselben  Transformation 
dem  P'  zugeordnete  Punkt  derselben  RiEMANNSchen  Flache  mit  P  überein- 
stimmend. Ich  will  im  Anschluss  an  die  in  der  Geometrie  gebräuchliche 
Sprechweise  von  zwei  einander  so  zugeordneten  Stellen  der  RiEHANNSchen 
Fläche  sagen ,  sie  seien  involutorisch  gepaart,  indem  ich  dabei  still- 
schweigend voraussetze,  dass  die  Zuordnung  a\if  algebraischem  Wege  erfolge. 
In  der  folgenden  Notiz  erlaube  ich  mir  die  Ergebnisse  mitzutheilen,  zu 
welchen  mich  das  Studium  der  genannten  Gebilde  geführt,  und  deren  haupt- 
sächlichstes darin  besteht,  dass  die  auf  eine  zweiblättrige  RiEMANKSche  Fläche 
durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Substitution  abbildbaren  Riehann- 
schen  Flächen  die  einzigen  sind,  welche  eine  solche  involutorische  Paamng 
zulassen.     Da  andererseits   für  die   letztgenannte  Art  von  Flächen  auch  stets 

Fsehi,  nBthan-Wtrk*.    n.  63 
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eine  solche  involu torische  Paarung  vorhanden  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  diese 
Klasse  von  algebraischen  Gebilden,  welche  man  auch  als  die  hyperelliptische 
Klasse  bezeichnen  konnte,  durch  die  Eigenschaft  eine  involutorische  Paarung 
zuzulassen  vollständig  und  eindeutig  characterisirt  werden  kann. 

1. 
Es  sei 

(A.)  F{s,jg)  =  ff 

eine  irreductible  algebraische  Gleichung  zwischen  den  beiden  Veränderlichen 
s  und  z.  Es  werde  vorausgesetzt,  dass  es  zwei  rationale  Functionen  von  s 
und  z  gebe 


798]  (B.) 


von  der  Beschafifenheit,  dass 


£r  =  <p(o,C), 
s  =  ^(0,0 


(C.) 

und 

(D.)  F(o,  C)  =  0. 

Wir  wollen  mit  p  das  Geschlecht  der  Gleichung  (A.)  [den  Bang  nach 
der  Bezeichnungsweise  des  Herrn  Weierstrass]  und  mit 

die  Differentialquotienten  von  p  linear  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung 
bezeichnen. 

Wird  in  einem  Integral^  erster  Gattung  als  Function  des  Ortes  in  der 
BiEMANNSchen  Fläche  (s^z)  die  Substitution  (C.)  angewendet,  so  erhält  man 
ein  Integral  erster  Gattung  als  Function  des  Ortes  in  der  BiEMANNschen 
Fläche  (o,  C).  Da  andererseits  die  beiden  BiEMANNschen  Flächen  (ä,^),  (a,C) 
in  dem  Sinne  identische  Gebilde  sind,  dass  wenn  jsr  =  C  auch  alle  über  z  in 
der  einen  gelegenen  Werthe  mit  den  über  C  in  der  anderen  gelegenen  Werthen 
der  Beihe  nach  übereinstimmen,  so  ist  auch  p  der  Bang  des  algebraischen 
Gebildes  (D.),  und  es  sind  /'i(ö,C), /',(o,C),  ..., /p(ö,C)  Differentialquotienten 
von  zu  demselben  gehörigen  p  linear  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung. 
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Es  ist  daher 
(E.)       f^{8,e)de  =  K/;(o,C)  +  Cjt./,(a,C)  +  -  +  c^pri,(^,C)]dC,    (Ä  =  i,2,...,i>) 

^fa»  ^*j'  •••'  %  bestimmte  Constanten. 

Durch  Anwendung  der  Substitution  (B.)  auf  die  Integrale  erster  Gattung 
als  Functionen  des  Ortes  in  der  RiEMANNSchen  Fläche  (o,C)  ergiebt  sich 
ebenso 

(F.)        /i(a,C)(iC  =  [ci^fy{B,e)^Cj^f,{8,z)^>>'^-c^f^{s,z)]dz,    (Ä  =  i,2,...,i,) 
wo  die  Grössen  c^  in  (F.)  mit  denen  in  (E.)  übereinstimmen. 


2. 


Es  sei 

(1.) 


»,/;(«,  ^)+^/;(5,^)+-+6prp(«,^)  =  G^(«,^), 


wo  6,,  6,j  .-.>  ^p  Constanten  bedeuten.   Wir  wollen  dieselben  so  bestimmen,  dass 

(2.)  0{s,  e)dz  =  ti;G(a,  C)dC,  [799 


also  auch 

(2'.) 


6(o,C)dC  =  viG{s,B)dz 


werde  und  w  eine  Constante  sei. 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (E.)  geht  Gleichui^  (2.)  über  in 


wo 


(3.) 


(4-) 


p./.KC)  +  p,/;(o,c)  +  ...+p,/^p(c»,c)  =  0, 


Da  fi,f,,..nfp  linear  unabhängig  sind,  so  ist 
(5.)  P»  =  0. 

Hieraus  folgt,  dass  w  sich  durch  die  Gleichung 


(k  =  l,2,...,p) 


(G.) 


c,,-w    c„ 


'IS 


c„-tv 


'pl 


'ps 


'ip 


'«P 


...      Cpp  —  W 


=  0 


bestimmt. 
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In  Übereinstimmung  mit  einem  Verfahren,  welches  ich  bei  der  Fixirung 
der  Fundamentalsysteme  der  Integrale  linearer  homogener  Differentialgleichungen 
angewendet  hahe*),  und  unter  Berücksichtigung  der  von  Herrn  Hamburger  *♦) 
gemachten  weiteren  Ausfuhrungen  desselben,  kann  man,  wenn  w^  eine  A-fache 
Wurzel  der  Gleichung  (G.)  ist,  für  die  Constanten  6,,  6,,  ...,  6^  solche  X  Be- 
stimmungen treffen,  dass  die  zugehörigen  Functionen  G{Sj:s)  in  Gruppen  zer- 
fallen, von  der  Art,  dass  eine  m-gliedrige  Gruppe  linear  unabhängiger  Func- 
tionen G''\s,js),  G''\s,^),  ...,  G'^^Xs^js)  die  Eigenschaft  hat 

Wegen  der  Gleichungen  (B.)  bestehen  aber  mit  diesen  Gleichungen 
zugleich  die  folgenden 

.    G«>(a,  c)  d:  =  K  G''\s,  0)  +  ö">(s,  e)]  dz, 

(5.) 

8oo]    Substituirt  man  aus  (5.)  die  Werthe  von  Gr^^^a,  C)<iC  in  (4.),  so  erhalt  man 

G^\s,  z)  =  w",  G'''(s,  0)  +  2u\G'''(s,  z), 

G<">(5,  e)  =  wlG'^^'is,  J8)  +  2w,  ö^"-"(5,  z)  +  G^"-»\5,  ß). 

Da  nun  w^  von  Null  verschieden ,  so  würde  hieraus  sich  ein  Widerspruch 
mit  der  Voraussetzung  ergeben,  wonach  die  Functionen  G^\sya)  linear  unab- 
hängig sind.  Dieser  Widerspruch  wird  dadurch  aufgehoben,  dass  in  jeder 
der  genannten  Gruppen  nur  ein  Element  vorhanden  ist. 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borchabdts  Journal,  Bd.  66,  S.  134-136*). 
♦*)  Borchabdts  Journal,  Bd.  76,  S.  121. 


1)  Abk.  YI»  Band  I  dieser  Ausgabe,  S.  173—176.    Beb. 


*. 
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Hieraus  ei^ebt  sich,  daes  wenn  w,,  w^,  ■■•■,Vp  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(G.)  bedeuten,  mögen  diese  theilweise  gleich  oder  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sein,  es  stets  p  linear  unabhängige  Differential- 
quotienten von  Integralen  erster  Gattung  G^(s,z),  G^(s,e),  ...^  G  (s,e)  giebt, 
für  welche  bez.  die  Gleichungen 

\  G,i'7,QdZ  =  «>,G^is,e)dz, 
stattfinden. 

Wählt  man  nun  von  vornherein  f^(s,g)^  G^{s,s),  so  treten  diese  Glei- 
chungen (H.)  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (E.)  und  (F.). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (H.)  folgt 

(J.)  u>l  =  1. 

Die  Wurzeln    der    Gleichung    (G.)    sind    demnach    sämmtlich 
gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Einheit. 
Es  folgt  daher  aus  den  Gleichungen  (H.) 

(K.)  Gi{3,e)de  =  ±Gi{n,Qd^  (*=l,2,...,j,) 

3. 
Es  möge  in  den  Gleichungen  (K.)  für  Ä  =  1,  2,  ...,  A  das  obere,  dagegen 
für  ft  =  A  +  ],  A  +  2, ...,  A  +  (i  das  untere  Vorzeichen  gelten,  wenn 

(1.)  p  =  X  +  (, 

gesetzt  wird. 

Es  sei 

(2.)  <t>{s,M)  =  c,(?,(s,«)  +  c,G,(«,«)  +  -"  +  CiGj(8,«) 

und 

(3.)  '¥(8,^)  =  e,G,,,{s,e)  +  e,G,^,is,s)  +  ...  +  e^G,^^is,>), 

wo  Cj,  Cj  Constanten  bedeuten.     Ist   alsdann  (s,«)  =  («',  ^')   eine   Lösung  [8oi 
der  Gleichung 

(4.)  (t>{3,g)  =  0 

und  (o,  C)  =  (o',  C)  das  nach   den  Gleichungen  (B.)   dem   (ä,s)  =  («',«')  ent- 
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sprechende  Werthsystem,   so   ist   zufolge   der   Gleichungen  (K.)  (5,  ;8r)  =  (a',  C) 
ebenfalls  eine  Lösung  der  Gleichung  (4.). 

Dieselbe  Eigenschaft  hat  auch  die  Gleichung 

(5.)  W{8,  s)  =  0. 

L  Die  Constanten  c^,  ^^  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  die 
Gleichungen  (4.)  und  (5.)  2/)  — 4  gemeinschaftliche  Losungen  haben, 
wovon  immer  je  zwei  nach  den  Gleichungen  (B.)oder(C.)  involu- 
torisch  gepaart  sind. 

Eliminirt  man  nämlich  (5,  z)  zwischen  der  Gleichung  (A.)  und  den 
Gleichungen  (4.)  und  (5.),  so  erhält  man  als  Resultante  eine  Gleichung 

Nach  den  bekannten  Methoden  zur  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen 
Lösungen  eines  Systems  von  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  die  Grössen 


im  Ganzen  A  +  f*  — 2  Bedingungsgleichungen  zu  befriedigen  haben,  wenn  die 
Gleichungen  (A.),  (4.),  (5.),  A  +  f*  — 2  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen  sollen. 
Und  man  kann  zeigen,  dass  diese  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  mit 
derjenigen  der  zu  bestimmenden  Grössen  — ,  —  übereinstimmt,  immer  be- 
friedigt werden  können.  Die  Gleichungen  (A.),  (4.),  (5.)  werden  aber  alsdann 
in  Folge  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.) 
auch  durch  diejenigen  Grössensysteme  (5,  z)  befriedigt,  welche  den  bereits 
erreichten  A  +  ft  — 2  gemeinschaftlichen  Lösungen  nach  den  Gleichungen  (B.) 
oder  (C.)  zugeordnet  sind. 

Den  Nachweis  dafür,  dass  unter  den  Bestimmungs weisen  der  Verhältnisse 
der  Grössen  c^  und  e^  immer  solche  vorhanden  sind,  dass  zu  den  ihnen  ent- 
sprechenden A  +  f*  — 2  gemeinschaftlichen  Lösungen  der  Gleichungen  (A.),  (4.), 
(5.)  noch  die  zu  diesen  Lösungen  involutorisch  zugeordneten  Grössensysteme 
{SjZ)  als  A  +  ft  — 2  neue  Lösungen  hinzutreten,  erfordert  einigermaassen  ver- 
wickelte Erörterungen,  und  wir  wollen  uns  hier  darauf  beschränken,  dieselben 
an  dem  Beispiele  |>  =  4,  A  =  2  zu  erläutern. 


ALGEBRAISCHE  GEBILDE,  WELCHE  EINE  INVOLUTION  ZULASSEN.  423 

Jede  der  Gleichungen  [«<» 

(4a.)  c,G,(3,ß)  +  c,G,{s,z)  =  0, 

(5a.)  e,G,{s,z)  +  e,G,(s,z)  =  0 

wird  in  diesem  Falle  durch  sechs  Werthsysteme  befriedigt,  wovon  je  zwei 
durch  die  Gleichungen  (B.)  einander  zugeordnet  sind.  Soll  denselben  durch 
gemeinschaftliche  Werthsysteme  (*,  js)  genügt  werden,  so  hat  man  zwischen 
den  Gleichungen  (4a.),  (5a.)  und  (A.)  s  und  z  zu  eliminiren.  Das  Eliminations- 
resultat 

ist  sowohl  in  Bezug  auf  — ,  als  auch  in  Bezug  auf  —  vom  dritten  Grade, 
weil  die  drei  Paare  involutorisch  einander  zugeordneter  Werthsysteme  {s^a\ 
welche  einem  bestimmten  Werthe  von  —  entsprechen,  für 

e,  G,{s,e) 

nur  drei  verschiedene  Werthe  hervorbringen,  und  umgekehrt.  Für  einen 
Werth  -^  =  a,  für  welchen  die  Gleichung  (6a.)  zwei  gleiche  Wurzeln  —  =  a 
hat,  geben  zwei  der  drei  Paare  involutorisch  conjugirter  Werthsysteme  {s^z\ 
welche  —  r^fj'%  den  Werth  a  verschaffen ,  der  Function  —  *;  '  7  den  Werth 
a.     Demnach  haben  die  Gleichungen 

(4b.)  (?,(5,  z)  +  aö,(5,  ß)  =  0 

und 

(5b.)  0,(5,  z)  +  aG^{s,  ^)  =  0 

zwei  Paare  involutorisch  conjugirter  Werthsysteme  {s^z)  als  gemeinschaftliche 
Lösungen. 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich  unmittelbar: 

n.    Man   kann   c^?  c^,  ...,  c^,  ^,,  ^,,  ...,  ^^   stets   so   bestimmen,   dass 

(L)  Bis  z)  =         g, Gr^s, z)  +  C,g,(5, z)  +  ««.  +  Cj,G^{8, z) 

^i<^2+i(«,  ^)  +  «.öi+,(5, 5)i+ -.  +  e^Gi,^(5,  £) 

nur  in  zwei  Stellen  der  RiEMANNschen  Fläch'e"^unendlich  erster 
Ordnung  wird. 
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803]  Ist  (»  =  0  oder  A  =  0,  d.  h.  gilt  in  den  Gleichungen  (K.)  für 
fc  =  1,  2,  ...,p  überall  das  obere  oder  überall  das  untere  Vorzeichen,  so  kann 
man  in 

^t»^iJ"M^p  so  bestimmen,  dass  der  Zahler  für  p  —  l  beliebige  Stellen,  in 
welchen  GJijs^z)  Null  erster  Ordnung  wird,  gleichfalls  von  der  ersten  Ord- 
nung verschwindet,  und  es  wird  alsdann  der  Zähler  ausserdem  Null  erster 
Ordnung  in  denjenigen  Stellen,  welche  zu  jenen  involutorisch  gepaart  sind, 
und  da  diese  zu  gleicher  Zeit  die  Gleichung  G^(s^z)  =^  (i  befriedigen,  so 
ergiebt  sich  wiederum,  dass  R{s^z)  nur  in  zwei  Stellen  unendlich  erster  Ord- 
nung wird.     Setzen  wir 

(M.)  It{8,z)  =  M, 

so  folgt  aus  U.  : 

m.  Es  lassen  sich  s  und  z  als  rationale  Functionen  von  u 
und  \JS(u)  darstellen,  wo  8{u)  eine  ganze  rationale  Function  von 
w,  und  es  sind  umgekehrt  u  und  \IS{u)  rationale  Functionen  von  $ 
und  z. 

4. 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  die  RiEMANNSche  Fläche  (A.) 
durch  eine  rationale  und  eindeutig  umkehrbare  Substitution  auf  eine  zwei- 
blättrige RiEMANNSche  Fläche  abgebildet  werden  könne.  Alsdann  giebt  es 
bekanntlich  eine  rationale  Function  R{s^z)^  welche  nur  in  zwei  Punkten  der 
RiEMANNSchen  Fläche  (A.)  unendlich  gross  erster  Ordnung  wird. 

Setzen  wir  alsdann 

(S.)  R{s,z)  =  u, 

so  sind  z  und  s  als  rationale  Functionen  von  u  und  \fS{u)  darstellbar,  wo 
8{u)  eine  ganze  rationale  Function  von  w,  und  es  sind  umgekehrt  u  und 
\[S{u)  rationale  Functionen  von  s  imd  z,  Ist  daher  (a,C)  ein  Punkt  der  Rie- 
MANNSchen  Fläche  (A.),  für  welchen  u  den  nämlichen  Werth  wie  in  {s^z) 
annimmt,  so  sind  o  und  C  eindeutige  und  demnach  rationale  Functionen  von 
s  und  z^ 
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C  =  9(5,^),     a  =  ^{s,e) 

von  der  Beschaffenheit,  dass 

d.  h.  zwei  Stellen  der  RiEMANNSchen  Fläche,  fiir  welche  u  den  nämlichen  [804 
Werth  annimmt,  bilden  eine  Involution. 

Wenn  wir  diese  Bemerkung  mit  dem  Satze  III.  der  vorigen  Nummer 
zusammenhalten,  so  gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Resultate: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  algebraische  RiEMANNSche  Fläche  eine  algebraische  In- 
volution je  zweier  ihrer  Punkte  zulässt,  ist  die,  dass  diese  Rie- 
MANNsche  Fläche  und  eine  zweiblättrige  RiEMANNSche  Fläche 
gegenseitig  rational  auf  einander  abgebildet  werden  können. 


Vvehi,  makham.  Wark«.   IL  54 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  419,  Zeile  8  Cj^i,  Cj^, . ..,  c^p  statt  Cj^,  c^^,  c^,  ••», 

»     „  ,  Gl.  (F.)  Cfa  statt  Cm, 

„     „  ,  Zeile  21  ist  statt  moss, 

„    421,  zweite  der  Gin.  (H.)  dC  statt  dZy 

„      „  ,  Zeile  16  den  Gleichungen  statt  Gleichung. 

2)  Die  in  dieser  Abhandlung  enthaltenen  Erörterungen  erfordern  eine  Ergänzung,  die  in  der  Abh«  LI 
gegeben  ist.  Die  in  den  ersten  Worten  der  Einleitung  erwähnte  Untersuchung  ist  in  der  folgenden  Ab- 
handlung XLIX  enthalten.  Sch. 


XLDL 


ÜBER  EINE  KLASSE  LINEARER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

ZWEITER  ORDNUNG. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  100,  1887,  S.  189—200.) 


In  meiner  Arbeit  (Abhandlungen  der  Göttinger  Gesellschaft  der  [189 
Wissenschaften,  S.Jan.  1881^))  habe  ich  die  Bedingungen  gegeben,  welche 
zu  erfüllen  sind,  damit  die  symmetrischen  Functionen  der  Variabeln  z,,  ^., 
welche  durch  die  Gleichungen 

(    f{Zt)  dz,  +  f{e;)  dz^  =  du, , 
I   ^{z^)äz,^r^{z^)dz^  =  du^ 

als  Functionen  der  VeränderUchen  u^,  w,  definirt  sind,  in  der  Umgebung  eines 
solchen  Werthsystemes  u^  =  a^^  ^t  =  ^%  ^^^^  eindeutig  verhalten,  für  welches 

Es  ergab  sich,  dass,  wenn  u^jU^  mit  von  einander  unabhängiger 
Veränderlichkeit  in  die  Werthe  u,  =  a^,  w,  =  «,  einrucken,  z,,  z^  nicht 
Werthe  erreichen  können,  welche  die  Gleichung  (ß.)  befiriedigen,  wenn 
alle  Lösungen  der  letzteren  Gleichung  zu  gleicher  Zeit  den  beiden  Gleichungen 

,    V  j    f(^.)äz,+ fiz,)dz,  =  0, 

I   9(^i)äz,+  9Mdz,  =  0 
Genüge  leisten. 


1)  Abk.  XXXY,  S.  289  ff.  dieMt  Budw.    Seh. 
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Als    eine    Folgerung    dieses    Theorems    wurde    dort    nachgewiesen  ^    dass 
xr,  f(zf^  tf{zY  zweiwerthige  Functionen  von 


seien  von  der  BeschajSenheit ,  dass 


«')'(^)'.  :    !«■©■ 


einwerthige  Functionen  derselben  Variablen  darstellen. 

In  einer  Arbeit,  enthalten  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akade- 
mie 5.  April  1883^),  habe  ich  die  Verallgemeinerung  desselben  Theorems  £ur 
die  Lösungen  ^^^  ^^i  *'*i  ^n  ^^^  Differentialgleichungen 


n 


igo]  (*.)  2.  fk  (^. )  (l^i  =  du^,  (ft  =  1, 2, . . . ,  n) 

unter  Voraussetzung  einer  beliebigen  Zahl  n  entwickelt. 

Im  Anschluss  an  den  speciellen  Fall  n  =  2  erlaube  ich  mir  im  Folgenden 
die  Resultate  einer  Untersuchung  mitzuth eilen,  welche  sich  auf  lineare  homo- 
gene Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bezieht,  deren  CoefHcienten 
rationale  Functionen  des  Ortes  in  einer  algebraischen  RiEMANNschen  Flache 
sind.  Indem  nämlich  in  (a.)  für  f(/)j  cp(^)  ein  Fundamentalsystem  von  In- 
tegralen einer  solchen  Differentialgleichung  gesetzt  wird,  werden  die  Be- 
dingungen dafür  entwickelt,  unter  welchen  Umständen  alle  Stellenpaare  der 
RiEMANNschen  Fläche,  welche  die  Gleichung  (j8.)  befiriedigen,  auch  Losungen 
der  beiden  Gleichungen  (y,)]  oder  vielmehr  der  Gleichungen 

(    aB,)dz,±  f{z,)dz,  =  0, 
^^•^  I   ^{z,)dB^±^{z,)dz,  =  0 

mit  correspondirenden  Vorzeichen  werden. 

Diese  Resultate  habe  ich  der  Hauptsache  nach  bereits  in  der  Sitzung 
der  Berliner  Akademie  vom  30.  Juli  1885  vorgetragen.  Es  ist  mir  aber  später 
durch  Anwendung  eines  Theorems,  welches  ich  in  einer  der  Akademie  am 
22.  Juli  1886  vorgelegten  und  seitdem  veröffentlichten  Notiz *)  entwickelt  habe, 
gelungen ,  dieselben  wesentlich  zu  vereinfachen  und  auszufuhren. 

1)  Abh.  XLI,  8.  S4I  ff.  diosM  Bandw.    Seh. 
t)  Ibh.  XLYm,  8. 417  ff.  di«MS  Band«.    Seb. 
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1. 

Es  seien  die  Coefficienten  der  Gleichung 
(A.)  ^  +  Q^s,,)^  +  H{s,s)y  =  0 

rationale  Functionen  der  Grössen  s  und  ^,  zwischen  welchen  eine  irreductible 
algebraische  Gleichung 

(B.)  F(8,0)  =  O 

besteht.  Werden  an  irgend  einem  Punkte  (*^,  z^)  der  die  algebraische  Func- 
tion (B.)  darstellenden  RiEMANNSchen  Fläche  die  Werthe  y  =  y^^  ^  =  y'^  fixirt, 
so  ist  dadurch  der  Verlauf  eines  Integrals  der  Gleichung  (A.)  in  der  ganzen 
RiEHANNschen  Fläche  festgesetzt.  Wie  für  den  FaU,  dass  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  rationale  Functionen  von  ^,  kann  man  auch  hier  [191 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
f{sjz)^^{sjz)  als  Functionen  des  Ortes  in  der  RiEMANNschen  Fläche  herstellen, 
durch  welche  sich  jedes  andere  Integral  an  derselben  Stelle  (5,  z)  linear, 
homogen  und  mit  constanten  Coefficienten  darstellen  lässt. 

Es  soll  nunmehr  untersucht  werden,  unter  welchen  Umständen  die  beiden 
Gleichungen 

,^.  j    f(Si,^i)dz,±  f{s,,z,)dz,  =  0, 

in  welchen  sich  die  Vorzeichen  entsprechen,  gleichzeitig  durch  jedes  Punkte- 
paar (^i^-srj,  (5^,^^)  befiriedigt  werden,  welches  durch  die  Gleichung 

zusammenhängt. 

Wir  bezeichnen  mit  y  und  v  resp.  die  Integrale  der  Gleichungen 

(1.)  •^  +  G^(^i,0^  +  J?(^.,^Jy  =  0, 

(2.)  ^+G^(^.,^.)^  +  J?(^.,^.)t^  =  0, 

wo 

(3.)  F(8„z,)  =  0,    F(8,,z,)  =  0, 

und  setzen  fest,  dass  z^  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  z^  sei. 


(D.) 


==  0 
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Transformiren   wir   die   Gleichung  (2.)   in   die   unabhängige  Variable   e^^ 
indem  wir 

w  ^ = ^ 

setzen,  so  geht  dieselbe  über  in 

(5.)  Z^  +  [x'G(,.,..)-^]^+M(..,..).  =  0. 

Soll  ^^  mit  JSf^  so  verbimden  sein,    dass   (^^j^,),  (^»»^t)  gleichzeitig  den  beiden 
Gleichungen  (C.)  genügen,  so  muss  die  Gleichung,  welche 

(6.)  (ü  =  -  Z« 

befriedigt,  nämlich 

WO 

(S)        i  ' 

^>  =  -  3  (-^)  +  Y 1^  +  ^(*.' ^.)  d^  -  ^^(*.' ^.). 

192]   mit    der    Gleichung  (l.)    sämmtliche    Integrale    gemeinschaftlich    haben. 
Hieraus  folgt  zunächst 

oder 

(^•^  -^^^+^^(*"^«)  =  ^(*>''>> 

und 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (9.), 

(10.)  P(s.,*.)X«  =  P(s.,*.), 

wenn  wir 

(11.)  P(«,  *)  =  -  3  ^^^^  +  9^(8,  e)  -  2G{8,  ef 

setzen. 

Die  Gleichung  (9.)  besagt,  dass 

(E.)  ('ÄX^TÖ  dz,  -  C^Ä(i~ö  dzt  =  0, 


k- 
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WO 

(12.)  Ms,.)  =  fis,.)^l%^-Hs,^)^  =  .-/^C.')'^. 

Die  Gleichung  (E.)  ist  schon  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Zusammen- 
bestehen der  beiden  Gleichungen  (C.)  (vergleiche  meine  Arbeit  in  den  Ab- 
handlungen der  Göttinger  Societät*)). 

Die  Gleichung  (10.)  ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 


(F.)  \IP{s,,i:,)dz,^\IP{s,,z,)dz,  =  0. 

Es  ist  demnach  erforderlich,  dass  alle  Punktepaare  (-^ij^J,  (^,,  ^J, 
welche  der  Gleichung  (D.)  genügen,  auch  die  beiden  wohldefi- 
nirten  Differentialgleichungen  (E.)  und  (F.)  befriedigen. 

2. 

Aus  den  Gleichungen  (E.)  imd  (F.)  folgt 

^  V^^(^.,^.)         ^Hs,,z,) 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung  unter  Berücksichtigung  von  (F.)  und  Glei- 
chung (12.)  voriger  Nummer,  so  folgt 

(H.)  {  dV(*    \ 

Es  könnten  nun  die  Coefficienten  der  Gleichung  (A.)  so  beschaffen  sein,  dass 

(1.)  ip(,,^)-*.^^f^  +  iG(,,^)P(,,,)-*  =  a, 

wo  a  constant. 

Setzen  wir  alsdann  in  (A.) 

(2.)  y  =  e-*^^^*''^*^«, 

80   folgt 

J)  Ibh.  XUY,  8.  S89ff.  diaiM  BandM.    Seh. 
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Ist  P{SjZ)  von  Null  verschieden,   so   führen   wir   in   diese  Gleichung  an   die 
Stelle  der  Variablen  z  die  mit  ihr  durch  Gleichung 

(4.)  du  =  P(8,  zfdz 

verbundene  Variable  u  ein,  und  erhalten 

Diese  Gleichung  zeigt,    dass,   wenn  P{s^z)  nicht  identisch  verschwindet,   das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  entweder 

WO  Cj,  Cj  willkürliche  Constanten  und 


a     i/ö^      T  a     aJü^      1 

wenn  nämlich  -4-  — -9-  von  Null  verschieden,  oder 

(6a.)  y  =  e*^t-^<''*>*=^^('''^*^'^b.  +  CjP(«,.)*d.l 

wenn  a  =  ±  |  • 

Ist  P{SyZ)  identisch  NuU,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

Von   dem    durch    die   Gleichung  (1.)    bezeichneten   Ausnahmefall    abgesehen, 
ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Zwischen  den  Werthenpaaren  (^,»-2?^,  (5^,^^,  welche  gleichzeitig 
den  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  genügen,  findet  die  algebraische 
Gleichung  (H.)  statt. 

194]  3. 

Setzen  wir 

so  folgt  aus  der  Voraussetzung,    dass  die  Werthenpaare  (^jj^Jj  (^jj-srj,   welche 
die  Gleichung  (D.)  befriedigen,  auch  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen 
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genügen,  dass  zu  jedem  C  nicht  mehr  als  zwei  Stellen  der  RiEMANNschen 
Fläche  gehören  (s.  meine  Arbeit  in  den  Abhandlungen  der  Göttinger  Societat*)). 
Ist  demnach  (s^yZ^)  eine  beliebige  Stelle  der  RiEMANNschen  Fläche,  C  ein 
nach  Gleichung  (L)  zugehöriger  Werth,  so  giebt  es  höchstens  eine  zweite 
Stelle  (^,,-3^,),  für  welche  C  denselben  Werth  erhalt.  Ist  aber  (s^y^^)  gegeben, 
so  ist  der  allgemeine  Werth  von  C 

wo  a,  j3,  y,  d  Constanten  sind,  deren  Werthe  den  verschiedenen  Umläufen  von 
(Syi)  um  die  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  entsprechen. 

Ist  o  ein  in  der  RiEMANNschen  Fläche  von  (s^^js^)  nach  {s^}^^)  führender 
Weg,  auf  welchem 

wird,  und  macht  man  von  (^,?^,)  aus  denselben  Weg  rückwärts  nach  {s^jjsf^)j 
vollzieht  alsdann  diejenigen  Umläufe  um  die  singulären  Punkte  von  (A.), 
welche  (1.)  hervorgebracht,  und  kehrt  alsdann  auf  o  nach  (5,,^,)  zurück,  so 
hat  man  mit  (^,,^,)  einen  Umlauf  vollzogen,  für  welchen  die  Gleichung 

stattfindet. 

Da  die  Gleichung 

^   ra  ^  ^9(s,z)  +  ßf{s,z)  ^ 

nur  zwei  Lösungen  (^^^e^)  zulässt,  so  folgt,  dass  es  ausser  (^^j-^rj,  (Ä,,£rJ  keine 
Stelle  mehr  giebt,  welche  dieselbe  befriedigte.     D.  h. 

Zu  jedem  Punkte  (5j,^J  giebt  es  nur  einen  Punkt  (ä,,^J,  welcher 
mit  demselben  die  Gleichung  (D.)  befriedigt. 

Nach  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  1  und  nach  dem  Satze  am  Schlüsse 
der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich  demnach: 

1)  Abk.  XXXY,  8. 889  ff.  dieses  Budes.    Seb. 
Fuchs,  mathem.  Werke,    n.  55 
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195]  Die  Werthenpaare  (^jj-^rj,  (^^j^J,  welche  der  Gleichung  (D.)  ge- 
nügen, müssen  so  beschaffen  sein,  dass 

WO  Qj  0  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten,  und 
dass  sie  zugleich  die  Gleichung  (H.)  befriedigen. 

4. 

Nach  einem  Satze,  welchen  ich  in  einer  in  den  Sitzungsberichten  der 
Berliner  Akademie  (22.  JuU  1886)  enthaltenen  Notiz*)  veröffentlicht  habe, 
ergiebt  sich  aus  dem  Bestehen  der  Gleichungen  (K.)  für  den  Fall,  dass  der 
Rang  p  der  die  Gleichung  (B.)  darstellenden  RiEMANNSchen  Fläche  grösser 
ist  als  NuU,  dass  dieselbe  durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Sub- 
stitution  auf  eine   zweiblättrige  RiEMANNSche  Fläche  abgebildet  werden  kann. 

Es  ist  also 

wo  S{u)  eine  ganze  rationale  Function  von  u  mit  lauter  ungleichen  Linear- 
factoren, cj^p  cj^,,  ü>j,  ü),  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten. 

Aus  den  Entwicklungen,  welche  ich  in  der  erwähnten  Notiz  (Sitzungsber. 
der  Berliner  Akad.  der  Wissensch.  22.  Juli  1886*))  gegeben  habe,  geht  gleich- 
zeitig hervor,  dass  die  rationale  Function  <o^{SyZ)  so  gewählt  werden  kann, 
dass  u  für  zwei  durch  die  Gleichung  (K.)  involutorisch  gepaarte  Stellen  der 
RiEMANNSchen  Fläche  (B.)  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Werth  annimmt. 

Es  sei  demnach 

so  ist 

(2.)  u,  =  ±u,  =  5),(5„^,). 

Gilt  in  dieser  Gleichung  das  obere  Vorzeichen,  so  folgt 

(3.)  sfsK)  =  -  V^K). 


1)  Abb.  XLYm,  8. 417  ff.  dieMi  Baiidos.    Seh. 
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Gilt  in  Gleichung  (2.)  das  untere  Vorzeichen,  so  ergiebt  sich  zunächst,  dass 
8(u)  nur  gerade  Potenzen  von  u  enthalten  darf,  und  es  ist 


(3a.)  VSK)  =  ±  SfSM- 

Demnach  sind  die  beiden  involutorisch  gepaarten  Stellen  in  der  zwei-  [196 
blättrigen  RiEMANNSchen  Fläche,  welche  den  durch  die  Gleichung  (K.)  ein- 
ander zugeordneten  Stellen  der  RiEMANNschen  Fläche  (B.)  entsprechen,  entweder 


M,   =   M„ 


^^'^  '  >ßW)  =  ''VsK) 


oder 


tt,    =   -M„ 


^^'■^  I  sßK)  =  ±  sßK)- 

Im  letzteren  Falle  enthält  8{ü)  nur  gerade  Potenzen  von  u. 

Die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  verwandeln  sich  im  Falle  (M.)  in 

^     ^  "   ^  ^  du    \A  +  B^ß^r 

^    ''  K-L\ß(u)        \Ä  +  B^S(ujr 

wenn  durcli  die  Substitution  (L.) 

(4.)  -iGi8,e)ds  =^  [C+D\/S(ii^]du, 


(6.)  Pis,z)  =  K  +  L\ß(uj 

wird. 

Im  Falle  (M'.)  verwandeln  sich  (E.)  und  (F.)  in 

^      '^  K,±L,^ß(uj        \a-\-B  ^S(ujl' 

wenn   wir  noch   mit    dem   unteren   Index   Eins   andeuten,    dass   u  durch   —  w 

ersetzt  ist. 

55* 
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5. 

Ist  der  Rang  p  der  Gleichung  (B.)  gleich  Null,  so  giebt  es  bekanntlich 
eine  rationale  Function 

von  s  und  ^  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(LJ  ^  =  ^,(m),    S'=  ^,(t*), 

wo  cpj,  cp,  rationale  Functionen  von  u  bedeuten. 

197]  Die  beiden  Werthenpaare  w^,  «*,,  welche  den  durch  die  Gleichungen  (K.) 
involutorisch  conjugirten  Werthenpaaren  (^j^^J,  (*i»^f)  entsprechen,  müssen 
alsdann  offenbar  gegenseitig  lineare  Functionen  von  einander  sein,  und  zwar 
so,  dass  die  Gleichung  zwischen  u^  und  u^ 

(M,.)  Au,u,  +  B{u,  +  u,)-\-C  =  0, 

wo  -4,  -B,  C  bestimmte  Constanten,  in  Bezug  auf  u^  und  u^   symmetrisch  ist. 
Es  sei 

(1.)  u  =  —j 

wo  A,  fi,  t/,  9  Constanten,  die  der  Beschränkung  unterliegen 
(2.)  ^A*+2JBAi/  +  (7i/'  =  0. 

Sind  alsdann  t;^,  v^  die  u^^  u^  resp.  entsprechenden  Werthe  von  v,  so  geht  die 
Gleichung  (M.)  in  eine  von  der  folgenden  Form  über 

(3.)  v.  +  v.  +  D  =  0, 

wo  D  eine  Constante  bedeutet. 
Es  sei  endlich 

(4.)  ^  +  T'  =  ^' 

so  verwandelt  sich  Gleichung  (3.)  in 

(M..)  t,^-t,, 

wenn  <^,  t^  die  v^,  v,  entsprechenden  Werthe  von  t  bedeuten. 
Die  Gleichimg  (L^.)  geht  in 

(L..)  ^  =  e,(0,    8  =  e.(0 
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Über,  während  die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  sich  in 


(E..) 


Q(0  +  ö(-0  = 


dt 


Tind 


(F.O 


n(-0  _  /  e;(o  V 
n(<)    - 


U;(-oy 


verwandeln,  wenn  durch  die  Substitution  (L,.) 


(6.) 

(6.) 
wird,  und  wenn  wir 

(7.) 

setzen. 


dt 


=  e;(0 


6.  [19S 

Es   seien  jetzt  umgekehrt   (^jj-arj,  (5,,^,)   zwei   Stellen   der  RiEMANNschen 
Fläche  (B.),  welche  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  befriedigen. 
Ist  alsdann 


ein  Integral  der  Gleichung 


y  =  /"(«i»*.) 


(2.) 


^  +  Gi8„,,)-^  +  His„,,)y  =  0, 


und  fassen  wir  dasselbe  als  Function  der  durch  die  Gleichungen  (E.)  und  (F.) 
mit  z,  verbundenen  Variablen  z,  auf,  indem  wir  setzen 


(3.) 

(4.) 
so  ergiebt  sich 

(6.) 


d^,   


dz. 


=  x, 


y  =  Xo», 


^^^ 


3X-^  +  ö(..,..)Z«J^ 
dVX 


r  +  <?(s.,  «J  -^  +  H{s„  e,)  x]  0.  = 


0. 
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Gemäss  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  (8.)  in  No.  1  ist 

(6.)  BX^  +  G(.„^JX"  =  G(5.,OX' 

und 

Demnach  verwandelt  sich  Gleichung  (5.)  in 


(8.) 


O) 


=  0. 


Wir  erhalten  also  die  Beziehung 

djSf 

wo  -4,  -B  Constanten  bedeuten. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

(10.)  ?(«.,  ^J  ^  =  Ä'fis,,  *.)  +  £'<?(«.,  e,), 

wo  -4',  5'  Constanten  sind. 

199]  Differentürt  man  die  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  nach  ^,,  eliminirt  -^^ 
multiplicirt  alsdann  mit  -^  und  wendet  abermals  die  Gleichungen  (9.)  Tind 
(tO.)  an,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (E.) 

(11.)  ÄB'-Ä'B  =  1. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass 

/,„N  ?(a.,^.)     _     9(^1.  g.) 

so  folgt,  dass 

(13.)  JS  =  0,    Ä'  =  0, 

demnach 

(14.)  A  =  B'=±1, 

d.h. 

Solche  Werthenpaare  (^^^^i),  (*,j^,)j  für  welche  die  Gleichungen 
(D.),  (E.),  (F.)  gleichzeitig  erfüllt  werden,  befriedigen  auch  gleich- 
zeitig die  beiden  Gleichungen  (C). 
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7. 

Aus  den  vorhei^ehenden  Entwickelungen  ergiebt  sich  das  Resultat: 

Die  nothwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  alle  Werthen- 
paare  (*  ,i5,)i  (*,)^,))  welche  der  Gleichung  (D.)  Genüge  leisten,  auch 
gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  (C.)  befriedigen,  und  die 
hinreichenden  dafür,  dass  sie  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen 
(C.)  befriedigen,  sind,  von  dem  Ausnahmefalle  Gleichung  (l.) 
No.  2  abgesehen,  die  folgenden: 

I.   Für  p>-  0. 

Es  muss  die  die  Gleichung  (B.)  darstellende  KiEMANNSche 
Fläche  sich  durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Sub- 
stitution (L.)  auf  eine  zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche  («,  ^S(u)) 
abbilden  lassen,  und  zwar  derart,  dass  die  Gleichung 

mit  in  w,  V'S(«)  rationalen  Coefficienten,  welche  durch  die  Sub- 
stitution (L.)  aus  (A.)  hervorgeht,  die  Eigenschaft  hat,  dass  «' 
eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  C  eines  Fundamental- 
systems von  Integralen  derselben  werde. 

Es  müssen  ferner  die  Gleichungen  (E'.)  und  (F'.),  resp.  (E'".) 
und  {F"'.)  identisch  erfüllt  werden,  je  nachdem  u  eine  einwerthige 
oder  eine  zweiwerthige  Function  von  C  ist. 

IL    Für  p  =  0.  [aoo 

Die  Gleichung 

(A..)  Ir  +  s-wt  +  JT-Wi'-o 

mit  in  t  rationalen  Coefficienten,  welche  aus  (A.)  durch  die  Sub- 
stitution (L,.)  hervorgeht,  muss  die  Eigenschaft  haben,  dass  i* 
eine  einwerthige  Function  des  Quotienten  C  eines  Fundamental- 
systems  von  Integralen  derselben  sei,  und  die  Gleichungen  (E^.) 
und  (F,.)  müssen  identisch  erfüllt  werden. 
Berlin,  Juli  1886. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderangen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  429,  Zeüe  6  t.  n.  Wir  bezeichnen  statt  Bezeichnen  wir, 

„  432,  Gl.  (6.)  e*«/^^*'')*'^  statt  e««/^(*>«)'^, 

„    436,  Zeile  5  z  statt  a^, 

2)  Zu  8.428,  Zeile  5,4  v.  u.  Der  Sitzungsbericht  der  E.  preoss.  Akademie  der  Wissenschaften  vom 
30.  Juli  1885  (XXXVm,  S.  759)  enthält  die  folgende  Angabe:  »Herr  Fuchs  las  über  eine  Klasse 
linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Die  Mittheilung  wird  in  einem  der  fol- 
genden Berichte  erscheinenc 

Zu  den  Nummern  4—7  vergl.  die  Abhandlung  LI.  Sch. 


L. 


ÜBER  DIE  UMKEHRUNG  VON  FUNCTIONEN  ZWEIER 
VERÄNDERLICHEN. 

(Sitzungsberichte  der  KSnigl.  prenssischen  Ä^demie  der  Wissenschaften  zc  Berlin,  1887, 
Vni,  S.  99—108;  vorgetragen  am  10.  Febrnar;  ausgegeben  am  17.  Februar  1887.) 


In  einer  in  den  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissen-  [99 
Schäften  zu  Göttingen*)  veröffentlichten  Arbeit  habe  ich  Differentialgleichungen 
der  Form 

/     de,      äz. 


("■) 


y,      y, 

de,       de.  , 

— S-  H ^  =  du. 


betrachtet,  und,  unter  der  Voraussetzung,  daas  y^,  m>,  gegebene  Functionen  der 
Variablen  z^,  und  y^,  w,  die  Werthe  derselben  Functionen  für  eine  Variable 
^f,  sind,  die  Bedingungen  zu  ermitteln  gesucht,  unter  welchen  «,  +  «,  und  e^z^ 
eindeutige  Functionen  von  u^,  w,  werden. 

Im  Folgenden  beschäftige  ich  mich  mit  denselben  Gleichungen  (a.)  unter 
einem  von  dem  firüheren  verschiedenen  Gesichtspunkte.  Ich  setze  nämlich 
voraus,  dass  ;,,  z^  gegebene  Functionen  von  u^,  u,  sind,  und  behandele  zunächst 
die  Frage,  wie  dieselben  zu  wählen  sind,  damit  y,,  w,  blosse  Functionen  der 
Variablen  «,,  y,,  w,  aber  blosse  Functionen   von  z^  werden.     Es   ergiebt  sich 


•)  8.  JannarlBS!»). 

■  BudM.    Seh. 
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als  die  allgemeinste  Lösung  dieses  Problems,  dass  ^j,  z^  willkürliche  Functionen 
sein  müssen,  die  erstere  einer  Variablen  Ci,  die  andere  einer  Variablen  C,,  und 
dass  Ci5  Ca  den  Differentialgleichungen 

iß.)  {    '"'  "•  ' 

zu  genügen  haben. 

Hierauf  werden  die  Functionen  z^^  z^  von  u^^u^^  für  welche  y^iW^  blosse 
Functionen  von  z^  und  y,,  w,  blosse  Functionen  von  z^  werden,  noch  der 
loo]  Bedingung  unterworfen,  dass^^  +  ^j,  und  z^z^  innerhalb  bestimmter  Gebiete 
2^,  2j  der  Variablen  w^,  u^  eindeutige  Functionen  dieser  Variablen  seien.  Ich 
werde  hierdurch  auf  einem  neuen  Wege  zu  dem  Fundamentaltheorem  gefuhrt, 
welches  ich  in  meiner  oben  citirten  Arbeit  in  den  Abhandlungen  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen*)  No.  4  Gleichung  (C.) 
gegeben,  und  aus  welchem  ich  in  No.  8  und  No.  9  derselben  Arbeit  die 
Folgerung  gezogen  habe,  dass  z  sich  derart  als  zweiwerthige  Function  einer 
Variablen  C  darstellen  lasse,  dass  hierdurch  die  Gleichungen  (a)  in  die  Form 


C,  SIW^)K  +  C.  Sßn^dr^,  =  du, 

übergehen,  wo  V(C)  eine  eindeutige  Function  der  Variablen  C  bedeutet. 

Ich  schliesse  an  diese  Untersuchung  eine  Bemerkung,  welche  zum  Zwecke 
hat,  das  Gebiet  der  Variablen  C,  innerhalb  dessen  die  Functionen  z  und  V(C) 
dieser  Veränderlichen  bez.  zwei-  und  einwerthig  sein  müssen,  näher  zu  be- 
stimmen. 

1. 
Es  mögen  zwischen  den  veränderlichen  Grössen  z^^z^^u^^  u,  die  Gleichungen 

dz, 


(A.) 


bestehen. 


dz^         j 
+  — ^  =  dw,, 

Vi        Vt 

dz.       dz^  , 

— ^  +  — ^  =  du^ 


1)  Abb.  XXXV,  8. 239  ff.  diefet  Bandei.    Sob. 
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Aus  denselben  ergeben  sich  die  identischen  Gleichungen 


(B.) 


1               1   dz. 

1 

1 

ö^, 

y.          ^  öM, ' 

y. 

A 

ÖM,  ' 

1                    1     Ö^r, 

1 

1 

de. 

w,             A  ö«,  ' 

». 

A 

du,  ' 

^  _   de,   de. 

de,   de, 
du,  du. 

wenn  wir 

(1.) 

setzen. 

Sind  z^ ,  z^  bestimmte  Functionen  von  «e, ,  «*, ,  so  werden  durch  die  Glei- 
chungen (B.)  y^^y^jW^j  w^  ebenfalls  als  bestimmte  Functionen  von  u^j  u^  definirt. 
Demgemäss  sind  y^^y^^^y^^  ^,  auch  bestimmte  Functionen  der  Variablen  z^^  z^. 

Wir  wollen  nunmehr  z^^  z^  so  als  Functionen  von  w^,  u^  bestimmen,  [loi 
dass  durch  die  Gleichimgen  (B.)  y^  und  w^  als  blosse  Functionen  der  Variablen 
z^j  dagegen  y^  und  w^  als  blosse  Functionen  der  Variablen  z^  definirt  werden. 

Die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  y^  und  w^  blosse 
Functionen  von  z^  werden,  ist  das  Bestehen  der  Gleichimgen 


(2.) 


dy^dz^_dy^dz^  =  0 
dw    dz 

1 __1  __L    =:    0 


äw^   dz 


ÖMj     ÖMj  ÖW,     ÖUj 


oder,  wenn  wir  setzen 


p ö'^,     dz^        d^z^   dz^ 

d^z^    dz^  d*z^     dz^ 


Q  = 


(3.) 


öuj    ÖM,  du^  ÖM,   ÖW,  ' 


P  d^z^     dz^        d*z^    dz^ 

dtijdu,  ölig         du\    ÖMj  ' 

o  d'^z^    dz^  d^Zf     dz^ 

^  dul    du^        ÖMj  da,  öti, ' 

.  ö«,   d«,  dM.   du.         dw,  dw, 

^  ^  ÖUj     ÖM,  ÖUj     ÖM,         ^   du,     ÖUj 
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Das  Grössenpaar  P,  Q  einerseits  und  das  Grossenpaar  jR,  ^S  andererseits 
haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  mit  den  entgegengesetzten  Zeichen  gegen- 
seitig vertauschen,  wenn  z^  mit  z^  vertauscht  wird.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
das  Bestehen  der  Gleichimgen  (2.)  oder  (C.)  zu  gleicher  Zeit  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür  enthält,  dass  y^  und  w^  blosse  Functionen 
der  Variablen  z^  sind. 

Sind  demnach  die  Gleichungen  (C.)  erfüllt,  so  ist 

1  1 

—  =  AC^i),      —  =  /i(^«)i 

(D.)  {     ^'  ^* 

^^  fii^i)  ^^^  ?i(^i)  l^losse  Functionen  von  z^^  ^,(^,)  und  9,(^,)  blosse  Functio- 
nen von  z^  bedeuten. 

Und  wenn  umgekehrt  die  Gleichungen  (D.)  bestehen,  so  genügen  z^j  z^ 
den  Gleichungen  (C). 

102]  2. 

Es  werde  jetzt  vorausgesetzt,  dass  z^^  z^  den  Gleichungen  (C.)  genügen, 
und  es  werde 

(E.)  .  ', 

gesetzt,   nachdem  y^^y^^'u^^^w^   durch  die  Gleichungen  (B.)   bestimmt  worden. 
Die  Gleichungen  (E.)  definiren  zwei  Functionen  C,,  C,  bez.  von  z^^z^^  welche 
als  Functionen  von  t^^,  w,,  den  Gleichungen  (B.)  zufolge,  die  Gleichungen 

(F.)  { 

befriedigen. 

Aus  den  Gleichimgen  (E.)  ergiebt  sich 

wo  cpj,  cp,  bestimmte  Functionen  bez.  von  Cj,  C,  bedeuten. 
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Es  seien  umgekehrt  die  beiden  Functionen 

^t  =  +i(CJ,    -er,  =  UQ 
bez.   der  Variablen  Cj,  C,  vorgeschrieben   und   Cj,  C,   als  Functionen  von  u^,  u, 
den  Gleichungen  (F.)   gemäss   bestimmt,   so   werden  hierdurch  auch  ^j, -8?,  als 
Functionen  von  u^^  u^  definirt.     Für   diese  Functionen  ^,,  ^,  werden  y^  und  w^ 
blosse  Fimctionen  von  ^j,  y,  und  w^  blosse  Functionen  von  z^. 

Sind  nämlich  ^^(-erj,  0,(-8rJ  zwei  beliebige  Functionen  von  ^j,  bez.  z^^  so 
sind  dieselben  auch  Fimctionen  von  C^,  bez.  C,,  und  es  ergiebt  sich  fiir 
Oj(^J,  ^^{z^)  als  Functionen  von  w^,  u^  nach  den  Gleichungen  (F.) 


(H.) 


Ist  insbesondere 


du,        '  dUf 


80  ergeben  die  Gleichungen  (H.) 


(J.) 


also 


ÖM,  d«,  ^" 

du,  du,  ^" 


Aus  den  Gleichungen  (F.)  ergiebt  sich  femer 


[103 


ö'C, 


_     ac.  ac,     -  a»c. 


au,aM,         a»,  du,     *  aaj 

a«j    -^'•'  +  '••^3«.  3«.+*^  a»i' 
a'c    _     ac.  ac,       a'c. 

^1 


s    ) 


\      a«;    ~  '•'••■^^'^aM,  a«,  ■*'^'  a«; 


446  ÜBER  DIE  UMKEHRUNG  VON  FUNCTIONEN  ZWEIER  VERÄNDERLICHEN. 

Bilden  wir  hiemach  aus  (B'.)  -g^,  y^  und  substituiren  die  Werthe  derselben, 

so  wie  die  Werthe  von  -g^,  -^  mit  Berücksichtigung  von  (J.)  in  die  Glei- 
chungen (2.)  No.  1,  so  werden  dieselben  identisch  befriedigt,  woraus  hervor- 
geht, dass  y^  eine  blosse  Function  von  z^  wird.     Da  aber 

und  da  C,  eine  blosse  Function  von  ^^  so  folgt,  dass  auch  w^  eine  blosse 
Function  von  z^  darstellt.  Nach  No.  1  ergiebt  sich  alsdann,  dass  auch  y^ 
und  w^  blosse  Functionen  von  z^  werden.     Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  <Pi(Ci),  4*2(^1)  willkürliche  Functionen  von  C,  bez.  C,,  und 
Cj,  C,  Functionen  von  u^y\^  welche  den  Gleichungen  (F.)  Genüge 
leisten,  so  enthalten  die  Gleichungen 

(G.)  z,  =  ^,{Q,    z,  =  UQ 

die  sämmtlichen  Functionenpaare  z^^  z^  der  Variablen  u^^  u^y  für 
welche  in  den  Gleichungen  (A.)  y^  und  w^  blosse  Functionen  der 
Variablen  z^^  dagegen  y^  und  «?,  blosse  Functionen  der  Variablen 
z^  darstellen. 

Das  Functionenpaar  y^,  y^  so  wie  das  Functionenpaar  w^,  w^  der  Variablen 
^1»  ^8>  ^6  sie  durch  die  Gleichungen  (B'.)  bestimmt  werden,  genügen  den 
Gleichungen  (H.). 

104]  3. 

£s  sei 

(K.)  {    ^'  ^  ^"^^ 

C,  =  a-D, 

so  ergiebt  sich  daraus,  dass  in  den  Gleichungen  (H.)  z^^  z^  an  die  Stelle  von 
0^,  Oj  bez.  gesetzt  werden  kann, 

,     3«,      du,       'VdM,      duj 
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Durch  Addition  und  Subtraction  folgt  aus  diesen  Gleichungen 


(2.) 

\        ^  du,      ^  du,         du,  ' 
\            au,          du,         du. 

Demnach  ist 

(L.) 

(iD  —  e,     na  —  e', 

WO 


_  aA   a^     aA  a^ 
awj  aw,     aw,  du^ ' 

aA  aA      a^   a«^ 

du,   du,       du,   du. 

Aus  den  Gleichungen  (F.)  ergiebt  sich  femer 

da  da       _  öD         . 

+  a-3- — D^-  =  0, 


du,         du,  du, 

^      ''  ^     dD         dD      ^  da         ^ 

du,         du,  du. 

Aus  den  Gleichungen  (D.)  und  (B'.)  ergiebt  sich 

Bezeichnen  wir  mit  /JK^^)  und  <f^{js^^)  bez.  die  Ableitungen  von  f^i^j^)  und 
9^(^j)  nach  ^j,  so  folgt  durch  die  Differentiation  der  Gleichungen  (B"\) 


m)  = 


(3.) 


J. d_  r  1  -1 1 d_  r  1  1 

du,       Lö«/"~'-^J       d«,       Ldi^^'-«~'-«ü 

du.  Lö«/^'        ^»^J  äM.  LöM.  ^-^^       ^'^J 


[105 
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also,  wenn  wir 
setzen, 


ac,  dC, 


1 

du, 

1 

du. 

FM 

y[ 

1 

dz, 
du. 

yl 

f 

dz, 
du. 

(4.) 


Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  wir 

(M'O  9'Mf,i^^)-fiM?,i^.)  =  F,iz,) 

setzen, 


(5.)  i>'.(^,)  =  -1  -J^  =  -V  ^• 

^  '  yj  ^g.       i^  a^. 

Aus  (4.)  und  (5.)  folgt  alsdann 

(N.)  F,(z,)f,izJ  +  FMa''^y  =  ^^^  -^(c  - C.). 

4. 

Es  seien  S^,  2^  zwei  wohlbestimmte  Gebiete  der  Veränderlichen  w^,  w^  bez., 
innerhalb  deren  eine  Lösung  ^^ -er^  der  Gleichungen  (C.)  existire  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  innerhalb  derselben  Gebiete  cp  und  A*  eindeutige  Func- 
tionen von  w^,  u^  darstellen.  Aus  den  Gleichungen  (L.)  ergiebt  sich,  dass 
alsdann  innerhalb  derselben  Gebiete  die  beiden  Functionen  C^,  C,  der  Variablen 
u^^u^  existiren,  und  dass  a  und  D'  ebenfalls  e in w er thige  Functionen  dieser 
Variablen  darstellen. 

Den  Gebieten  2^,  2^  der  Variablen  u^y  u^  mögen  die  Gebiete  8^^  8^  der 
Variablen  C^,  C,  bez.  und  die  Gebiete  T^,  T,  der  Variablen  ^^,  ^^  bez.  ent- 
sprechen. 

Es  sei 

(1.)  A  =  V^,    D  =  ^S, 

so  folgt  aus  der  ersteren  der  Gleichimgen  (L.) 

Vis  =  iV^r 

(^0  {  oder 

S  =  \RT% 


wo 
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[lo6 


(3.) 


dB   di( 

dB   d<p 

ÖW,    Ott/ 

«          »r^n* 

1  /öi?V 

Die  Function  T  von  w^,  «^,  ist  innerhalb   der  Gebiete  2^,  2^  dieser  Ver- 
änderlichen eindeutig.     Den  Gleichungen  (B'.)  zu  Folge  ist 

-  dz.  -Tk 

Daher  ist,  wenn  man  für  z^^  z^  ihre  Werthe  aus  (K.)  substituirt 
also  nach  Gleichung  (2.) 

(5.)  y^y.  =  -  f*.  T\ 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  Gleichung  (N.)  ein,  so  erhalten  wir 

(0.)  FMUzj+FMu.,y  =  -^J-[Rr]  =  —^^[Br]. 

Die  Werthsysteme  w^,  w,,  für  welche  die  Gleichung 
(P.)  C,  =  C, 

erfüllt  wird,  werden  durch  die  Gleichung 
(6.)  D  =  0 

geliefert,  also  nach  Gleichung  (2.)  entweder  durch 
(7.)  R  =  0 

oder  durch 

(7a.)  T  =  0. 

In  dem  Falle,  für  welchen  Gleichung  (7.)  stattfindet,  ergiebt  sich  aus  (K.) 
(8.)  *.  =  ^. 

Filohf,  matliem.  Wirk«.    IL  57 
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und  aus  den  Gleichungen  (4.) 

(8a.)  Vi  =  y,j    w?i  =  ^t 

wenigstens  für  endliche  Werthe  von  ^j,  z^. 

In  dem  Falle,  dass  R  von  Null  verschieden,  dass  aber  die  Gleichung 
(7a.)  erfüllt  ist,  ergiebt  sich  zunächst,  dass  für  die  durch  diese  Glei- 
chung verbundenen  Werthsysteme  von  Wj,  w,  entweder  ^j,  ^,  ver- 
einzelte Werthe  erhalten  oder  die  Functionen  -J^^-^  unendlich 
107]  werden,  ohne  dass  z^^  z^  einen  unendlich  grossen  constanten 
Werth  annehmen,  und  zwar  sind  alsdann  -~T^  ^^T  von  Null  ver- 
schieden. 

Wenn  nämlich  ^^,  -^  für  die  genannten  Werthsysteme  von  w^,  u^  end- 
lich wären,  so  würde  nach  Gleichung  (4.)  auch  y^  =  0,  y^  =  0;  es  würden 
also,  wenn  nicht  für  dieselben  Werthsysteme  von  u^^  u^  die  Grössen  ^j,  z^  ver- 
einzelt sind,  die  Function  y^  von  z^  und  die  Function  y^  von  z^  innerhalb 
gewisser  Theile  der  Gebiete  T^,  T^  bez.  der  Variablen  z^^  z^  den  constanten 
Werth  Null  annehmen. 

So  lange  demnach  u^^  u^  sich  unabhängig  von  einander  ändern,  wird  die 
Gleichung  (P.)  nur  befriedigt,  entweder  für  solche  vereinzelte  Werthsysteme 
jSTj,  2?,,  für  welche 

/i(^i)  =  00,     /,(^,)  =  00,     cp(^J  =  00,     (p(^J  =  00, 

oder  für  solche  Werthsysteme,  welche  die  Gleichungen  (8.)  und  (8a.)  zur 
Folge  haben. 

Wenn  aber  die  Änderungen  der  Variablen  u^^  u^  durch  die  Gleichung 
(7a.)  von  einander  abhängig  werden,  ohne  für  z^^  z^  vereinzelte  Werthsysteme 
zu  liefern,  so  müssen  die  diese  Gleichung  befriedigenden  Werthsysteme  u^^  u^ 
sich  so  ändern,  dass  die  Functionen  -g^,  -J^  unendlich,  y^,  y^  aber  von  Null 
verschieden  werden. 

Dann  verschwindet  aber  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (N.) 
für  dieselben  Werthsysteme,  und  wir  erhalten  den  folgenden  Satz: 

Es  seien  inncThalb  bestimmter  Gebiete  2^,  2^  der  Variablen 
w^,  u^  durch  die  Gleichungen  (C.)  ^j  +  -^,  und  z^z^  als  eindeutige 
Functionen  derselben  definirt,  und  es  mögen  mit  T^,  T^  die  den 
Gebieten  2^,2^   entsprechenden  Gebiete  von  z^^z^  bez.   bezeichnet 
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werden.  Sind  is^^z^  so  beschaffen,  dass  die  von  ihnen  abhängigen 
Functionen  y^,  y^  nicht  in  gewissen  Theilen  der  Gebiete  T^,  T^ 
verschwinden  können,  so  wird  durch  alle  Werthsysteme  -s^,, -sr^,  für 
welche  die  Gleichung  (P.)  oder  die  mit  ihr  gleichbedeutende 


(P'.) 


=  0 


befriedigt  wird,  —  ausgenommen  die  Werthe,  für  welche 


^i  =  ^«,    Vi  =  y 


21 


oder   die   vereinzelten  Werthsysteme   von  ^^ ,  -s^, ,   für  welche  y^ ,  ^i  i  y, )  w;,  ver- 
schwinden, —  gleichzeitig  die  Gleichung 


(QO 


i^.w/;(*,)'+i^,('.)/;w  =  o 


erfüllt.  Diese  Werthsysteme  werden  von  den  Functionen  is  ^  z 
der  Variablen  u^^u^  nicht  erreicht,  so  lange  u^^u^  sich  unabhängig 
von  einander  ändern. 


5.  [io8 

Der  eben  ausgesprochene  Satz  ist  in  Übereinstimmung  mit  den  beiden 
Theoremen,  welche  ich  in  der  No.  4  Theorem  I.  und  11.  der  oben  citirten 
Arbeit  in  den  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen*)  gegeben  habe. 

Aus  diesem  Satze  habe  ich  daselbst  (No.  8  und  No.  9)  gefolgert,  dass 
aus  der  Gleichung 


(E.) 


z  sich  als  zweiwerthige  Function  von  C  ergiebt,  sowie  dass 

einwerthige  Fimctionen  derselben  Variablen  sind. 

Es   ist  nicht  überflüssig,   hieran   eine  Bemerkung   zu   knüpfen,   um   den 
Sinn  dieser  Folgerungen  näher  zu  präcisiren. 


1)  Abh.  XXXY,  8.  289  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
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452  Ober  die  umkehrung  von  Functionen  zweier  veränderlichen. 

Wenn  f{z)y  cp(^)  gegebene  Functionen  von  z  und  z^^  z^  imbeschränkt  ver- 
änderliche Grossen  sind,  so  erfüllen  die  Variablen  w^  w,,  welche  mit  diesen 
Veränderlichen  durch  die  Gleichungen 

verbunden  sind,  gewisse  wohldefinirte  Gebiete  2^,  2^.  Diesen  Gebieten  ent- 
sprechen Werthgebiete  der  Variablen  C^,  C,,  die  wir  oben  mit  Ä^,  8^  bezeichnet 
haben. 

Sei  8  das  Gebiet  einer  Variablen  C,  welches  sich  aus  den  Werthbereichen 
8 ,  8^  zusammensetzt,  so  ist  der  Sinn  der  erwähnten  Folgerung  der,  dass, 
wenn  z^^-z^  und  z^z^  innerhalb  der  Gebiete  2^,2^  der  Variablen  w^,  «*,  ein- 
deutige Functionen  derselben  sein  sollen,  innerhalb  des  Gebietes  ä  der 
Variablen  C  die  Grösse  z  eine  zweiwerthige  und  V(C)  eine  einwerthige  Function 
dieser  Variablen  sein  muss. 

Ausserhalb  des  Gebietes  8  existiren  diese  Functionen  von  C  ent- 
weder gar  nicht,  oder  wenn  sie  existiren,  so  ist  es  nicht  erforderlich,  dass  sie 
daselbst  nur  zwei  bez.  einen  Werth  für  jeden  Werth  der  Variablen  C  annehmen. 

Das  Gleiche  bleibt  selbstverständlich  bestehen,  wenn  auch  die  Bereiche 
der  Veränderlichkeit  für  z^y  z^  beschränkte  sind. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  eingefügt: 

S.  445,  Zeile    9  »den«, 

„    452,      „      11  »der  Gebiete«.  Sch. 


LI. 


ÜBER  EINEN  SATZ  AUS  DER  THEORIE  DER  ALGEBRAISCHEN 

FUNCTIONEN,  UND  ÜBER  EINE  ANWENDUNG  DESSELBEN  AUF 

DIE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER  ORDNUNG. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preassischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1887,  XI,  S.  159—166;  vorgetragen  am  24.  Februar;  ausgegeben  am  3.  März  1887.) 


In  den  Sitzungsberichten*)  habe  ich  den  Satz  bewiesen,  dass  eine  [159 
algebraische  RiEMANNsche  Fläche,  welche  eine  algebraische  Involution  zulässt, 
durch  eine  rationale  eindeutig  \imkehrbare  Substitution  in  eine  zweiblättrige 
RiEMANNSche  Fläche  verwandelt  werden  könne.  Es  ist  nicht  überflüssig  hervor- 
zuheben, dass  ich  daselbst  stillschweigend  von  der  Voraussetzung  ausgegangen 
bin,  dass  zwischen  den  Perioden  iti  und  a^^  der  von  Riemann  in  seiner  ITieorie 
der  AßELSchen  Functionen**)  eingeführten  Normalintegrale  erster  Gattung 
keine  Relation  mit  ganzzahligen  Coefficienten  stattfindet.  Im 
Folgenden  soll  diese  VorauBsetzung  näher  erörtert  werden,  indem  ich  zeige, 
dass  das  Vorhandensein  einer  Involution  («,^),  («(C)  in  einer  RiEMANNSchen 
Fläche  {Sf/i)  im  Allgemeinen  zur  Folge  hat,  dass  diese  Fläche  durch  eine 
eiadeutig  umkehrbare  rationale  Substitution  —  wenn  nicht  in  eine  zwei- 
blättrige —  in  eine  solche  RiEMANNsche  Fläche  {t,  ü)   transformirbar  ist,  für 


*)  22.  Jaü  1886,  s.  797 '). 

**)  BOBCHABOTB  JoDTDal,  Bd.  54,  No.  16  ■). 
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welche  die  Stellen  (t^u)  und  (—f,  —u)  der  Involution  (sj^)j  (a,C)  der  ursprung- 
lichen Fläche  entsprechen. 

Von  den  Resultaten  der  oben  erwähnten  Notiz*)  habe  ich**)  eine  An- 
wendung auf  die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gemacht, 
indem  ich  die  Bedingungen  dafür  entwickelte,  dass  die  Werthenpaare 
(^ij-^i)»  (^9?-^«)?  welche  der  Gleichung 

genügen,  zu  gleicher  Zeit  die  Differentialgleichungen 
i6o]  f{s,,z,)dg,±  f{s^yz^)dz,  =  0, 

befriedigen,  wenn  unter  f{S',z)^^{s^z)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  verstanden 
wird,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  des  Ortes  {s^  z)  einer  alge- 
braischen RiEMANNschen  Fläche  sind. 

Das  Wesentliche  des  daselbst***)  gefundenen  Resultats  besteht  in  Fol- 
gendem. 

Erstlich  die  RiEMANNsche  Fläche  (^,  ^),  in  welcher  die  Coefficienten  der 
DiflFerentialgleichung  rational  bestimmt  sind,  lässt  sich  durch  eine  rationale 
eindeutig  umkehrbare  Substitution  in  eine  andere  {t^u)  von  der  Beschaffenheit 
transf ormiren ,  dass  f',  w*  eindeutige  Functionen  des  Quotienten  C  eines  Funda- 
mentalsystems von  Integralen  werden. 

Zweitens  sind  zwei  wohl  definirte  algebraische  Gleichungen  (E'.),  (F'.) 
oder  (E^*^),  (F*^)  daselbst  identisch  zu  befriedigen. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit  zu  zeigen,  dass  dieses  Resultat  vollständig 
erhalten  bleibt,  wenn  auch  die  Voraussetzung,  dass  zwischen  den  Perioden 
Tzi  und  a^^  nicht  Relationen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  stattfinden,  fallen 
gelassen  wird. 


*)  Sitzungsberichte,  1886,  S.  797 »). 
**)  Kroneckers  Journal,  Bd.  100,  S.  189«). 
***)  S.  199-200  und  S.  196  Gleichungen  (M.)  und  (M'.)»). 


1)  Abb.  XL VIII,  8.  417  ff.  dioMR  Bandes.    Seh. 
S)  Abb.  XLIX,  8.  427  ff.  dieses  Bandes.    Seh. 
8)  8.  439  nnd  S.  435  dieses  Bandes.    8cb. 
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I. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  durch  die  algebraische  Gleichung 
(A.)  F{s,  s)  =  0 

defiuirte  RiEMANNSche  Fläche  eine  Involution  zulässt,  ist  in  meiner  oben 
erwähnten  Notiz*)  gezeigt,  dass  ein  System  linear  unabhängiger  Integrale 
erster  Gattung  bestimmt  werden  kann,  deren  Differentialquotienten 

G,(s,s),  G,(s,^),  ...,  G^{s,e) 
die  Gleichung 

(K.)  Gt{s,s)ds  =  ±G^{a,qd^,  (Ä  =  l,2,,..,j)) 

befriedigen,  wenn  («,«),  (o,C)  die  eine  Involution  bildenden  Stellen  bezeichnen. 
Es  seien 

die  Normalintegrale  erster  Gattung,  wie  sie  von  Riemann**)  eingeführt 
worden,  und 

G,(s,e),  G,is,B),  ...,  Öi(«,«) 

diejenigen  Functionen  G^{s,  a),  für  welche  in  den  Gleichungen  (K.)  das  obere 
Vorzeichen, 

GU^,^),  ö,„(s,^),  ....  G^(s,j>) 

diejenigen,  für  welche  das  untere  Vorzeichen  gilt,  so  ist,  wenn  wir  mit  Ä^^ 
Constanten  bezeichnen  und 

Vt(s,  e)  =  f[A^,6,i3,ff)  +  A„G,(s,  e)  +  ■■■  +  Ag^G^^is,  z)]de,  [i6i 


(  a,(s,g)  =  V,(s,e)  +  W,(s,z)  +  aonBi.,  _ 

^^''  j  Uiip,  C)  =  7,(8,  e)  -  W,(s,  z)  +  const.  ~ 

*)  Sitzungsberichte,  22.  JuU  1866,  S.  797»)- 
**)  Theorie  der  ABKLachen  Fnnctioneii,  No.  IS  ia  Bobchasdts  Jonnul,  M  64*). 
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Bilden   wir  längs   der  Begrenzung   der   einfach  zusammenhangenden  Rie- 
MANNSchen  Fläche  (s^z)  das  Integral 

so  erhalten  wir  die  Gleichung 


(2.) 


ml  P        '  P 

B  (itt)'  +  Si  ^i  0«i «»■  -  2r  O/r 


mr 


P       r 

1 


=  0, 


wenn  wir  den  Zuwachs,   welchen  ef^(o,C)  als  Function  von  (sj^)  beim  Über- 
schreiten der  Querschnitte  a^  und  b^  erleidet,  mit 


mr 


P       r 
1 


bez. 


mr 


1 


mk 


mr     mr       r 


bezeichnen,  wo  -4,  -B,  -4^,  -B^  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Sollen  nun  zwischen  izi  und  a^^  nicht  Relationen  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  erfüllt  werden,  so  müssen  die  Gleichungen 
bestehen  : 


(3.) 


^  =  0, 


wir 


B   =  0, 


mr 


mm 


Ä   =  0   für   r^m,    B^  =  0   Cär   k^l,    A  =  B„ 


mm 


woraus   sich   ergiebt,   dass  A  einen   von  m  unabhängigen  Werth  erhält,    den 
wir  mit  «  bezeichnen  wollen. 

Demnach  wird  «^^(o,  C)  als  Function  von  (5,  z)  beim  Überschreiten  des 
Querschnittes  a^,  dessen  Index  von  l  verschieden,  sich  nicht  ändern,  imd  beim 
Überschreiten  des  Querschnittes  a  den  Zuwachs  aizi  erfahren.  Es  ist  daher 
nach  einem  bekannten  Satze 

«,(0,0 -««,(«,«) 

eine  Constante.     Da  aber  die  Functionen  G^(s,e)  linearunabhängig  sind,   so 
folgt  aus  Gleichung  (l.),  dass  entweder 

(4.)  a  =  1,        W,  =  0 

oder 

(4a.)  a  =  -1,      Vi  =  0 
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für  jeden  Werth  des  Index  /,  d.  h.  dass  für  sammtliche  Gleichungen  [i6a 
(K.)  gleichzeitig  entweder  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt. 


Nachdem  nunmehr  gezeigt  ist,  dass  in  den  Gleichungen  (K.)  überall  das 
nämliche  Vorzeichen  gilt,  lässt  sich  der  Beweis  des  in  No.  3*)  der  oben- 
erwähnten Notiz  ausgesprochenen  Satzes,  dass  man  eine  rationale  Function 
von  Sy  z  bestimmen  könne,  welche  nur  in  zwei  Funkten  der  RiEMANNschen 
Fläche  unendlich  erster  Ordnung  wird,  wesentUch  vereinfachen.  In  der  That 
ergiebt  sich,  dass  alle  adjungirten  Curven  (n~3)**^  Ordnung,  welche  die  Curve 
n**  Ordnung  F(*,^)  =  0  in  einem  Punkte  {s,3)  schneiden,  auch  durch  den 
Punkt  {o,  C)  derselben  Curve  hindurchgehen.  Dann  aber  folgt  aus  einem  Theo- 
reme des  Herrn  Nöther ••),   dass  F(s,z)  =  0  eine  hyperelliptische  Curve  ist. 

Derselbe  Satz  ist  in  Übereinstimmung  mit  einem  von  Herrn  Hurwitz  *••) 
gegebeneu  Theorem.  Es  ist  nämlich  unsere  Involution,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  in  den  Gleichungen  (K.)  überall  dasselbe  Vorzeichen  gilt,  in 
der  Bezeichnungsweise  des  Herrn  Hubwitz  eine  Werthigkeitscorrespondenz, 
deren  Werthigkeit  gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Einheit  ist 


Ich  habe  schon  oben  hervorgehoben,  dass  ich  in  meiner  oben  erwähnten 
Notiz  den  daselbstt)  enthaltenen  Satz  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
zwischen  den  Feriodicitatsmoduln  Ttt  und  a^  keine  Relationen  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  bestehen,  aufgestellt  habe. 

In  dem  Falle  jedoch,  dass  solche  Relationen  zugelassen  werden, 
können  in  den  Gleichungen  (K.)  verschiedene  Vorzeichen  auftreten.  Es  möge 
unter  dieser  Voraussetzung  und  unter  Anwendung  der  Bezeichnungsweise  von 
No.  1 


•)S.  803'). 

••)  Mathem.  Annalen,  Bd.  7,  S.  286. 

***)  Im  g  14  einer  in  den  Berichten  der  Königlich  SächBiBchen  QetellBchafi  der  Wiasenachaftea, 
11.  Januar  1386,   enthaltenen  Arbeit,   auf  welche  for  Enrzem  der  Herr  Verfasser  mich  anfmerkaam  eq 
machen  die  OQte  gehabt. 
t)  S.  803 '). 

1)  8.  4U  dlHK  BudN.    8ch. 
Fo«k(,  Mikca.WaA«.    U. 
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=  u 


(1.)  <    , 

-i : =  ' 

gesetzt  werden,  wo  c^^y  c^^  e^^^  e\  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Alsdann  findet  zwischen  t  und  u  eine  algebraische  Gleichung  statt 

(2.)  <D(^,u)  =  0, 

welche  eine  Curve  (2p  — 2)**"  Ordnung  repräsentirt. 

Da  t  und  u  gleichzeitig  für  die  Stelle  (o,C)  der  RiEMANNSchen  Fläche 
den  entgegengesetzten  von  demjenigen  Werthe  besitzt,  welcher  in  (^1^)  erhalten 
wird,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  (2.)  ungeändert  bleibt,  wenn 
gleichzeitig  —t  für  t  und  —u  für  u  gesetzt  wird. 

Ist  die  Fläche  F{SjZ)  =  0  nicht  so  beschaffen,  dass  eine  rationale  Func- 
tion von  5,  z  existirt,  die  nur  in  zwei  Punkten  der  Fläche  unendlich  erster 
Ordnung  wird,  so  sind  auch  umgekehrt  s  und  z  rationale  Functionen 
von  t  und  w*). 

4. 
Es  seien  die  Functionen  A-^,^),  9(*,  ^)  des  Ortes  der  RiEMANNSchen  Fläche 
(1.)  F{s,e)  =  0 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 

(2.)  ^'^G(s,z)^  +  H{s,z)y  =  0, 

wo  G(syz)^  H{SjZ)  rationale  Functionen  von  Sy  z  bedeuten. 

Es  wird  verlangt,  dass  die  Stellen  (^jj-stJ,  (5,,^,),  für  welche 

(3.)  f(s,jZ,)<f(s,,0,)-f{s,,z,)(f($,,e,)  =  0, 

zu  gleicher  Zeit  die  beiden  Gleichungen 

1   ?{s,,z,)dz,±<f(s,,z,)dz,  =  0 
befriedigen. 

♦)  Vergl.  Nöther,  Math.  Annalen,  Bd.  17,  S.  265. 
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Im  Bande  100  des  Journals  für  Mathematik*)  habe  ich  gezeigt,  dass  [164 
die  Grössenpaare  (^^j^Jj  i^t)^i)y  welche  die  Gleichung  (3.)  befriedigen,  alsdann 
eine  Involution  der  RiEMANNSchen  Fläche  (l.)  bilden  und  ausserdem  einer 
gewissen  daselbst  mit  (H.)  bezeichneten  wohl  bestimmten  algebraischen  Glei- 
chung genügen  müssen**). 

Für  den  Fall,  dass  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  iri  und  a^y,  welche 
zu  der  RiEMANNSchen  Fläche  (1.)  gehören,  nicht  Relationen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  stattfinden,  sind  daselbst  die  Folgerungen  hieraus  gezogen  worden. 

Dasselbe  soll  hier  noch  für  den  Fall  geschehen,  dass  derartige  Relationen 
zugelassen  werden. 

Es  werde  unter  der  in  den  vorhergehenden  Nummern  vorausgesetzten 
Involution  diejenige  verstanden,  welche  die  Losungen  der  Gleichung  (3.) 
bilden,  so  giebt  es  nach  voriger  Nummer  die  eindeutig  umkehrbare  rationale 
Substitution 

8  =    S{t,  U) 


(5.) 


von  der  Beschaffenheit,  dass  wenn 


(6.) 
alsdann 
(6a.) 


s^  =  R(t,u),    «.  =  S(t,u), 


e,  =  R^-t,  -«),    s.  =  S{-t,  -«). 


Wenden   wir    die   Substitution  (5.)    auf   die  Gleichung  (2.)    an,    so    er- 
halten wir 


(2a.) 


S  +  Ö,(^«)f +  H.(^u)y  =  0, 


WO    Gj,  H^   rationale   Fimctionen    der  Variablen   i,  u  bedeuten,    welche    eine 
Stelle  in  der  RiEMANNschen  Fläche 


(la.) 
bezeichnen. 


<i>{t,u)  =  0 


♦)  S.  189 »). 
♦♦)  Ebenda  S.  195«). 


1)  Abh.  XLH,  S.  427  ff.  diM6t  Budw.    Seh. 
>)  S.  484  di6Mf  Bandes.    Seh. 
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Setzen  wir 


(7.) 


so  bilden  /K^««),  <p,(^,w)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 

'65]  (2b.)  ^+ö.(<,«)^  +  fr.(f,«)«;  =  0, 

welche  aus  (2a.). durch  die  Substitution 

de 


(8.)  w  =  y 


du 


hervorgeht,   wobei  -^  die  sich  aus   den  Gleichungen  (5.)  ergebende  rationale 
Function  von  i,  u  bedeutet. 

Die  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  nehmen  die  Gestalt  an 

(3a.)  m,,u,)^,{t,,u,)^f,{t,,u,)^,{t,,u,)  =  0, 

(4a.)  { 

f     ?i(^,wJ(?M,±cp,(^„Mj(iM,   =   0. 

Es  soll  der  Voraussetzung  gemäss  für  die  Lösungen  von  (3a.)  sein 

(9.)  t,  =  -^„     M,  =  -tt„ 

imd  es  sollen  dadurch  gleichzeitig  die  Gleichungen  (4a.)  erfüllt  werden. 

Die  erste  Forderung  enthält  den  Satz: 

I.  Wenn  die  Lösungen  der  Gleichungen  (3.)  zu  gleicher  Zeit 
die  Gleichungen  (4.)  befriedigen  sollen,  so  muss  es  eine  ratio- 
nale eindeutig  umkehrbare  Substitution  (5.)  geben  von  der  Be- 
schaffenheit,  dass  f*,  ii^  eindeutige  Functionen  des  Quotienten  C 
eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  der  Gleichung  (2b.) 
oder  (2.)  werden. 

Wir  setzen  nunmehr  voraus,  dass  die  erste  Forderung  erfüllt  sei,  alsdann 
ergiebt  sich  aus  meiner  oben  erwähnten  Arbeit*),  wenn  wir  setzen 


♦)  Bd.  100  des  Math.  Journals,  S.  192 »). 


1)  8.  431  dieseB  BuidM.    Seh. 
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(10.) 


i'(^«)  = 


3dG.(f , «) 


+  9H,{t,u)-2G,{t,uy, 


als  eine  Consequenz  der  zweiten  Forderung,  dass  die  Werthenpaare  (i,,  mJ,  {t^, 
welche  der  Gleichung  (3a.)  genügen,  auch  die  Gleichungen 


(11.) 


^ A(t„u,)du,'-\/ A(t„u,)du,  ■- 


1    ^P(t„  «.)dw,-  VJ'(^,  M,)dM,  =  0 
befriedigen. 

Aus  meiner -Arbeit*)  folgt,  dass  das  Statthaben  der  Gleichungen  (11.) 
auch  die  genügende  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Werthenpaare,  welche  [i66 
die  Gleichung  (3.)  befriedigen,  auch  die  Gleichungen  (4.)  erfüllen. 

Aus  (9.)  und  (II.)  ergeben  sich  aber  die  Gleichungen 

j   \m-t„-u,)  +  ^^(t„u,)  =  0 


(IIa.) 


I     Vf(-':.-«,)  +  Vf  (^.,  Wj   =   0. 

Wir  erhalten  also  folgendes  Resultat: 

II.  Wenn  es  eine  Substitution  von  der  in  Satz  I.  angegebenen 
Beschaffenheit  giebt,  und  wenn  zu  gleicher  Zeit  die  Gleichungen 
(IIa.)  erfüllt  sind,  so  werden  die  Werthenpaare  (*,,2,),  («j,^^.),  welche 
die  Gleichung  (3.)  erfüllen,  auch  stets  die  Gleichungen  (4.)  be- 
friedigen. 

Die  Sätze  I.  und  II.  bestätigen,  dass  in  dem  allgemeinen  Falle 
dasselbe  Resultat  gilt,  welches  ich  in  der  oben  erwähnten  Arbeit**)  für 
den  Fall  gegeben  habe,  dass  die  RiEMANNSche  Fläche  in  eine  zweiblättrige 
transformirbar  ist.  Es  ist  nämlich  daselbst  der  Umstand,  dass  die  trans- 
formirte  Fläche  eine  zweiblättrige  ist,  unwesentlich.  Das  Wesentliche 
aber  besteht  darin,  dass,  wenn  daselbst  \ß^{u)  =  t  gesetzt  wird,  nach  den 
Gleichungen  (M.)  und  (M'.)***)  l'  und  u'  eindeutige  Functionen  von  C  werden, 


•)  Bd.  100  des  Math.  JoonmlB,  S.  198-199'). 
*•)  Ebenda  8.  199-200'). 
***)  Ebenda  S.  196  •). 


I)  B.  «37.  4S3  dJBH  BmndH.    Beb. 
1)  a.  *S»  diu«  Bul«.    Bek. 
1]  S.  43t  diau*  BudM.    Bth. 
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und   dass   die   Gleichungen  (E'.),  (F'.)   oder  (E^^),  (F^)«)   befriedigt  werden, 
welche  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (Ha.)  übereinstimmen. 


*)  Bd.  100  des  Math.  Journals,  S.  196  >). 


1)  S.  4»  di6Mf  Bandes.    Seh. 


ANMERKUNG. 


Änderung  gegen  das  Original. 

S.  461,  Zeile  2  v.  u.  wurde  t  eingefügt.  SCH. 


Ln. 

BEMERKUNGEN  ZU  EINER  NOTE  DES  HERRN  HURWITZ,  ENT- 
HALTEN IN  No.  6  JAHRG.  1887,  S.  104  sqq.  DER  NACHRICHTEN. 

(Kachricbten  der  Eönigl.  GeseUachaft  der  WisseiiBchaften  zd  Gröttmgen, 
No.  11,  1887,  S.  345-347,  Sitznng  am  21.  Mai.) 


Herr  F.  Klein  hat  der  KönigL  Gesellschaft  der  WiBsenschaften  eine  [345 
Aiheit  des  Herrn  Hurwitz  über  algebraische  Gebilde,  welche  eindeutige  Trans- 
fonnationen  in  sich  zulassen,  überreicht,  welche  in  No.  6  der  Nachrichten 
{20.  April  1887,  p.  85  sqq.)  abgedruckt  worden  ist.  Dieser  Arbeit  ist  ein 
Nachtrag  angefügt,  mit  weichem  ein  Angriff  auf  mich  beabsichtigt  ist  Indem 
Herr  Hurwitz  einen  an  mich  adressirten  Brief  zum  Abdruck  bringt,  fordert 
er  das  Urtheil  des  Lesers  heraus,  ob  ich  Herrn  HuRwrrza  Verdienste  durch 
mein  Citat  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie,  24.  Februar  18S7, 
p.  162')  genügend  gewürdigt  habe. 

Wäre  Herr  Huäwitz  hierbei  stehen  geblieben ,  ao  hätte  ich  um  so  weniger 
Veranlassung,  von  meiner  Gewohnheit,  derartige  Angriffe  mit  Stülachweigen 
zu  übergehen,  abzuweichen,  als  ich  ganz  und  gar  mit  Herrn  Huawrrz  ein- 
verstanden bin,  das  Urtheil  über  diese  Frage  dem  Forum  der  vorurtheilslosen 
Sachverständigen  zu  überlassen. 

Aber  Herr  Hurwitz  hat  ein  Weiteres  gethan,  das  nicht  mit  Stillschweigen 
übe]^angen  werden  darf.  Er  hat  einige  Worte  aus  einem  auf  den  genannten 
Brief  von   meiner  Seite   erfolgten  Antwortschreiben  herausgegriffen  und  die- 


H  BudM.    Stk. 
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selben  an  der  oben  genannten  Stelle  abdrucken  lassen.  Wenn  es  nun  die 
gute  Sitte  verbietet,  den  Brief  eines  Anderen  ohne  Erlaubniss  des  Brief- 
schreibers zu  veröffentlichen,  so  gestattet  es  die  gute  Sitte  noch  weniger, 
346]  einige  Worte  eines  solchen  Briefes  —  wie  man  sie  gerade  brauchen  zu 
können  glaubt  —  ohne  Erlaubniss  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben. 

Ich  bin  daher  genöthigt,  mein  erwähntes  an  Herrn  Hurwitz  gerichtetes 
Antwortschreiben  hier  vollständig  zum  Abdruck  zu  bringen.  Dasselbe  lautet 
wie  folgt: 

Berlin,  26.  Januar  1887. 

»Ihr  geschätztes  Schreiben  fand  ich  am  Anfange  dieses  Monats  vor,  als 
ich  von  einer  in  Familienangelegenheiten  imtemommenen  Reise  zurückkehrte. 
Eine  grosse  Last  von  Geschäften  und  andere  Umstände  trauriger  Natur  haben 
mich  indessen  bis  jetzt  verhindert  mich  mit  dem  Gegenstande  zu  befassen. 
Entschuldigen  Sie  daher,  dass  ich  mich  heute  damit  begnüge,  Ihnen  meinen 
Dank  für  Ihre  freundliche  Mittheilung  auszusprechen.  Demselben  füge  ich 
aber  noch  eine  Bitte  hinzu.  Ich  kenne  bis  jetzt  die  von  Ihnen  in  Ihrem 
Briefe  angeführten  Untersuchungen  aus  den  Sitzungsberichten  der  Königl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  nicht,  habe  auch  einen  Abzug  der- 
selben von  Ihnen  nicht  erhalten.  Meine  Bitte  geht  nun  dahin,  Sie  möchten, 
falls  Sie  noch  Abzüge  besitzen,  mir  einen  derselben  gütigst  zusenden.  Mit 
freundlichem  Gniss 

Ihr  ergebener  etc.« 

Hieran  gestattg  ich  mir  noch  eine  Bemerkung  zu  knüpfen.  Das  Zart- 
gefühl des  Herrn  Hurwitz  in  Hinsicht  der  Würdigung  seiner  Verdienste  liesse 
erwarten,  dass  derselbe  auf  das  Citiren  anderer  Autoren  die  peinlichste  Sorg- 
falt verwendete.  Es  würde  mich  zu  weit  führen  hier  in  eine  Untersuchung 
der  Frage  einzutreten,  in  wie  fem  Herr  Hurwitz  dieser  Erwartung  bisher 
gerecht  geworden  ist.  Es  genüge  daher,  dass  ich  ein  Citat  desselben  beleuchte, 
welches  sich  in  eben  derselben  Arbeit  des  Herrn  Hurwitz  vom  20.  April  1887, 
p.  92  der  Nachrichten  befindet. 

In  einer  Note  vom  22.  Juli  1886  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner 
Akademie  p.  797^)  wende  ich  auf  die  Transformation  der  AßELschen  Integrale 


1)  Abh.  XLYin,  8.  417  ff.  diM«8  Bandes.    Scb. 
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erster  Gattung  ein  Verfahren  an,  welches  ich  bei  einem  analogen  Probleme 
der  Theorie  der  linearen  DifTerentialgleichungen  gegeben  hatte  (vergl.  z.  B. 
BoBCHÄRDTs  Journal,  Bd.  66,  p.  131 — 138')).  Dieses  Verfahren  hat  durch  eine 
Arbeit  des  Herrn  Hamburger  {Borchardts  Journal,  Bd.  76,  p.  121),  wie  ich 
auch  in  meiner  erwähnten  Note  vom  22.  Juli  1886,  Sitzungsberichte,  p.  799*) 
citirt,  eine  elegante  Vereinfachung  erfahren.  Herr  Hurwitz  bedient  sich  nun 
p.  92  1.  c.  ebenfalls  für  die  Transformation  der  AßELSchen  Integrale  meines 
Verfahrens,  citirt  aber  nur  die  Abhandlung  des  Herrn  Hamburger. 

Aus  welchem  Grunde?  Nun  wohl  aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  [347 
er  in  seiner  in  Leipzig  im  Jahre  1881  verfassten  Inauguraldissertation  »Grund- 
lagen der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen«  es  zu  erwähnen  unter- 
lassen hat,  dass  ich  in  meiner  Arbeit  über  die  Feriodicitätsmoduln  der  hyper- 
elliptischen Integrale  (Borchardts  Journal,  Bd.  71,  p.  91^),  12  August  1869) 
und  später  ausführlicher  in  einem  Briefe  an  Herrn  Hermite  (gedruckt  in  Bor- 
chardts Journal,  Bd.  83,  p.  13,  Jahrg.  1876*))  einen  Beitrag  zur  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  geliefert  hatte. 

>)  Akh.TI,  Budl  diu«  Au|«b<,  8.  ITO— IIB.    Beb, 
*)  S  «20  aiMN  BwidH.    Sita. 
•)  Abb.  Tm,  Bind  I  dlnarAuiibB.  S.MI  ff.    Bei. 
4)  Akh.XZir,  6.8iff.  diMMBindM.    Seh. 


im. 

ÜBER  RELATIONEN  ZWISCHEN  DEN  INTEGRALEN 
VON  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(  Sitztmgabericlite  der  KBnigl.  preassischen  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Berlin,  1887, 
LH,  S.  1077—1094;  vorgelegt  am  15.  December;  ausgegeben  am  22.  December  1887.) 


In  der  Absicht,  im  Folgenden  einige  Bemerkungen  mitzutheilen,  [1077 
welche  auf  Relationen  zwischen  den  Integralen  einer  Differentialgleichung 
oder  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  sich  beziehen,  will  ich  das 
Integral  auf  eine  Weise  definiren,  welche  von  der  gewöhnlichen  abweicht. 
Ist  eine  Differentialgleichimg  zwischen  z,  y,  -^  gegeben,  so  bezeichne  ich  das 
System  zusammengehöriger  veränderlicher  Werthe  Utyt^)t  welches 
der  Differentialgleichung  genügt,  als  ein  Integral  derselben.  Dieses  Integral 
ist  in  seinem  Verlaufe  vollständig  bestimmt,  wenn  für  einen  bestimmten  Werth 

'  =  '•    «  =  ^'  ^"^ 

festgesetzt  werden,  oder,   wie  wir  kurz  sagen  wollen,  wenn  seine  Anfangs- 
werthe  («, /S,  y)  gegeben  werden. 

In  gleicher  Weise  wollen  wir,  wenn  ein  System  von  Differentialgleichungen 

■^  =/■*('■»„?. y.)  (k  =  1.2,...,n) 

gegeben   ist,    das   System    der    zusammengehörigen   veränderlichen 
Werthe 

/  rfu,      dl/,  dz,  \ 


468  ÜBER  RELATIONEN  ZWISCHEN  INTEGRALEN. 

welches  den  Differentialgleichungen  genügt,  ein  Integral  derselben  nennen. 
Dasselbe  ist  durch  ein  vorgeschriebenes  System  («, /J^ »•••,/',?  y^?  ...jyj  von 
Werthen 

oder  kurz  ausgedrückt,  durch  seinen  Anfangswerth  in  seinem  Verlaufe 
bestimmt. 

Die  Zweckmässigkeit  dieser  Definition  wird  durch  den  Gebrauch,  welchen 
wir  von  derselben  im  Folgenden  machen,  hervortreten.  Es  ist  jedoch  schon 
ohne  Weiteres  ersichtlich,  dass  diese  Definition  deswegen  der  gewöhnlichen 
1078]  vorzuziehen  ist ,  weil  sie  die  Veränderlichen ,  welche  durch  die  Differential- 
gleichung mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden,  nicht  vor  einander  be- 
vorzugt. In  der  That  kann  man  auch  aus  einem  allgemeinen  Satze  des  Herrn 
PoiNCARE*)  die  Folgerung  ziehen,  dass  die  abhängigen  Veränderlichen  imd  die 
unabhängige  Veränderliche  als  eindeutige  Functionen  einer  Hülfsveränder- 
lichen  darstellbar  sind. 

Dieses  zeigt  aber  wieder  die  Noth wendigkeit,  den  Veränderlichen,  ab- 
hängigen wie  unabhängigen,  in  der  Definition  des  Integrals  eine  gleichwerthige 
Stelle  anzuweisen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  haben  besonders  den  Zweck,  die  in  meiner 
Notiz**)  eingeleiteten  Untersuchungen  über  die  Frage,  wie  die  Anfangswerthe 
eines  Integrals  nichtlinearer  Differentialgleichungen  auf  die  Werthbestimmung 
desselben  an  jeder  beliebigen  Stelle  influiren,  fortzusetzen;  und  zwar  dadurch, 
dass  Beziehungen  aufgesucht  werden  zwischen  einem  oder  mehreren  festen 
Integralen  und  einem  oder  mehreren  mit  willkürlichen  Anfangswerthen  be- 
hafteten. Die  Art,  wie  in  diese  Beziehungen  die  Anfangswerthe  eintreten, 
ist  für  die  Beschaffenheit  des  gesuchten  Einflusses  entscheidend.  Im  Folgenden 
hoffen  wir,  zu  der  eben  bezeichneten  Frage  einen  kleinen  Beitrag  zu  liefern, 
indem  wir  uns  vorbehalten,  an  anderer  Stelle  in  eine  eingehendere  Unter- 
suchung des  Problems  einzutreten. 


'*')  Bulletin  de  la  Soci^d  math^matique  de  France,  t.  XI,  1883,  pg.  112. 
**)  Sitzungsberichte  d.  Berl.  Akad.,  1884,  S.  699  »)• 


1)  Abb.  XLm,  8. 855  fr.  diMM  BandM.    Seh. 
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£s  sei  mir  gestattet,  an  meine  oben  erwähnte  Notiz*)  eine  Bemerkung 
anzuBchlieasen.  Diese  Notiz,  welche  vorwiegend  die  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  behandelt, 
hat  Herrn  Poincare  zir  einer  schönen  Untersuchung  über  die  Differential- 
gleichungen der  genannten  Art  Veranlassung  gegeben,  welche  ausführlich  in  den 
Acta  Mathematica**)  veröffentlicht  worden  ist.  Wir  wollen  nun  bemerken, 
dass  die  Untersuchung  der  Differentialgleichungen  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  oder  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
deren  Integrale  nur  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  noch  vollständig  im- 
berührt  geblieben  ist.  Denn  um  nur  einen  Punkt  hervorzuheben,  so  ist  die 
Schlussweise,  welche  Herr  Poincare***)  für  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  anwendet,  nicht  ohne  Weiteres  auf  Differentialgleichungen  derselben 
Art  und  höherer  Ordnung  anwendbar. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Differentialgleichung  [1079 


w                      y^ 

-m=^- 

Dieselbe  wird  befriedigt  durch 

iß-)                                             U  = 

wenn  y^,  y^  die  Werthe  von  !/,-£  = 

:  y'  in  2^  bezeichnen. 

und  umgekehrt, 

1            f- (».-«,) 

Der  Grund  hiervon  ist  der,  dass  Mannigfaltigkeiten  complexer  Variablen 
höherer   als    erster  Ordnung   gegenseitig    eindeutig    auf  einander   bezogen  sein 


•)  Sitzungsberichte  d.  Berl.  Akad.,  1884,  S.  699  >)■ 
»*)  T.Vir,  S.  1. 
••*)  A.  a.  0.,  S.  12. 

1]  AU.  JLin,  B.IKir.  diMMBudH.    Sek. 
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•  

können,  ohne  gegenseitig  rational  ausdrückbar  zu  sein,  wie  auch  schon  Herr 
PiCARD*)  bemerkt  hat. 

Besondere  Schwierigkeiten  verursachen  auch  bei  den  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  diejenigen  mit  den  Anfangswerthfin  stetig  verschiebbaren 
singuläxen  Punkte,  in  welchen  die  Integrale  sich  zwar  nicht  verzweigen,  aber 
unbestimmt  werden.  Allein  solche  singulare  Punkte  dürfen  nicht  ausgeschlossen 
werden,  wenn  nur  die  Verzweigungspunkte  fest  sein  sollen. 

Dass  es  übrigens  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  giebt,  deren 
Integrale  nur  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  und  deren  Integration  höhere 
Transcendenten  liefert,  folgt  schon  aus  dem  Umstände,  dass  diejenigen  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  durch  eindeutige  Functionen  vollständig  integrirbar 
sind,  zu  der  Klasse  derer  gehören,  deren  Integrale  mit  den  Anfangswerthen 
nicht  verschiebbare  Verzweigungspunkte  haben.  Dass  es  aber  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  giebt,  welche  durch  eindeutige  Functionen 
höherer  Natur  vollständig  integrirbar  sind,  dafür  hat  schon  Herr  Picard**) 
das  Beispiel  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  angeführt: 

1080]  deren  vollständiges  Integral  Jacobi***)  vermittelst  der  von  der  unab- 
hängigen  Veränderlichen  log}  eindeutig  abhängenden  Grösse  y gegeben  hat. 

1. 

Wir  nehmen  zu  unserem  Ausgangspunkte  eine  Differentialgleichung  der 
Form 

(A.)  F{z)dz-^F{y)dy  =  0, 

wo  F{z)  eine  algebraische  Function  von  z  bezeichnet. 
In  dem  Fall,  dass 

1 


F{z)  = 


m^y 


*)  Comptes  rendos  de  l'Acad.  de  Paris,  Janvier  1887,  p.  42. 
**)  A.  a.  0. 
♦♦♦)  Grelles  Journal,  Bd.  36,  S.  102-103  0- 


1)  Jacobis  Werk«,  Bd.  n  (1862),  8. 180.    SdL 
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Ist  andererseits  U,  y,  ^j  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

(A'O  F,{z)dz-^F,{y)dy  =  0, 

mit  denselben  Anfangswerthen  wie  das  vorige,  so  ergiebt  jedes  Werthepaar 
i^i^yji  welches  aus  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  bestimmt  wird,  zusammen 
mit  dem  wie  oben  erhaltenen  Werthe  von  -^  ein  neues  Integral  der  Glei- 
chung (A'.),  welchem  gleichfalls  dieselben  Anfangs  werthe ,  wie  im  vorigen 
Falle,  zukommen. 

Wir  können  diese  Schlussfolgenmg  kurz  in  dem  Satze  zusammenfassen: 
Ist  F(z)  der  Differentialquotient  eines  AsELschen  Integrals 
erster  Gattung  vom  Range  ^  =  2,  so  sind  die  Elemente  eines  mit 
beliebig  vorgeschriebenen  Anfangswerthen  behafteten  Integrals 
ri'yi'"^)  ^^^  Differentialgleichung  (A.)  algebraische  Functionen 
der  Elemente  eines  einzelnen  durch  seine  Anfangswerthe  be- 
stimmten Integrals  derselben  Differentialgleichung. 

Dieselben  algebraischen  Functionen  bestimmen  die  Ele- 
mente eines  beliebigen  Integrals  i^t^yi^^)  ^^^  Gleichung  (A'.) 
durch  diejenigen  eines  bestimmten  Integrals  i^jy}^]  derselben 
Gleichung,  wenn  F^(z)  ein  zu  derselben  RiEMANNSchen  Fläche  ge- 
höriger von  F(z)  linearunabhängiger  Differentialquotient  eines 
Integrals  erster  Gattung  ist. 

1082]  Dieser  Satz  erscheint  als  die  natürliche  Ausdehnung  desjenigen,  welchen 
EuLER  für  den  Fall,  dass  F(z)  den  reciproken  Werth  der  Quadratwiu'zel  einer 
ganzen  rationalen  Function  vierten  Grades  darstellt,  ausgesprochen  hat.  Und 
dieser  Umstand  rechtfertigt  schon  die  von  uns  oben  gegebene  Definition  des 
Integrals  einer  Differentialgleichung. 

2. 

Wir  wollen  nunmehr  ein  analoges  Theorem  für  einen  Fall  entwickeln, 
für  welchen  die  Differentialgleichung  der  allgemeineren  Form 


(B-)  fi". ».  t)  =  0, 


WO  f  eine  rationale  Function  der  Argumente  bedeutet,  angehört. 
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Es  seien  S,,  S,,  S,  drei  eindeutige  vierfach  periodische  Functionen  der  un- 
abhängigen Variablen  u^j  u^j  welche  für  endliche  Werthe  dieser  Variablen  den 
Charakter  rationaler  Functionen  besitzen,  und  welche  so  beschaffen  sind,  dass 
unter  den  Periodensystemen  je  einer  derselben  sich  alle  Periodensysteme  der 
beiden  anderen  befinden,  so  folgt  aus  einem  von  Herrn  Weierstrass *)  gege- 
benen Satze,  dass  S^,  S,,  S,  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung  mit 
einander  verbunden  sind. 

Da  die  Ableitimgen  der  Functionen  g  wie  diese  beschaffene  Functionen 
sind  und  dieselben  Perioden  besitzen,  so  folgt,  dass  zwischen  jeder  Ableitung 
einer  der  Functionen  g  und  zweien  dieser  Functionen  selbst  je  eine  irreduc- 
tible algebraische  Gleichung  besteht.     Demnach  hat  man 

(  di,  =  A,,du,  +  Ä,,du,, 
I   dg,  =  Ä,,du^  +  Ä^^du,, 

wo  A^  algebraische  Functionen  von  1^,  S,  bedeuten.  Durch  Auflösung  der 
Gleichungen  (1.)  möge  sich 

^g.  j  du,  =  B,,di,  + B,,di,, 

(  du,  =  B,,di,  +  B,,di, 

ergeben.  In  diesen  Gleichungen  sind  demnach  B^^  algebraische  Functionen 
von  1^,  I,. 

Bedeuten  c^,  c^  willkürliche,  von  u^^  u^  unabhängige  Grössen,  und  setzen  wir 

so  erhält  man  die  partiellen  Ableitungen  von  1'^,  |^  nach  den  Variablen  [1083 
^i»  ^jj  wenn  man  in  die  algebraischen  Functionen  von  S^,  6,,  welche  die  ent- 
sprechenden partiellen  Ableitungen  von  1^,  S,  bestimmen,  g^,  ||  an  die  Stelle 
von  Jj,  i^  setzt.  Nach  dieser  Substitution  möge  -B^.  mit  -B^.  bezeichnet  werden; 
dann  ist 


*)  B0BCHABDT8  Journal,  Bd.  89,  S.  7  ^). 


1)  Wdantnn*  Werke,  Bd.  n  (1895),  8. 182.    Seh. 
F  a  e  h  8 ,  mathera.  Werke,    n.  60 
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Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  folgt 

.^.  j  B[,dt,  +  B[,dr,  =  B,,d%,  + B,,dU, 

^  \  B[,d%\  +  B'„ d|;  =  B„ di,  +  B„ d|, . 

Andererseits   ergiebt  sich   aus   demselben   oben  erwähnten  Theoreme  des 
Herrn  Weierstrass ,  dass  g',,  |^  algebraisch  mit|,,  |,  verbunden  sind. 
Wir  wollen  nunmehr*  die  Bezeichnungen  dahin  abändern,  dass  wir 


(5.) 
und  gleichzeitig 

(6.) 


setzen.     Die  Gleichungen  (4.)  erhalten  alsdann  die  folgende  Form; 

I    F^x{^,,y,)dz,-{-  F^{z,,y,)dy,  =  F,,{z ,  y)  dz -{- F^{z ,  y)  dy. 

Zwischen  Zj  y,  z^y  y^  finden  zwei  algebraische  Gleichungen  statt.  In  den 
Coefficienten  derselben  treten  die  Werthe  ^^Cc^,  cj,  cpj(Cj,cJ  algebraisch  auf. 
Setzen  wir  also 

so  können  wir  die  obenerwähnten  algebraischen  Gleichungen  in  die  Form 
setzen : 

I    y,  =  H{z,y,z„yJ. 

Aus  den  Gleichimgen  (7.)  und  (9.)  können  wir  eine  Schlussfolgerung  ziehen, 
welche  der  in  der  vorigen  Nummer  an  den  Gleichungen  (A.)  imd  (A'.)  und 
an  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  daselbst  gemachten  analog  ist,  und  wir 
erhalten  dadurch  folgenden  Satz: 

Ist  {^jy}-^)   ®i^   durch   seine   Anfangswerthe   («o? /'o?  *o)   ®^^   ^^^ 
alle  Mal  bestimmtes  Integral  der  Gleichung 

(B'O  F,,{z,  y)dz  +  F„(0,  y)dy  =  0, 
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so  liefern  die  Gleichungen  (9.)  unter  Fixirung  der  Grössen  [1084 
Yy  y^  die  Elemente  eines  beliebigen  andern  Integrals  Ui)  Vi}  •^) 
derselben  Gleichung  als  algebraische  Functionen  der  Elemente 

Sind  (a,/J,d)  die  Anfangswerthe  des  zu  bestimmenden  Integrals, 
so  sind  y,  y^  aus  den  Gleichungen 


(10.) 


7x   =   ^(<^ojßoJ^fß) 


mit   der   Maassgabe   zu   folgern,    dass    der   durch   Differentiation 
aus  (9.)  sich  ergebende  Werth  von  -~-  für 

dy 

mit  d  coincidirt. 

Bedeutet  andererseits  K>y?-^)  ^in  durch  seine  Anfangswerthe 
("o»/'oJ*o)  ®^^  ^^^  ^^^®  Mal  bestimmtes  Integral  der  Gleichung 


(B".) 


F,,(j!^y)dz-^F,,{z,y)dy  =  0, 


so  liefern  in  analoger  Weise  die  Gleichungen  (9.)  die  Elemente 
eines  beliebigen  anderen  mit  vorgeschriebenen  Anfangswerthen 
(a,/J,d)  behafteten  Integrals  Kj2^,?-t^)  ^Is  algebraische  Functionen 
der  Elemente  von  l^jy?"^)* 


3. 


Wir  wollen  die  Gleichung  (B.)  in  die  Form  setzen 


(C.) 


^  =  (,  =  ^{z,y), 


wo  <f{it,y)  eine  algebraische  Function  von  0,tf  bedeuten  soll. 

Es  seien 

y    =  G(si,y,ji„y,), 


(D.) 


analytische  Functionen  der  vier  Variablen  Zj  y,  z^^  y^.  Wir  wollen  diese 
Functionen  folgendermaassen  bestimmen.  Wenn  (-s^jy?^)  irgend  ein  Integral 
der  Gleichung  (C.)  darstellt,  und  wir  bestimmen  aus  den  Gleichungen  (D.)  [1085 

60* 


476  ÜBER  RELATIONEN  ZWISCHEN  INTEGRALEN. 

unter  der  Voraussetzung,  dass  y,  y^  willkürliche,  aber  unveränderliche  Werthe 
annehmen,  ^^,  y^j  -^,   so   sollen  diese  Grössen  ebenfalls  die   Elemente   eines 

Integrals  {^lyVi}-^)  ^^r  Gleichung  (C.)  liefern. 

DifFerentiiren    wir   die    Gleichungen  (D.)  unter   der  Voraussetzung,    dass 
y,  y^  feste  Werthe  annehmen,  so  folgt 


(1.) 
wo 


(2.) 


Ad^,  =  -Cdz-Bdy, 
Ady^  =      Ädjs  +  Bdy, 


.   dy   öy,       dy    dy^            ^  dy  6y,  dy  dy^ 

djs   de^       dj8^    dz  ^  dy  dz^  dz^  dy  ' 

^  ^  j9y  öy^_^y^  öy^  jj  ^   ^Y  ^Y%  jy  ^Yi 

dz   ay,      dy^    dz  '  dy   dy^  dy,  dy  ' 

^  ^    dy    dy,  dy    dy. 


Dividiren  wir  die  Gleichungen  (1.)  durch  einander  und  setzen  aus  Gleichung  (C.) 

so  soll  unserer  Forderung  gemäss 

(3.)  -^  =  ^  =  ?(^i'yi) 

werden.     Wir  erhalten  demnach 

(E.)  JL  +  JBfi  +  Cfi,  +  jDi$i^,  =  0. 

Ist  ft  =  ^(^yy)  eine  bekannte  Function  von  z^  y,  also  auch  n^  =  9(-8^,,yj) 
eine  bekannte  Function  von  ^,,  y^,  so  ist  die  Gleichung  (E.)  in  Bezug  auf 
die  Veränderlichen  ^,  y,  z^,  y^  identisch  erfüllt;  sie  stellt  daher  eine  partielle 
Differentialgleichung  dar,  welcher  y,  y^  als  Functionen  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen ZyyyZ^^y^  genügen  müssen. 

Wenn  aber  y,  y^  dieser  partiellen  Differentialgleichung  genügen,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (1.): 

(F.)  A(C+Dff)(dy,-ff,(20j  +  (ilD-JB(7)(dy-ffd^)  =  0. 

Aus  der  Gleichung  (F.)  ergiebt  sich: 


Cber  beiationkn  zwischen  integralen. 


Ist  (■fjyi-^)  ei^  Integral  der  Gleichung  (C),  so  ist  (3,»^,,-^)  ['"86 
ein  Integral  derselben  Gleichung,  wenn  2,,y,  mit  ii,y  durch  die 
Gleichungen  (D.)  verbunden  sind. 


Aus  der  Gleichung  (E.)  ei^ebt  sich: 


(1-)  c.  =  - 


=  _ji+jB£. 


C  +  Bp' 


Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  von  e,  y  unabhängig  ist,   so  muss  dieses 
auch  für  die  rechte  Seite  gelten.     Hieraus  folgt,  wenn  wir 

(2.)  ^K-BC— E, 


setzen, 

Bedeuten  jJ„,  /3,,  /J,  diejenigen  Grössen,  welche  aus  a^,  a^,  o,  bez.  hervor- 
gehen, wenn  in  denselben  die  Differentiationen  von  A,B^  C,D  nach  si  durch 
solche  nach  y  ersetzt  werden,  so  ergiebt  sich  ebenso 

"*■•'    .  äjT 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  (G.)  nach  y  und  die  Gleichung  (G,.) 
nach  e,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  beiden  Werthe  von   .  i*  : 

Wen»  y,  y,  der  Gleichung  (E.)  Genüge  leisten,  so  können  zwei  [»»8y 
Fälle  eintreten. 
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Entweder  ist  nur  eine  Wurzel  der  Gleichung  (H.)  von  -sr^,  y^  unabhängig. 
Dann  ist  für  diese  Wurzel  fi  die  Gleichung  (F.)  erfüllt. 

Oder  es  sind  beide  Wurzeln  der  Gleichung  (H.)  von  ^^^y^  unabhängig. 
Wir  bezeichnen  alsdann  die  zweite  Wurzel  mit  v,  und  mit  v^  diejenige 
Grösse,  welche  aus  v  hervorgeht,  wenn  z^  y  bez.  mit  ^^  y^  vertauscht  wird. 
Wenn  y  und  y^  alsdann  auch  die  Gleichung 

(E,.)  4  +  JBv  +  Cvj  +  Dvv^  =  0 

erfüllen,  so  findet  ausser  der  Gleichung  (F.)  noch  die  Gleichung 

(F,.)  A(C  +  Di/)((iy,-v,d^J  +  E(dy-i/dÄr)  =  0 

statt. 

Sei  im  zweiten  Falle  i^iy^-^  ein  Integral  der  Gleichung 

so  folgt  aus  der  Gleichung  (F^.),  dass  i^iiyo-^-)  ebenfalls  ein  Integral  der 
Gleichung  (C^.)  ist,  wenn  z^^  y^  mit  ^,  y  durch  die  Gleichungen  (D.)  ver- 
bunden sind. 

Einer  Differentialgleichung 

in  welcher  ^  von  cp  und  ^^  verschieden  ist,  kann  dieselbe  Eigen- 
schaft nicht  zukommen. 

Der  zweite  Fall  ist  erfüllt  in  den  in  No.  1  und  2  gegebenen  Beispielen. 
In  No.  1  sind  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  an  Stelle  der  Gleichungen  (D.), 
und  die  Gleichungen  (A.),  (A'.)  bez.  an  die  Stelle  von  (C.)  und  (C^.)  zu  setzen; 
in  No.  2  treten  die  Gleichungen  (9.)  an  Stelle  von  (D.),  die  Gleichungen  (7.) 
an  Stelle  von  (F.),  (F^.);  endlich  die  Gleichungen  (B'.),  (B".)  an  Stelle  von 
(C.)  und  (C^.). 

Die  Gleichungen  (D.)  stellen  in  diesen  Beispielen  algebraische  Re- 
lationen zwischen  z^y^  z^^y^  dar. 
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5. 

Ist  0,  =  o,,  y^  =  6,  ein  Werthepaar,  welches  den  Gleichungen  (D.)  gemäss 
bei  festen  Werthen  y,  y,  einem  Werthepaare  z  =  a^  y  =  h  entspricht,  und  be- 
zeichnet ft  =  t  einen  bestimmten  Werth  der  algebraischen  Function  fi  [1088 
von  z,y  im  z  =  a,  y  =  b,  so  liefert  die  Gleichung  (E.)  für  die  algebraische 
Function  /*,  von  z^^  y,  einen  bestimmten  Werth  ^^  =  e^. 

Wenn  z,  y,  von  a,  b  Jaez.  ausgehend,  auf  irgend  welchen  Wegen  wieder 
nach  o,  b  zurückkehren,  und  zu  gleicher  Zeit  der  Werth  (»  =  e  in  einen  Werth 
I»  =  e'  der  algebraischen  Function  yt  von  z,y  für  z  =  a,  y  =  b  übergeführt 
wird,  so  wird  im  Allgmeinen  auch  das  Werthsystem  {i  ,y  ),  wie  es 
sich  aus  den  Gleichungen  (D.)  ergiebt,  von  den  Ausgangswerthen 
z^  =  o,,  y,  =  6,  verschiedene  Werthe  z^  =  a[,  y^  =  b'  annehmen.  Der 
nach  Gleichung  (E.)  zugehörige  Werth  ^^  =  e\  wird  im  Allgemeinen 
von  dem  Ausgangswerthe  ^.^  =  e^  verschieden  sein,  kann  aber  auch 
mit  demselben  übereinstimmen. 

Diese  Thatsache  lässt  sich  an  dem  Beispiele  in  No.  1  verificiren.  Sei 
daselbst  z.  B. 

^«  =  ^' 

wo  -R(i)  eine  ganze  rationale  Function  sechsten  Grades  bedeutet,  so  ist 

von  den  Vorzeichen  von  \[R{e)  und  \fR[y)  abhängig.  Die  Gleichungen  (3.) 
und  (4.)  daselbst,  welche  unsere  Gleichungen  (D.)  vertreten,  lassen  sich  mit 
Hülfe  des  AßELschen  ITieorems  herleiten.  Aus  ihnen  folgt,  dass  ^,,  y,  gleicher- 
maassen  von  den  Vorzeichen  von  \fR{e),  \/R(y)  abhängen. 

Wenn  es  jedoch  Wege  V  der  Veränderlichen  z,  y  giebt,  welche  alle  die 
verschiedenen  Werthe,  deren  die  algebraische  Function  ft  fähig  ist,  hervor- 
bringen, und  gleichzeitig  die  aus  (D.)  hervorgehenden  Werthsysteme  {^^,y,) 
in  sich  selbst  zurückfuhren,  so  können  immer  noch  y,  y,  auf  diesen 
verschiedenen  Wegen  verschiedene  Werthe  erhalten. 

Man  könnte  nun  aber  an  die  Functionen  y,  y^  die  apecielle  Forderung 
stellen,   dass  es  nicht  nur  W^e  F  der  eben  genannten   Art  gebe,   sondern 
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dass  auf  diesen  Wegen  auch  y,  y^  ihre  Werthe  reproduciren.  Ohne  hier  in 
die  Untersuchung  der  Möglichkeit  einer  solchen  Bestimmung  einzutreten, 
wollen  wir  nur  eine  Consequenz  für  die  algebraische  Function  fi  von  z^  y 
hervorheben,  welche  jene  Forderung  nach  sich  zöge. 

Bringen  wir  die   algebraische  Gleichung  (C),   welcher  fi  Genüge   leistet, 
in  die  Fprm 

1089]  WO  die  if  ganze  rationale  Functionen  von  z  und  y  bedeuten.     Sei 

so  verwandelt  sich  die  linke  Seite  derselben  nach  MultipUcation  mit  tq*  in 
eine  binäre  Form  /*(!,>))  n^  Grades.  Die  Function  fi^  von  ^j,  y,  genügt  der 
Gleichung 

Setzen  wir 


..=1^ 


^h 


) 


so  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  MultipUcation  mit  >)"  eine 
binäre  Form  /*,(Sj,>]J.  Bei  der  speciellen  Forderung,  die  wir  bezeichnet  haben, 
muss  nach  Gleichung  (E.)  die  Substitution 

^^'^  \  ra  =      A(aTj+DS) 

ergeben : 

wo  Q  von  S>  >],  S,,  >]ji  unabhängig  ist.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  zwischen 
^jV}  ^ly  tft  lücht  Relationen  stattfinden  sollen,  welche  von  den  willkürlichen 
Constanten  y^  y^  frei  sind,  so  ergäbe  sich  aus  den  Gleichungen  {y.\  (d.),  dass, 
um  der  oben  angegebenen  specieUen  Forderung  zu  genügen,  die  absoluten 
Invarianten  der  Form  /*(!,>))  von  z^y  unabhängig  sein  müssten. 
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Ea    seien    jetzt 
(J.) 


analytische    Functionen     der     sechs     Variablen 


1   >•.  =  S(»,i),i„i(„«„y,). 

Differentüren  wir  diese  Gleichungen  unter  der  Voraussetzung,   dass  y,  y,  feste 
Werthe  haben,  so  folgt 

j  i,ä«,  =  -C,di-DJy-  C,di,-D,dy„ 


(1-) 


P-) 


\ 


-1^*. 

-.  =  ^l^- 

-t 

1^ 

äy 

['090 


und  ^,  £,,  C^,  D,    aas   diesen  erhalten  werden,   wenn   die   Differentiationen 
nach  £r,  y  durch  solche  nach  z^^  y^  ersetzt  werden. 

Dividiren  wir  die  Gleichungen  (1.)  durch  einander  und  setzen,  wie  in 
No.  3, 

=  T('.y). 


(3.) 


so  folgt 


dt 
d", 
d'. 


(^,+  ■B,|i)i'»+  (A,  +  .B,ft)iig, 


Es  m5gen  nun   y,  y^    als   Functionen   der  unabhängigen  VeränderUchen 
*i  y»  *,i  y,»  *.i  Vt  ^^^  beiden  partiellen  Diiferentialgleichungen 

j  jl,  +  S,^ +C,ft  +  7),(.(.,   =0, 

I  ^+B,(i,+  (7,(i,+  fl,(i,(>,  =  0 
Genüge  leisten. 

Fmahi,  ntikmi.  Wnt»    □.  61 


(K) 
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Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (K.)  ergiebt  sich  dann  die  Identität 

Sind  demnach  U^tf^^),  i^iiVii^)  Integrale   der  Gleichung  (C),   so 

ist  auch  (^,iy,i-^)  ßin  Integral  der  Gleichung  (C),  wenn  -s^,»  y,f -^ 
mit  den  Elementen  der  beiden  ersten  Integrale  durch  die  Glei- 
chungen (J.)  verbunden  sind,  in  welchen  y,  y^  feste  Werthe  er- 
halten. 

1091]  7. 

Zu  einer  anderen  Kategorie  von  Relationen  gelangen  wir,  wenn  wir  vier 
analytische  Functionen  y.  y^,  y,,  y^  der  Veränderlichen  Zj  y,  z^j  y^,  z^^  y^: 

(M.)  y*  =  Ö4(^,y,^i,y„^„y,)  (t  =  o,i,2,3) 

betrachten. 

Differentüren  wir  diese  Gleichungen  unter  der  Voraussetzung,   dass  die 
Grössen  y^  feste  Werthe  haben,  so  ergiebt  sich 

(   Zdz,  =  E^dz'k-F.dy,    Zdz^  =  E^dz^-F^dy, 
\  Zdy,  =  G,dz^-H,dy,    Zdy,  =  G.dz-k- H,dy, 

wo  Zj  E^j  F^  u.  s.  w.,  sich  aus  den  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Func- 
tionen 6r^  zusammensetzen. 

Bestimmen    wir    die    Functionen    y^    der    unabhängigen    Veränderlichen 
^1  Vi  ^tj  t/ii  ^iiVt  ®^>  ^^^®  ®^®  ^^^  partiellen  Differentialgleichungen 

,jjv  j  0,  +  H,ii--E,ti,'^F,(iii,  =  0, 

1  G,-^H,i^-E,ii,^F,i^i^,  =  0 

Genüge  leisten,  so  ergiebt  sich  aus  (1.) 

j  ^(Äy.-fi.d^J  =  {H,-^ii,FJ{dy^,idz), 
\  Z{dy,--ii,dz,)  =  {H,-ii,F,){dy^f^dz). 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Ist  K»y»-^)  ein  Integral  der  Gleichung  (C.)  und  sind 
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mit  den  Elementen  desselben  durch  die  Gleichangen  (M.)  ver- 
bunden, so  sind  KtJ/,»-^)»  ('^»1^1''^)  ebenfalls  Integrale  der  Glei- 
chung (C),  wenn  die  Functionen  y^  den  partiellen  Differential- 
gleichungen (N.)  Genüge  leisten. 

Man  erkennt,  wie  die  Untersuchung  fortzusetzen  ist,  um  Relationen 
zwischen  einer  beliebigen  Anzahl  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (C.) 
zu  erlangen. 


Wir  wollen  zum  Beschluss  noch  zeigen,  wie  die  vorhei^henden  Be- 
trachtungen auf  ein  System  von  Differentialgleichungen  auszudehnen  sind, 
indem  wir  uns  auf  ein  System  von  zwei  Differentialgleichungen 


(P-) 


[109s 


beschränken. 

Es  seien  y^,  }>,,  ;>,  drei  analytische  Functionen  der  Veränderlichen  z,  y,  v, 

(Q-)  )•.=  G.C«,»,«,  »„!'„''.),  (t=  1,2,3) 

so  ergiebt  sich  aus  diesen  Gleichungen,  wenn  sie  unter  Fixirung  von  y^,  ]>,,  y^ 
differentürt  werden, 

Bdy,  =  Q,dt+Q,d9+  Q,dp, 

Bdc,  =  B,di  +  B,d!f  +  B,dv, 
wo  S,  Pj,  Q,,  Rj  sich   aus   den  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Functionen 
G^  zusammensetzen. 

Wir    bestimmen   die    Functionen    G^    der    unabhängigen  Veränderlichen 
^)  ift  *',  ^i»  ViJ  ^1  so,  dass  sie  den  partiellen  Differentialgleichungen 

i  B,+  B,(.  +  S,«-v,(P,+  P,p  +  P,»)  =  0 
Genüge  leisten,  wenn  wir 

j  C,  =  ?(»„!'.,•'■). 

I      "1    =    'K",,»!.«.) 


(2-) 
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setzen.     Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (R.)  ergeben  sich  die  Identitäten: 

wo 

und  wo  /*,,/?,,  /J,  bez.  aus  «,,«,,  «,  hervorgehen,   wenn  Q^,  Q,,  Q^  bez.    durch* 
JKj,  JK^,  JK^  ersetzt  werden.     Aus  den  Gleichungen  (S.)  ei^ebt  sich: 

Ist  (^»y»^?-^?"^)  ßiii  Integral  der  Gleichungen  (P.),  so  ist  auch 

1093]  i^titfii '^t}'^}  ^)  ®^^  Intgral  derselben  Gleichungen,  wenn 
^p  y^  Vj,  ^^ifyV  durch  die  Gleichungen  (Q.)  verbunden  sind,  worin 
y^,  y^,  y^  feste  Werthe  erhalten;  vorausgesetzt,  dass  Cr^,  Cr^,  G^  den 
partiellen  Differentialgleichungen  (R.)  Genüge  leisten. 

9. 
Zu  den  Relationen  voriger  Nummer  Uefem  die  Differentialgleichimgen 

ein  einfaches  Beispiel,  wenn 

(1.)  F(6,Ti)  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  vom  Range  />  =,3,  und  ^j(6,>)),  ^^,(S)>])  zwei 
linearunabhängige  Differentialquotienten  von  den  zugehörigen  Integralen  erster 
Gattung  bedeuten. 

Ist  nämlich  ^,(S,tq)  ein  dritter,  von  (j^^,  ^^  linearunabhängiger  Differential- 
quotient eines  Integrals  erster  Gattung,  und  bezeichnen  wir  mit  e^,  e^,  e^  drei 
bestimmte,  mit  y^y  y^j  y,  drei  willkürlich  wählbare  Stellen  in  der  zu  Gleichung 
(1.)  gehörigen  RiEMANNSchen  Fläche,  so  wird  nach  dem  AsELschen  Theorem 
das  System  der  Gleichungen 

(2.)   {     ''  *• 

=  /  **(^i »  «,)  ^^1  +  /  ^kiVt ,  tJ Äy,  +  /  ^^{v, ,  X,)  dv,    (h  =  1, 2, 3) 

•^yi  "^yt  "^ys 
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durch  drei  algebraische  Functionen  ä,,  j/,,  r,  von  ^,  y,  »,  «,,  e,,  e,,  y,,  y,,  y,   be- 
friedigt. 

Bringen  wir  diese  auf  die  Form: 

(Q'O  n  =  Gi(*,y,o,«,,j,„ffJ,  (*=i,2,8) 

.80  ist  für  constante  Werthe  von  y^  y,,  y^  identisch 

(S'O  *»{*, ,  o, )  (fa.  +  '|.i(y, ,  tJ  dy,  +  (|.t(p, ,  z,)  d(J. 

Ist  also  (^,3/,r,-^,-^)  ein  Integral  des  Systems  (F.),  bo  ist  auch  [1094 
i^i^yo^i^^'w)  ein  Integral  derselben  Gleichungen,  zu  welchem  y,,  y,,  y,  als 
Anfai^werthe  gehören. 

Selbstverständlich  bestehen  dieselben  Relationen  (Q*.)  auch  für  zusammen- 
gehörige Integrale  derjenigen  Differentialgleichungen,  welche  aus  (V.)  hervor- 
gehen, wenn  ^,,  ^,  durch  die  Differentialquotienten  eines  anderen  Paares  von 
Integralen  erster  Gattung  ersetzt  werden. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Anderangen  gegen  das  Original 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  468,  Zeüe  14  anabhängige  Veränderliche  statt  anabhängigen  Veränderlichen, 

„     „  ,     „      4  V.  o.  Beschaffenheit  statt  Beantwortung, 

„   472,     „     11  ▼.  a.  ist  statt  bedeutet, 

„   478,     „       4  die  statt  diese, 

„   482,  GL  (0.)  jBr,-f»|Fi  statt  H^-f^iF^  und  -^-f^Fj  statt  H^-i^^F^, 

2)  Die  Bemerkung  8.  470,  Zefle  8—7  implidrt  den  Satz,  dass  für  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung keine  mit  den  Anfangswerthen  verschiebbaren  singulären  Stellen  der  Integrale  auftreten  können, 
in  denen  die  Integrale  unbestimmt  werden.  Für  diesen  Satz  hat  Herr  Painley^  einen  Beweis  geliefert. 
(Annales  de  la  Facult^  des  Sciences  de  Toulouse,  1888,  vergl.  auch  Picabd,  Trait^  d'Analyse,  t  U, 
1893,  S.  328  (2.  Aufl.  1905,  S.  371),  t.  m,  1896,  S.  43  und  Painley^,  Le^ns  sur  la  th^rie  des  6quBr 
tions  diff^rentielles,  profess^es  ä  Stockholm,  Paris  1897,  S.  23,  56  ff.)  Sch. 


BERICHTIGUNGEN. 


S.  29,    Ol.  (3.)  Ut  A-i.iVi+'^-i.iyi  stfttt  A^ij/i  + A„]/t  '°  setzen  (Druckfehler  des  OrigiiuJB), 

„     g,    letste  Zeile  üt  m  lesen  1) —  A,y,  +  .il„yi, 

,    160,  Zeüe  17  iit  vor  >präentent<  emioechalten  >Hec, 

„   337,     B      5  ist  »in«  statt  list«  la  setzen.  Sch. 


Göttiugen,  Drack  der  Dieterich'schen  Univ.-Bachdrackerei  (W.  Fr.  Kästner). 
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